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写在前面的话

本笔记专为备考司飞老师的《抽象代数》课程而整理，参考复旦大学陈猛老师的《抽象代

数讲义》和司飞老师自编讲义。由于司飞老师刚刚任教该课程一年，本笔记旨在为同学提供一

定量的训练，补充一定的例子，由于时间关系，难免出错，敬请大家批评指正。

司飞老师课程任务重，时间紧，讲述的内容都是抽象代数最核心最重要的问题，但由于该

课程具有一定的抽象性，刚开始学习该课程容易将抽象的性质和具体的例子相分离，我们在这

份讲义中特地加入了大大小小许多的例子和注记，希望大家能够根据例子更好地学习这门课程。

这份讲义随后也会将 24级的考试题附在后面，但由于样本较少，在考试前不能将全部重心放在
往年题上，要熟悉代数结构的性质，也希望在未来的日子里，这份讲义能够不断地得到补充和

丰富。
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1 群论

1.1 群的基本定义与简单例子

定义 1.1 (群). 设 G 为非空集合，∗ : G×G→ G 是集合上的二元运算，满足下面三条公理：

1. 结合律：对任意 a, b, c ∈ G，(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)；

2. 存在单位元：存在 e ∈ G，对任意 g ∈ G，有 g ∗ e = e ∗ g = g；

3. 每个元素存在逆元：对任意 g ∈ G，存在 g−1 ∈ G，使得

g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e.

则称 (G, ∗) 是一个群。

• 只满足结合律：称为半群；

• 满足结合律 + 存在单位元：称为幺半群；

• 如果进一步满足交换性 ∀a, b ∈ G, ab = ba，称 G 为 Abel（交换）群。

注意：群定义要求运算封闭，即运算结果仍然落在集合 G 内，二元运算定义已经自带封闭性。

我们考虑矩阵集合 V = {A ∈ Rn×n | det(A) = 0} 以及矩阵加法“+”，(V,+) 符合定义 1.1 中的
三条性质，但是 V 对于矩阵加法不封闭，所以并不能说 (V,+) 是一个群。

命题 1.2. 在任意群中：

1. 单位元是唯一的；

2. 每个元素的逆元是唯一的。

证明. (1) 设 e, e′ 都是单位元。由单位元定义：

e = e ∗ e′ = e′.

故单位元唯一。

(2) 设 g ∈ G，g−1
1 , g−1

2 都是 g 的逆元：

g−1
1 = g−1

1 e = g−1
1 (gg−1

2 ) = (g−1
1 g)g−1

2 = e g−1
2 = g−1

2 .

逆元唯一。

注意：如果按照群的元素个数分类的话，还可以将群分为无限群和有限群。如果集合 G 有
n 个元素，我们称之为 n 阶有限群.

例 1.3. 1. (Z,+)：整数加法 Abel 群。单位元 0，a 的逆元 −a；无限群。

2. (Z/7Z,+)：模 7 剩余类加法 Abel 群，7 阶有限群。
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3. (R∗, ·)：非零实数乘法 Abel 群；单位元 1，a 逆元 1/a。

4. GL2(R)：2 阶实可逆矩阵，矩阵乘法。非 Abel 群。

5. SU(2) =

{(
a b

−b a

)
| a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

}
，矩阵乘法成群，非交换，集合与 4 维欧氏

空间中单位球面 S3 一一对应。

注意：GL2(R) 取 A =

(
1 1

0 1

)
, B =

(
0 1

1 0

)
，直接验算 AB 6= BA，验证非交换。

定义 1.4 (元素的阶). 设 G 是群，g ∈ G。如果存在正整数 m，使得 gm = e，满足该等式的最

小正整数叫做元素 g 的阶，记作 o(g)。若不存在这样的正整数，则称 g 为无限阶元素。

事实：有限群中任意元素的阶一定是有限的。

注意：加法群中记号 gm 等价于 m · g = g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
m�

。

例 1.5. 1. G = Z/8Z（加法）：o(1) = 8, o(2) = 4, o(4) = 2, o(0) = 1。

2. G = (R∗, ·)，元素 2：对任意正整数 m，2m 6= 1，2 是无限阶。

3. G = Z（加法），元素 5：无限阶，不存在正整数 m 使得 m · 5 = 0。

4. G = Z/12Z，o(9) = 4：4 · 9 = 36 = 0，更小正整数不满足。

定义 1.6 (子群). 设 G 是群，H 是 G 的非空子集。若 H 关于 G 的运算本身也构成群，则称 H

是 G 的子群，记作 H ≤ G。

子群三个等价判定条件：

1. ∀a, b ∈ H，有 ab ∈ H 且 a−1 ∈ H；

2. ∀a, b ∈ H，有 ab−1 ∈ H；（考试高频）

3. H 非空，对乘法、取逆运算封闭。

例 1.7. 1. G = Z，H = 4Z = {4k | k ∈ Z}，加法子群。

2. G = GL3(R)，H = SL3(R) = {A ∈ GL3(R) | detA = 1}，子群。

3. G = Z/12Z，H = 〈3〉 = {0, 3, 6, 9}，循环子群。〈g〉 的定义见定义 1.4

4. G = C∗（非零复数乘法），H = {z ∈ C∗ | |z| = 1} 单位圆，乘法子群。

定义 1.8 (生成子群，循环群). 设 S ⊂ G 是非空子集。定义

〈S〉 =
⋂

S⊆H≤G

H,

称为由集合 S 生成的子群，它是包含 S 的最小子群。其元素可以写成

〈S〉 = {ge11 ge22 · · · g
ek
k | k ≥ 0, gi ∈ S, ei = ±1}.

若存在一个元素 g ∈ G 使得 G = 〈g〉，则称 G 是循环群。
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例 1.9. 1. Z = 〈1〉，无限循环加法群。

2. Z/15Z = 〈1〉，15 阶有限循环群；也可以是 〈2〉。

3. G = C∗，S = {e 2πi
5 }，〈S〉 是 5 次单位根乘法循环群。

4. G = Z/24Z，〈4〉 = {0, 4, 8, 12, 16, 20}，6 阶循环子群。

练习 1.10. 设 G = 〈g〉 是 n 阶循环群。证明：G 的任意子群仍是循环群；对 n 的每一个正因子

d，G 中存在且仅存在一个 d 阶子群。

证明. 任取子群 H ≤ G。若 H = {e}，显然是循环群。若 H 不是平凡子群，取

m = min{t > 0 | gt ∈ H}.

断言 H = 〈gm〉。
任取 gk ∈ H，做整数带余除法：k = qm+ r, 0 ≤ r < m。

gr = gk−qm = gk · (gm)−q ∈ H.

由 m 的极小性，必须 r = 0。于是 gk = (gm)q，得到 H = 〈gm〉，故子群必循环。
设 d 是 n 的正因子，记 n = d · t。取元素 gt。计算阶：(gt)d = gtd = gn = e。若 0 < k < d，

(gt)k = gtk 6= e，故 o(gt) = d，则 〈gt〉 就是一个 d 阶子群。

唯一性：任取一个 d阶子群 H ′，已经证明循环，设 H ′ = 〈gm0〉。阶 o(gm0) =
n

gcd(m0, n)
= d。

n

gcd(m0, n)
= d⇒ gcd(m0, n) = t =

n

d
.

于是 gm0 ∈ 〈gt〉，H ′ ⊆ 〈gt〉；两者阶相等，故 H ′ = 〈gt〉。唯一性得证。

1.2 置换群 Sn 与交错群 An

定义 1.11. 记 [n] = {1, 2, . . . , n}。Sn 是集合 [n] 上全部双射（置换）构成的群，运算为映射复

合。|Sn| = n!。

d-轮换 (i1 i2 · · · id)：把 i1 7→ i2, i2 7→ i3, . . . , id 7→ i1，其余元素不动。两个轮换称为不交，

如果它们作用的元素集合交集为空。

引理 1.12. 任意非恒等置换 σ ∈ Sn，都可以唯一地写成若干两两不交轮换的乘积。

证明. 对 n 做数学归纳。n = 1，平凡成立。假设对集合大小小于 n 的置换成立。取 σ 6= id，存
在 x ∈ [n]，σ(x) 6= x。考虑序列 x, σ(x), σ2(x), . . .。集合有限，序列必有重复。记

m = min{k > 0 | σk(x) = x}.

得到轮换 σ1 = (x σ(x) σ2(x) . . . σm−1(x))。令
∑

= [n] \ {x, σ(x), . . . , σm−1(x)}，σ 将
∑
映射到

自身。σ 在
∑
上诱导置换 σ′。σ = σ1 ◦ σ′。|

∑
| < n，归纳假设 σ′ 分解为不交轮换乘积。合并

得到 σ 的不交轮换分解。唯一性略。
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例 1.13. 1. σ = (134)(25) ∈ S5，不交轮换分解；阶 lcm(3, 2) = 6。

2. σ = (1234) ∈ S4，4‑ 轮换，阶 4。

3. σ = (12)(13)，不是不交；化简 (132)，一个 3‑ 轮换。

4. S4 中 σ = (12)(34)，两个不交对换，阶 2。

5. σ = (123)(456)(78) ∈ S8，阶 lcm(3, 3, 2) = 6。

注意：置换的阶等于它不交轮换分解各个轮换长度的最小公倍数。

定义 1.14 (奇偶置换，交错群). 2-轮换 (i j) 称为对换。任何置换可以写成若干对换的乘积；虽

然分解方式不唯一，但是对换个数的奇偶性是确定不变的。

• 偶置换：可以写成偶数个对换的乘积；

• 奇置换：可以写成奇数个对换的乘积。

An = {σ ∈ Sn | σ 是偶置换},

称为交错群。

命题 1.15. |An| =
n!

2
。

例 1.16. 1. A3 = {e, (123), (132)}，3 阶循环群。

2. A4，12 阶；包含 8 个 3‑ 轮换，3 个双对换，单位元。

3. (123) ∈ A5，偶置换，写成 (13)(12)，两个对换。

4. (1234) ∈ S4，4‑ 轮换，(14)(13)(12)，三个对换，奇置换，不属于 A4。

5. V4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ⊂ A4。

1.3 陪集、Lagrange 定理，正规子群与商群

定义 1.17 (左、右陪集). 设 H ≤ G。

• 左陪集：aH = {ah | h ∈ H}；

• 右陪集：Ha = {ha | h ∈ H}。

注释：一般情况下 aH 6= Ha，只有正规子群才相等。

引理 1.18. 设 H ≤ G，对任意 a, b ∈ G：

1. aH = bH ⇐⇒ a−1b ∈ H；

2. 要么 aH = bH，要么 aH ∩ bH = ∅。

全体左陪集构成集合 G 的一个划分。
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证明. (1) ⇒：若 aH = bH，b · e ∈ bH = aH，∃h ∈ H，b = ah，于是 a−1b = h ∈ H。
⇐：a−1b ∈ H，记 h0 = a−1b，b = ah0。bH = ah0H = a(h0H) = aH，得到 aH = bH。

(2)反证。若 aH ∩ bH 6= ∅，取 x ∈ aH ∩ bH，于是 x = ah1 = bh2，得到 a−1b = h1h
−1
2 ∈ H。

利用 (1)，aH = bH。故交集非空则陪集相等；交集为空或者相等，二者必居其一。

全体左陪集两两不交，并且每个 g ∈ G，g ∈ gH，全部元素被覆盖，构成集合分划。

定理 1.19. 子群 H 的所有左陪集与所有右陪集之间存在一一映射。

定义 1.20 (子群的指数). 设 G 为任意群，H ≤ G。记左陪集集合

G/H := {gH | g ∈ G}.

定义 H 在 G 中的指数 [G : H] 为集合 G/H 的基数：

[G : H]
def
=
∣∣G/H∣∣.

例 1.21. 1. G = Z，H = 3Z，左陪集 0 + 3Z, 1 + 3Z, 2 + 3Z，[G : H] = 3。

2. G = S3，H = 〈(12)〉 = {e, (12)}。左陪集：eH = {e, (12)}；(13)H = {(13), (123)}；(23)H =

{(23), (132)}，[G : H] = 3。

3. G = Z/12Z，H = 〈4〉 = {0, 4, 8}。陪集：0 +H, 1 +H, 2 +H, 3 +H，[G : H] = 4。

4. G = GL2(R)，H = SL2(R)；任取 A ∈ GL2(R)，左陪集 A · SL2(R)。

定理 1.22 (Lagrange 定理). G 是有限群，H ≤ G，则

|G| = [G : H] · |H|.

推论：

1. 对任意 g ∈ G，o(g) | |G|；

2. 若 |G| = p 为素数，则 G 一定是循环群。

证明. 由引理，G 可以写成有限个两两不交左陪集的并：

G = a1H t a2H t · · · t a[G:H]H.

映射 h 7→ aih 是 H → aiH 的双射，每个陪集元素个数都是 |H|。

|G| =
[G:H]∑
i=1

|aiH| = [G : H] · |H|.

推论 1：任取 g ∈ G，〈g〉 ≤ G。Lagrange 定理 |〈g〉| = o(g)，o(g) | |G|。
推论 2：|G| = p 素数。任取 g 6= e ∈ G，o(g) | p。o(g) 6= 1，故 o(g) = p。于是 G = 〈g〉，循

环群。

例 1.23. 1. |S3| = 6。子群阶只能是 1, 2, 3, 6。不存在 4 阶、5 阶子群。
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2. |G| = 15，元素阶只能 1, 3, 5, 15，不存在阶为 2, 4, 6, 7, . . . 的元素。

3. A4，|A4| = 12。注意：我们无法保证对于 |G| 的每一个因子 d, 找到一个 d 阶子群。12 的

因子包括 6，A4 没有 6 阶子群。这一点我们会留做练习。

4. |G| = 7（素数），G 必循环，任何非单位元生成整个群。

注释：Lagrange 定理只是必要条件，不是充分条件；因子不一定对应子群，A4 无 6 阶子

群是经典反例。

练习 1.24. 证明 A4 没有 6 阶子群。

解. |A4| = 12。反证：假设存在子群 H ≤ A4, |H| = 6，则指数 [A4 : H] = 2，于是 H ◁ A4。A4

元素：恒等；8 个 3‑ 轮换；3 个双对换 (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)。一个 6 阶群一定含有 2
阶元与 3 阶元。若包含一个 3‑ 轮换，由正规子群共轭封闭，则全部 8 个 3‑ 轮换都落在 H，与

|H| = 6 矛盾。故不存在 6 阶子群。

定义 1.25 (正规子群). 设 H ≤ G，记号 H ◁ G。下面三条条件彼此等价：

1. ∀g ∈ G, gHg−1 ⊂ H；

2. ∀g ∈ G, gHg−1 = H；

3. ∀g ∈ G, gH = Hg。

练习 1.26. 若子群 H ≤ G 的指数 [G : H] = 2，证明 H ◁ G。

证明. 指数为 2，则左陪集分解 G = H t aH；右陪集分解 G = H tHa。集合中不属于 H 的部

分只能相等，故 aH = Ha。

任取 g ∈ G：如果 g ∈ H，显然 gH = H = Hg；如果 g /∈ H，则 gH = aH = Ha = Hg。

于是对所有 g ∈ G，gH = Hg，满足正规子群条件，H ◁ G。

例 1.27. 1. 交换群 G 的任意子群都是正规子群。

2. An ◁ Sn，指数 [Sn : An] = 2，利用上面习题直接得到正规。

3. SLn(R) ◁GLn(R)。

4. G = Z，任意子群 mZ ◁ Z，Z 交换。

定义 1.28 (商群). 若 H ◁ G，集合 G/H = {aH | a ∈ G}，定义运算

(aH) · (bH) := abH.

良定义证明：若 aH = a′H, bH = b′H，即 a′−1a ∈ H, b′−1b ∈ H。

(a′b′)−1ab = b′−1a′−1ab = b′−1(a′−1a)b′ · (b′−1b).

因为 H 正规，b′−1(a′−1a)b′ ∈ H，同时 b′−1b ∈ H；乘积属于 H，得到 a′b′H = abH。运算与代

表元无关，良定义。

此时 (G/H, ·) 成为群，称为 G 模 H 的商群。
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例 1.29. 1. Z/mZ，整数模 m 商群。

2. S3/A3，2 阶商群，同构 Z/2Z。

3. GLn(R)/SLn(R) ∼= R∗。

4. G = Z/12Z，H = 〈4〉，商群 G/H 是 4 阶循环群。

定义 1.30 (换位子群). 对 x, y ∈ G，定义换位子 [x, y] = xyx−1y−1。换位子子群

[G,G] = 〈{[x, y] | x, y ∈ G}〉.

命题 1.31. [G,G] ◁ G，并且：

1. G/[G,G] 是 Abel 群；

2. 如果 N ◁ G 且 G/N 是交换群，则必有 [G,G] ⊆ N。

简言之：[G,G] 是使得商群交换的最小正规子群。

证明. 先证 [G,G] ◁ G。任取 g ∈ G，生成元 [x, y]：

g[x, y]g−1 = gxyx−1y−1g−1 = [gxg−1, gyg−1]

仍然是换位子，属于生成元集合。于是共轭把生成元映到生成元，故 ∀g ∈ G, g[G,G]g−1 ⊂ [G,G]，

正规。

(1) 商群 G/[G,G]。任取陪集 x[G,G], y[G,G]。

xyx−1y−1 = [x, y] ∈ [G,G]⇒ xy[G,G] = yx[G,G].

乘法交换，商群 Abel。
(2) G/N 交换，∀x, y ∈ G，xyN = yxN，于是 xyx−1y−1 ∈ N。所有换位子属于 N，生成

子群包含全部换位子，[G,G] ⊆ N。

例 1.32. 1. G Abel，则全部换位子 [x, y] = e，[G,G] = {e}。

2. G = S3，[S3, S3] = A3；商群 S3/A3 是 2 阶 Abel 群。

3. G = S4，[S4, S4] = A4。

4. G = Z/6Z Abel，换位子子群是平凡子群 {0}。

定义 1.33 (单群). 一个群 G，若除了 {e} 和自身 G 之外没有其他正规子群，则称 G 是单群。

定理 1.34. 1. A4 不是单群。存在正规子群 Klein 四元群

V4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

2. 当 n ≥ 5，An 是单群。

练习 1.35. 验证 V4 ◁ A4。
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证明.
V4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

对任意 τ ∈ A4，σ ∈ V4，置换共轭公式：

τ (ij)(kl) τ−1 = (τ(i) τ(j))(τ(k) τ(l)).

共轭之后仍然是两个不交对换的乘积，仍然属于 V4。于是 τV4τ
−1 ⊆ V4，得到 V4 ◁ A4。

1.4 群同态与同构基本定理

定义 1.36 (群同态、同构). 设 G1, G2 为群。映射 f : G1 → G2，若满足

∀x, y ∈ G1, f(xy) = f(x)f(y),

称 f 是群同态。

• 单同态：f 为单射；

• 满同态：f 为满射；

• 同构：既单又满，记作 G1
∼= G2。

定义核与像：

ker f = {x ∈ G1 | f(x) = eG2}, Im f = {f(x) | x ∈ G1}.

命题 1.37. ker f ◁ G1，Im f ≤ G2。

证明. 第一步证明 ker f ≤ G1。f(e1) = f(e1e1) = f(e1)f(e1)，两边乘 f(e1)
−1，f(e1) = e2，

e1 ∈ ker f，非空。∀a, b ∈ ker f：

f(ab−1) = f(a)f(b−1) = f(a)f(b)−1 = e2e
−1
2 = e2 ⇒ ab−1 ∈ ker f.

子群判定条件成立，ker f ≤ G1。

正规：任取 g ∈ G1，k ∈ ker f。

f(gkg−1) = f(g)f(k)f(g−1) = f(g)e2f(g)
−1 = e2.

gkg−1 ∈ ker f，ker f ◁ G1。

证明 Im f ≤ G2。e2 = f(e1) ∈ Im f。∀f(x), f(y) ∈ Im f，

f(x)f(y)−1 = f(xy−1) ∈ Im f.

子群条件成立，Im f ≤ G2。

例 1.38. 1. det : GLn(R)→ R∗，行列式同态，满同态；核 SLn(R)。

2. sgn : Sn → {±1}，符号同态；核 An。
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3. π : Z→ Z/mZ，自然投影，加法群满同态；核 mZ。

4. f : Z→ C∗，f(k) = e2πik/5，同态；核 5Z。

5. 包含映射 i : A3 → S3，单同态，不是满同态。

定理 1.39 (第一同构定理（同态基本定理）). 若 f : G1 → G2 是群同态，则

G1/ ker f ∼= Im f.

同构映射：φ : G1/ ker f → Im f，φ(x ker f) = f(x)。

证明. 1. 良定义：若 x ker f = x′ ker f，则 x′−1x ∈ ker f，f(x′−1x) = e2，于是 f(x′)−1f(x) = e2，

f(x) = f(x′)。映射定义与代表元无关。

2. 同态：

φ((x ker f)(y ker f)) = φ(xy ker f) = f(xy) = f(x)f(y) = φ(x ker f)φ(y ker f).

3.单射：φ(x ker f) = φ(y ker f)⇒ f(x) = f(y)⇒ f(y−1x) = e2 ⇒ y−1x ∈ ker f ⇒ x ker f =

y ker f。
4. 满射：任取 y ∈ Im f，∃x ∈ G1，f(x) = y，于是 φ(x ker f) = y。

既单又满的同态，故是同构。

定理 1.40 (第二同构定理). 设 H ◁ G，K ≤ G，则 HK ≤ G，H ∩K ◁K，并且

HK/H ∼= K/(H ∩K).

证明. H ◁ G，HK = KH。HK 非空。任取 h1k1, h2k2 ∈ HK。

(h1k1)(h2k2)
−1 = h1k1k

−1
2 h−1

2 = h1
(
k1k

−1
2 h−1

2 (k1k
−1
2 )−1

)
k1k

−1
2 ∈ HK.

得到 HK ≤ G。

构造映射 f : K → HK/H，f(k) = kH。验证同态：f(k1k2) = k1k2H = (k1H)(k2H) =

f(k1)f(k2)。

满射：任意 hkH = kH，每个 HK/H 的元素都形如 kH，k ∈ K，满射。
求核：

ker f = {k ∈ K | kH = H} = {k ∈ K | k ∈ H} = H ∩K.

H ∩K 是 K 的正规子群。同态基本定理：

K/ ker f ∼= Im f ⇒ K/(H ∩K) ∼= HK/H.

定理 1.41 (第三同构定理). 设 H ◁ G，N ◁ G，H ⊆ N，则 N/H ◁ G/H，并且

(G/H)
/
(N/H) ∼= G/N.
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证明. 构造映射 φ : G/H → G/N，φ(gH) = gN。

良定义：gH = g′H，g′−1g ∈ H ⊆ N，g′−1g ∈ N，于是 gN = g′N。

同态：φ(g1H · g2H) = φ(g1g2H) = g1g2N = (g1N)(g2N) = φ(g1H)φ(g2H)。

满射：对任意 gN ∈ G/N，φ(gH) = gN，满。

核：

kerφ = {gH | gN = N} = {gH | g ∈ N} = N/H.

kerφ = N/H，故 N/H ◁ G/H。

第一同构定理：

(G/H)/ kerφ ∼= Imφ⇒ (G/H)/(N/H) ∼= G/N.

定理 1.42 (子群对应定理). π : G→ G/H 为自然投影 g 7→ gH。给出双射{
K | H ⊆ K ≤ G

}
←→

{
K | K ≤ G/H

}
,

该对应保持正规性：K ◁ G ⇐⇒ π(K) ◁ G/H。

例 1.43. 1. π : Z → Z/12Z；包含 12Z 的 Z 的子群是 dZ，12Z ⊆ dZ ⇐⇒ d | 12；对应
Z/12Z 的全部子群。

2. S3 → S3/A3
∼= Z/2Z；包含 A3 的子群：A3, S3；对应 Z/2Z 的子群 {0},Z/2Z。

3. GL2(R)→ R∗，ker = SL2(R)；GL2(R)/SL2(R) ∼= R∗。

4. G = Z/30Z，H = 〈5〉；商群 G/H ∼= Z/5Z。

5. H = V4 ◁ A4；A4/V4 同构 Z/3Z。

练习 1.44. 证明 SLn(R) ◁GLn(R)，并且

GLn(R)/SLn(R) ∼= R∗.

证明. 任取 B ∈ GLn(R)，A ∈ SLn(R)。

det(BAB−1) = det(B) det(A) det(B−1) = det(B) · 1 · det(B)−1 = 1.

于是 BAB−1 ∈ SLn(R)，由正规子群等价条件得 SLn(R) ◁GLn(R)。构造行列式映射

det : GLn(R)→ R∗, A 7→ det(A).

由行列式性质 det(XY ) = det(X) det(Y )，det 是群同态，并且是满射。

ker(det) = {A ∈ GLn(R) | det(A) = 1} = SLn(R).

由同态基本定理

GLn(R)/ ker(det) ∼= Im(det) = R∗.
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1.5 群的直积

定义 1.45 (外直积). G1, G2 是两个群。集合 G1 ×G2，定义运算

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, b1b2).

则 G1 ×G2 构成群，称为外直积。单位元 (e1, e2)。

定义 1.46 (内直积). 设 G 是群，H1, H2 ◁ G，满足

1. G = H1H2；

2. H1 ∩H2 = {e}。

则称 G 是 H1, H2 的内直积，此时有 G ∼= H1 ×H2。

推广到 n 个正规子群 H1, . . . , Hn ◁ G：

G = H1H2 · · ·Hn, Hi ∩
∏
j ̸=i

Hj = {e}.

例 1.47. 1. V4 ∼= Z/2Z× Z/2Z，Klein 四元群。

2. Z/6Z ∼= Z/2Z× Z/3Z，gcd(2, 3) = 1。

3. G = Z/2Z× Z/5Z，10 阶循环群。

4. G = Z/4Z× Z/3Z，12 阶循环群。

5. G = Z/2Z× Z/2Z× Z/3Z，12 阶 Abel 非循环群。

定理 1.48 (中国剩余定理). gcd(m,n) = 1 =⇒ Z/mnZ ∼= Z/mZ × Z/nZ。并且可以由此推
广到一般形式：设 m1,m2, . . . ,mk 为正整数，且两两互素：gcd(mi,mj) = 1, i 6= j。令 M =

m1m2 · · ·mk，则有加法群同构

Z/MZ ∼= Z/m1Z× Z/m2Z× · · · × Z/mkZ.

同构映射为

φ(x+MZ) =
(
x+m1Z, x+m2Z, . . . , x+mkZ

)
.

练习 1.49. 设 G 是 4 阶群，证明 G 要么同构于 Z/4Z，要么同构于 V4 ∼= Z/2Z× Z/2Z。

证明. |G| = 4。情形 1：G 中存在 4 阶元素 g，则 G = 〈g〉 ∼= Z/4Z。
情形 2：没有 4阶元素。由 Lagrange定理，所有非单位元的阶只能是 2，即 ∀x ∈ G, x2 = e。

对任意 a, b ∈ G，
ab = (ab)−1 = b−1a−1 = ba,

所以 G 是 Abel 群。取 a, b 为两个不同的 2 阶非单位元。令 H1 = 〈a〉，H2 = 〈b〉。H1, H2 都是

正规子群，H1 ∩H2 = {e}，G = H1H2。于是 G ∼= H1 ×H2
∼= Z/2Z× Z/2Z。
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1.6 群作用

定义 1.50 (群作用). 设 G 是群，X 是集合。映射 G×X → X，记作 (g, x) 7→ g · x，满足

1. e · x = x, ∀x ∈ X；

2. g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x, ∀g1, g2 ∈ G, x ∈ X。

记 G↷ X，称 G 作用在集合 X 上。

• 轨道：G · x = {g · x | g ∈ G}；

• 稳定子（迷向子群）：StabG(x) = {g ∈ G | g · x = x}，它是 G 的子群。

定理 1.51 (轨道 ‑ 稳定子定理). G 为有限群，作用在有限集合 X 上。对任意 x ∈ X，存在集
合双射

G/StabG(x)
∼−→ G · x, g StabG(x) 7→ g · x.

于是

|G · x| =
[
G : StabG(x)

]
.

把 X 拆分为互不相交轨道的并，取轨道代表元集合 T：

|X| =
∑
x∈T

|G · x| =
∑
x∈T

|G|
|StabG(x)|

.

证明. 定义映射 ψ : G/StabG(x)→ G · x，ψ(gStabG(x)) = g · x。
良定义：若 g1StabG(x) = g2StabG(x)，则 g−1

2 g1 ∈ StabG(x)。

(g−1
2 g1) · x = x⇒ g1 · x = g2 · x.

满射：轨道定义，每个轨道元素形如 g · x，ψ(gStabG(x)) = g · x。
单射：ψ(g1StabG(x)) = ψ(g2StabG(x))，即 g1x = g2x，(g

−1
2 g1)x = x，g−1

2 g1 ∈ StabG(x)，陪

集相等。双射成立。

集合 X 划分成轨道不交并，每个轨道基数等于指数，求和公式得到。

例 1.52. 1. G = S3，作用集合 X = {1, 2, 3}（自然置换作用）。轨道 G · 1 = {1, 2, 3}；
StabS3(1) = {e, (23)}。|G · 1| = 3 = [S3 : Stab]。

2. G = S4，共轭作用在自己上面；元素 (12) 的轨道就是全部对换，共 6 个。

3. G = Z/6Z，加法群作用集合 X = Z/6Z，左平移 g · x = g + x；整个集合是一条轨道。

4. G 共轭作用于自身；单位元 e 的轨道只有 {e}，StabG(e) = G。

5. G = 〈(1234)〉 ≤ S4，作用 X = {1, 2, 3, 4}；轨道 {1, 2, 3, 4}；Stab = {e}。
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定义 1.53 (中心，中心化子，类方程).

Z(G) = {g ∈ G | ∀x ∈ G, gx = xg} 群的中心.

CG(a) = {g ∈ G | ga = ag}，a 的中心化子。
G 通过共轭作用于自身：g · a = gag−1。a 的轨道就是它的共轭类；StabG(a) = CG(a)。得

到类方程：

|G| = |Z(G)|+
∑

非中心共轭类

[G : CG(a)].

例 1.54. 1. G = S3，Z(S3) = {e}；类方程 6 = 1 + 2 + 3。

2. G = A4，Z(A4) = {e}。

3. G Abel 群，Z(G) = G，全部共轭类大小为 1。

4. G = Q8 四元数群，|G| = 8，Z(G) = {±1}。类方程 8 = 2 + 2 + 2 + 2。

5. G = S4，Z(S4) = {e}。

1.7 Sylow 定理

定义 1.55 (Sylow p-子群). G有限群，|G| = prs，p为素数，p ∤ s。若子群 P ≤ G满足 |P | = pr，

则称 P 是 G 的一个 Sylow p-子群。记 np 为 G 中 Sylow p-子群的个数。

定理 1.56 (Sylow 定理). 1. 存在性：Sylow p-子群一定存在；

2. np ≡ 1 (mod p)；

3. G 的所有 Sylow p-子群互相共轭；

4. np = [G : NG(P )]，并且 np | s。
其中 NG(P ) = {g ∈ G | gPg−1 = P} 是 P 在 G 中的正规化子。

例 1.57. 1. |G| = 12 = 22 · 3。Sylow 2‑ 子群阶 4；Sylow3‑ 子群阶 3。A4，n3 = 4，4 ≡ 1

(mod 3)，n3 | 4。

2. |G| = 15 = 3 · 5，n3 = 1, n5 = 1，Sylow 子群正规。

3. S3，|S3| = 6 = 2 · 3；Sylow 2‑ 子群阶 2，n2 = 3 ≡ 1 (mod 2)。

4. |G| = 20 = 22 · 5，n5 | 4，n5 ≡ 1 (mod 5)，只能 n5 = 1，Sylow5 子群正规。

5. S4，|S4| = 24 = 23 · 3，Sylow 2‑ 子群阶 8；n3 = 4。

练习 1.58. 证明：15 阶群必为循环群。
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证明. |G| = 15 = 3 · 5。
先看 p = 3：n3 | 5，n3 ≡ 1 (mod 3)。n3 的可能取值为 1, 5。5 6≡ 1 (mod 3)，故 n3 = 1。唯

一 Sylow 3-子群 P3 ◁ G，|P3| = 3。

再看 p = 5：n5 | 3，n5 ≡ 1 (mod 5)。候选 1, 3。3 6≡ 1 (mod 5)，得到 n5 = 1。Sylow 5-子
群 P5 ◁ G，|P5| = 5。

P3 ∩ P5 = {e}，计算

|P3P5| =
|P3||P5|
|P3 ∩ P5|

= 15,

故 G = P3P5。P3, P5 均正规，G 是内直积，G ∼= P3 × P5
∼= Z/3Z × Z/5Z。由于 gcd(3, 5) = 1，

Z3 × Z5
∼= Z15，故 G 是循环群。

1.8 综合大题

练习 1.59. 设 G 是有限群，H ≤ G，并且 [G : H] = p，p 是素数。证明：H 包含 G 的正规子

群 N，使得 G/N 同构于 Sp 的一个子群。

证明. G 左作用于 H 的全部左陪集集合 X = G/H。集合大小 |X| = [G : H] = p。群作用诱导

群同态 ρ : G→ SX
∼= Sp。

ker ρ = {g ∈ G | ∀aH ∈ X, gaH = aH}.

任取 g ∈ ker ρ，取 a = e，gH = H，得到 g ∈ H，于是 ker ρ ⊆ H。记 N = ker ρ，N ◁G，N ⊆ H。

同态基本定理：

G/N = G/ ker ρ ∼= Im(ρ) ≤ Sp.

命题证毕。

练习 1.60. 证明不存在阶为 56 的单群。

证明. 56 = 23 · 7。设 G，|G| = 56。记 n7 为 Sylow7‑ 子群的个数。Sylow 定理：n7 | 8，n7 ≡ 1

(mod 7)。n7 的可能：1, 8。

Case1：n7 = 1，Sylow7‑ 子群 P7 ◁ G，非平凡正规子群，G 不单。

Case2：n7 = 8。每个 Sylow7‑ 子群阶 7，7 阶素数群，非单位元阶 7。不同 Sylow7‑ 子群交
集只能是 {e}。8 个 Sylow7 子群，每个子群有 6 个非单位元。总共 8× 6 = 48 个阶 7 的元素。

G 总元素 56 个，剩下 56− 48 = 8 个元素。Sylow 2‑ 子群阶恰好 8，这 8 个元素恰好构成唯一

Sylow 2‑ 子群，n2 = 1。于是 Sylow2‑ 子群正规。
两种情况都存在非平凡正规子群。56 阶群不可能是单群。

练习 1.61. 设 G 有限群，N ◁ G。如果 G/N 和 N 都是可交换群，问 G 是否一定可交换 ? 若

是证明，若否举反例。

证明. 不一定 Abel。反例：G = S3，取 N = A3 ◁ S3。N = A3，3 阶循环，Abel。商群 S3/A3，

2 阶群，也是 Abel。但是 S3 本身不是交换群。
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练习 1.62. 设 G 是有限群，P 是 G 的 Sylow p-子群。证明 NG(NG(P )) = NG(P )。

证明. 记 M = NG(P )。显然 M ⊆ NG(M)。只需证明 NG(M) ⊆ M。任取 g ∈ NG(M)，则

gMg−1 =M。而 P ≤M，于是 gPg−1 ≤ gMg−1 =M。P 是M 的 Sylow p-子群；gPg−1 也是M

的 Sylow p-子群。在 M 内部 Sylow p-子群互相共轭。∃m ∈M，使得 m(gPg−1)m−1 = P。于是

(mg)P (mg)−1 = P，得到 mg ∈ NG(P ) =M。m ∈M，mg ∈M，则 g ∈M。于是 NG(M) ⊆M。

NG(NG(P )) =M = NG(P )。

2 环论

2.1 环、整环与域

本节讨论和环有关的基本概念、基本性质，比较多且杂，需要仔细理解并记忆，在概念后

会紧跟一些常见的例子方便理解。在本节中，除特别说明外，均考虑含幺环。

定义 2.1 (环,ring). 设 R 是一个非空集合，R 上有两个二元运算

+, · : R×R −→ R,

分别称为加法和乘法。若满足：

1. (R,+) 是一个 Abel 群, 其零元记为 0；

2. (R, ·) 满足结合律，即对任意 a, b, c ∈ R，

(a · b) · c = a · (b · c);

3. 加法与乘法满足分配律，即

a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c,

则称 (R,+, ·) 为一个环。
通常省略运算符号，将环直接记为 R。

定义 2.2 (交换环与含幺环). 若对任意 a, b ∈ R 都有

ab = ba, (���������

则称 R 为交换环；否则称为非交换环。

若存在 1 ∈ R，使得对任意 a ∈ R 都有

1a = a1 = a,

则称 1 为 R 的单位元，并称 R 为含幺环。
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例 2.3 (零环). 设
R = {0},

定义

0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0.

则 R 构成一个含幺环，并且

0 = 1.

这样的环称为零环。

例 2.4 (常见的交换环). 在通常的加法和乘法下，

Z, Q, R, C

都是含幺交换环。

其中 Z 不是域，而 Q,R,C 都是域。

例 2.5 (矩阵环). 设 R 是一个含幺环，则

Mn(R) = {(aij) | aij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n}

在通常的矩阵加法和矩阵乘法下构成一个含幺环。

其零元为零矩阵，其单位元为

In =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 1

 .

当 n > 1 且 R 非零时，Mn(R) 通常不是交换环。

例 2.6 (映射环). 设 (A,+) 是一个 Abel 群，记

End(A) := {f : A→ A | f 是群同态}.

对 f, g ∈ End(A) 定义
(f + g)(a) = f(a) + g(a),

并定义乘法为映射的复合

f · g := f ◦ g.

则

End(A)

构成一个含幺环，其零元为零映射，单位元为恒等映射 idA。
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例 2.7 (环的直积). 设 R1, . . . , Rn 都是环，定义

R1 × · · · × Rn

上的运算为逐坐标运算：

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn),

(a1, . . . , an)(b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn).

则其构成一个环。

若每个 Ri 都是含幺环，则

1 = (1R1 , . . . , 1Rn).

命题 2.8 (环的基本性质). 设 R 是一个环，则对任意 a, b ∈ R，有

0a = a0 = 0.

此外，

(−a)b = a(−b) = −(ab),

以及

(−a)(−b) = ab.

若 R 含幺，则

−a = (−1)a.

证明. 由分配律，
0a = (0 + 0)a = 0a+ 0a.

在加法群中消去 0a，得到

0a = 0.

同理可得 a0 = 0。

再由

0 = (a+ (−a))b = ab+ (−a)b

得到

(−a)b = −(ab).

其余结论类似。

定义 2.9 (子环,subring). 设 S ⊆ R 是一个非空子集。若

1. (S,+) 是 (R,+) 的子群；

2. S 对乘法封闭，即任意 a, b ∈ S 都有

ab ∈ S,
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则称 S 为 R 的一个子环。

若 R 是含幺环且 1R ∈ S，则称 S 为含幺子环。

例 2.10.
Mn(Q) ⊆Mn(R)

是一个子环。

此外，

Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}

是 C 的一个子环，称为高斯整数环。

定义 2.11 (中心). 设 R 是一个环，定义

Z(R) := {a ∈ R | ax = xa, ∀x ∈ R}.

称 Z(R) 为 R 的中心。

命题 2.12. Z(R) 是 R 的一个交换子环。

特别地，

R 是交换环⇐⇒ Z(R) = R.

定义 2.13 (幂零元). 设 R 是一个环。如果存在正整数 n 使得

an = 0,

则称 a ∈ R 为一个幂零元。

定义 2.14 (零因子与单位元). 设 R 是一个环，a ∈ R− {0}。
如果存在

b ∈ R− {0}

使得

ab = 0 或 ba = 0,

则称 a 是一个零因子。

若 R 是含幺环，并存在 b ∈ R 使

ab = ba = 1,

则称 a 是一个单位元，b 称为 a 的逆元。

命题 2.15 (消去律). 设 c ∈ R− {0} 不是零因子。若

ac = bc

或

ca = cb,

则

a = b.
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定义 2.16 (单位群). 设 R 是含幺环，定义

R× := {a ∈ R | a 是单位元}.

则

(R×, ·)

构成一个群，称为 R 的单位群。

定义 2.17 (整环、整区、可除环与域). 设 R 是一个非零含幺环。

1. 若 R 没有零因子，则称 R 为整环 (domain)。

2. 若 R 是交换的整环，则称 R 为整区（integral domain）。

3. 若 R 的所有非零元都是可逆的，即

R× = R− {0},

则称 R 为除环或体 (divisible ring)。

4. 若 R 是交换的除环，则称 R 为域 (field)。

例 2.18.
Q,R,C

都是域，而

Z

是整区但不是域。

事实上，

Z× = {1,−1},

因此 2 在 Z 中不可逆。

例 2.19 (直积环不是整环). 设 R,S 是两个非零环，则在

R× S

中

(1R, 0)(0, 1S) = (0, 0).

因此 R× S 含有非零零因子，从而不是整环。

例 2.20 (四元数体). 记
H = {a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ R},

其乘法满足

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k, jk = i, ki = j,

以及

ji = −k, kj = −i, ik = −j.

因此 H 是一个非交换可除环，但不是交换域。
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命题 2.21. 有限的整区是除环。

证明. 设 R 是有限整区，取任意 a ∈ R− {0}。
由于

a, a2, a3, . . .

只有有限多个可能的值，因此存在

m > n > 0

使得

am = an.

于是

an(am−n − 1) = 0.

由于 R 是整区且 an 6= 0，由消去律得到

am−n = 1.

因此 a 可逆。

所以 R 中每个非零元都可逆，即 R 是域。

注记 2.22. 这种思想在很多场合都会用到，比如同余中证明阶的存在性可以用。

例 2.23. 对于素数 p，

Z/pZ

是一个域。

例如在 Z/5Z 中，
2−1 = 3,

因为

2 · 3 = 6 ≡ 1 (mod 5).

2.2 理想与商环

本节比较重要的是理想，商环的基本定义，以及极大理想、素理想的定义和判定条件，以

及极大理想和素理想的包含关系。

定义 2.24 (理想，ideal). 设 R 是一个环，I ⊆ R 是非空子集。若满足：

1. (I,+) 是 (R,+) 的加法子群；

2. 对任意 r ∈ R 与 a ∈ I，都有
ra ∈ I, ar ∈ I,

(分别叫做左吸收性和右吸收性）

则称 I 为 R 的一个双边理想。

除特别说明外，本节所说理想均指双边理想。若只满足左吸收性，则称为左理想。
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注记 2.25. 理想对于环可以类比于正规子群对于群，它们都保证了后面定义商运算的合理性。

例 2.26 (平凡理想). 对任意环 R，

{0} 和 R

都是 R 的理想，称为平凡理想。

定理 2.27. 设 R 是一个非零含幺交换环，则 R 是域当且仅当 R 只有平凡理想。

例 2.28 (Z 的理想). 整数环 Z 的所有理想恰好是

nZ = (n), n = 0, 1, 2, . . . .

例如

(2) = 2Z, (6) = 6Z.

定义 2.29 (商环,quotient ring). 设 I 是 R 的一个理想。加法商群

R/I = {r + I | r ∈ R}

上的加法定义为

(r + I) + (s+ I) = (r + s) + I

乘法定义为

(r + I)(s+ I) := rs+ I.

则 R/I 构成一个环，称为 R 关于 I 的商环 (quotient ring)。

注记 2.30. 上述乘法与陪集代表元的选取无关。

证明. 假设
r + I = r′ + I, s+ I = s′ + I.

则存在 a, b ∈ I 使得
r = r′ + a, s = s′ + b.

于是

rs− r′s′ = (r′ + a)(s′ + b)− r′s′

= r′b+ as′ + ab.

由于 I 是理想，

r′b, as′, ab ∈ I.

因此

rs− r′s′ ∈ I,

从而

rs+ I = r′s′ + I.
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例 2.31 (剩余类环). 对正整数 n，

Z/nZ

是模 n 的剩余类环。

例如

Z/4Z = {0, 1, 2, 3}.

其中

2 + 3 = 1,

而

2 · 3 = 2.

命题 2.32. 设 R 是一个含幺环，I 是 R 的一个理想，则 I = R 当且仅当存在一个 v ∈ R× 且

v ∈ I。

命题 2.33. 设 {Iλ}λ∈Λ 是 R 的一族理想，则⋂
λ∈Λ

Iλ

也是理想。

定义 2.34 (生成的理想). 设 S ⊆ R。定义

(S) =
⋂
I�R���
S⊆I

I.

称 (S) 为包含 S 的最小理想，即由 S 生成的理想。

若

S = {a1, . . . , an},

则写作

(a1, . . . , an).

若

I = (a),

则称 I 为主理想。

命题 2.35. 若 R 为含幺环，则

(S) =

{
n∑

i=1

risiki

∣∣∣∣∣ ri, ki ∈ R, si ∈ S, n ≥ 1

}
.

定义 2.36 (理想的和与积). 设 R 是环，n 是一个正整数，I1, I2, . . . , In 是 R 的 n 个理想。记

S =

{
n∏

i=1

bi = b1b2 . . . bn | bi ∈ Ii, 1 ⩽ i ⩽ n

}
.

定义：
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(1) 理想的和

n∑
i=1

Ii = I1 + I2 + · · ·+ In =

{
n∑

i=1

ai | ai ∈ Ii, 1 ⩽ i ⩽ n

}
,

称为理想 I1, I2, . . . , In 的和。

(2) 理想的乘积

n∏
i=1

Ii = I1I2 . . . In =

{
m∑
i=1

ci | ci ∈ S, 1 ⩽ i ⩽ m, m ∈ N

}
,

称为理想 I1, I2, . . . , In 的乘积。

命题 2.37. 在 Z 中，
(a) + (b) = (gcd(a, b)),

并且

(a) ∩ (b) = (lcm(a, b)).

此外，

(a)(b) = (ab).

定理 2.38 (理想对应定理). 考虑商映射 j : R→ R/I，j(r) = r̄ = r + I，∀r ∈ R。
(1) 设 T 是 R/I 的一个理想，记 j−1(T ) = {r ∈ R | j(r) ∈ T}，则 j−1(T ) 是包含 I 的理

想；设 J 是 R 的理想，记 J/I = {a+ I | a ∈ J} ⊆ R/I，则 J/I 是 R/I 的理想。

(2) 我们有如下一一对应关系：

{T | T 是R/I 的理想} ←→ {J | J 是R 的理想且J ⊇ I},

T 7−→ j−1(T ), J 7−→ J/I.

定义 2.39 (极大理想,maximal ideal). 设 I 是交换含幺环 R 的理想。若 I 6= R 且若理想 J 满足

I ⊆ J , 则 J = I 或 J = R, 则称 I 为一个极大理想 (maximal ideal)。

定理 2.40. 设 R 是交换含幺环，且 I 6= R。则

I 是极大理想⇐⇒ R/I 是域.

证明. 若 I 是极大理想，则 R/I 没有非平凡理想。由域的理想判别准则，R/I 是域。

反之，若 R/I 是域，则其只有

{0}, R/I

两个理想。根据理想对应定理，I 必为极大理想。

例 2.41. 在 Z 中，
(p)

是极大理想，当且仅当 p 为素数。
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定义 2.42 (素理想,prime ideal). 设 R 是交换环，P 是 R 的一个理想。若

P 6= R

且对任意 a, b ∈ R，
ab ∈ P =⇒ a ∈ P 或b ∈ P,

则称 P 为一个素理想 (prime ideal)。

定理 2.43. 设 R 是交换含幺环，P 是 R 的一个理想。则

P 是素理想⇐⇒ R/P 是整区.

例 2.44. 在 Z 中，
(p)

是素理想，当且仅当 p 为素数或 p = 0。

注记 2.45. 在交换含幺环中，
极大理想 =⇒素理想.

但在一般非交换环中，该结论未必成立。

2.3 环同态与同构

本节比较重要的是环同态基本定理，类似的结论在高等代数第二学期有讲过。

定义 2.46 (环同态,ring homomorphism). 设 R1, R2 是两个环。映射

f : R1 −→ R2

称为一个环同态 (ring homomorphism)，如果对任意 a, b ∈ R1 都有

f(a+ b) = f(a) + f(b),

f(ab) = f(a)f(b).

命题 2.47. 设 f : R1 → R2 是环同态，则

f(0) = 0,

并且对任意 a ∈ R1，

f(−a) = −f(a).

更一般地，

f(a1 + · · ·+ an) = f(a1) + · · ·+ f(an).
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定义 2.48 (核与像). 设 f : R1 → R2 为环同态。定义

ker f := {a ∈ R1 | f(a) = 0},

称为 f 的核。

定义

Im f := {f(a) | a ∈ R1},

称为 f 的像。

命题 2.49. 若 f : R1 → R2 是非零环同态，则 ker f 是 R1 的理想。若 R1, R2 都是含幺环，则

Im f 是 R2 的含幺子环。

例 2.50 (自然商映射). 设 I 是 R 的一个理想。自然映射

π : R −→ R/I, r 7−→ r + I

是满的环同态，并且

ker π = I.

例 2.51. 设 α ∈ C。定义

evα : C[x] −→ C, f(x) 7−→ f(α).

则 evα 是环同态。

定义 2.52 (环同构). 若环同态 f : R1 −→ R2 同时是双射，则称 f 是一个环同构。

如果存在环同构 R1 −→ R2, 则称 R1, R2 同构，记为 R1
∼= R2。

定理 2.53 (环同态基本定理). (很重要）设 f : R1 −→ R2 是非零环同态，则存在自然环同构

f : R1/ ker f ∼−→ Im f,

定义为

f(a+ ker f) = f(a).

证明. 先验证 f 良定义。

若

a+ ker f = b+ ker f,

则

a− b ∈ ker f,

所以

f(a− b) = 0,

即

f(a) = f(b).

因此 f 与代表元的选择无关。
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其次，f 保持加法和乘法。

由 f 的定义，

f(a+ ker f) = f(a).

容易验证其为满射，而若

f(a+ ker f) = 0,

则

f(a) = 0,

因此

a ∈ ker f.

所以

a+ ker f = ker f.

故 f 为单射。

例 2.54 (复数与实矩阵). 定义
φ : C −→M2(R)

为

φ(a+ bi) =

(
a −b
b a

)
.

则 φ 是单射且是环同态。

因此

C ∼= Imφ ⊆M2(R).

而且

detφ(a+ bi) = a2 + b2 = |a+ bi|2.

定理 2.55 (第三同构定理). 设 I ⊆ J 是 R 的两个理想，则

R/J ∼= (R/I)/(J/I).

证明. 定义
f : R/I −→ R/J, a+ I 7−→ a+ J.

则 f 是满射，并且

ker f = J/I.

由环同态基本定理得到结论。

注记 2.56. 这个定理当时司老师的考试中基本没有涉及，但可以作为了解。

定义 2.57 (互素理想). 设 I, J 是含幺交换环 R 的理想。若

I + J = R,

则称 I, J 是互素的。
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定理 2.58 (中国剩余定理). 设
n1, . . . , nk

两两互素，则

Z/(n1 · · ·nk)Z ∼= Z/n1Z× · · · × Z/nkZ.

同构由

a 7−→ (a, . . . , a)

给出。

定理 2.59 (中国剩余定理的环论版本). 设 I1, . . . , Il 是 R 的理想，满足 Ii + Ij = R 对任意的

i 6= j 成立, 则有
R/I1 · · · Il ∼= R/I1 × · · · × R/Il.

2.4 多项式环

本节的内容大多在高等代数课上有所涉及，重点关注多项式的带余除法定理，另外需要理

解前面的知识在多项式环中的具体运用。

定义 2.60 (多项式环). 设 R 是一个环。记

R[x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | ai ∈ R, n ≥ 0} .

其加法按系数相加： ∑
i

aix
i +
∑
i

bix
i =

∑
i

(ai + bi)x
i,

乘法按通常的多项式乘法定义：(∑
i

aix
i

)(∑
j

bjx
j

)
=
∑
k

(∑
i+j=k

aibj

)
xk.

则 R[x] 构成一个环，称为 R 上的一元多项式环。

命题 2.61. 若 R 是含幺环，则 R[x] 也是含幺环，其单位元为常多项式 1。

若 R 是交换环，则 R[x] 也是交换环。

定义 2.62. 设
f(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0�an 6= 0.

称 an 为 f 的首项系数。

若

an = 1,

则称 f 为首一多项式。

定义 f 的次数为

deg f = n.

特别地，对非零常数多项式 f，

deg f = 0.
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通常约定

deg 0 = −∞.

命题 2.63. 设 R 是整区，且 f, g ∈ R[x] 为非零多项式，则

deg(fg) = deg f + deg g.

deg(f + g) ≤ max{deg f, deg g}.

命题 2.64. 若 R 是整区，则 R[x] 也是整区。若 R 是域，则 R[x] 是主理想整环。

例 2.65. Z[x] 是整区，但不是域。例如 x 在 Z[x] 中没有逆元。

定理 2.66 (带余除法). 设 F 为域，f ∈ F [t] \ {0}。则对任意 g ∈ F [t]，存在唯一的多项式

q, r ∈ F [t]，使得
g = fq + r, (5)

其中 r = 0 或 deg(r) < deg(f)。

证明. 证明分为两部分。
存在性证明：若 g = 0，取 q = r = 0 即可。现设 g 6= 0，令 m := deg(g)。我们对 m 进行

归纳。

(1) 当 m = 0 时，即 g ∈ F ∗。若 n := deg(f) > 0，取 q = 0，r = g；若 n = 0，取 q = f−1g，

r = 0。

(2) 假设对次数小于 m 的多项式结论成立。设

g = b0 + b1t+ · · ·+ bmt
m, bm 6= 0,

并设

f = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n, an 6= 0.

若 m ≥ n，则考虑

g − bma−1
n tm−nf.

该多项式的 m 次项系数为

bm − bma−1
n an = 0,

因此其次数不超过 m− 1。由归纳假设，存在 q̂, r ∈ F [t]，使得

g − bma−1
n tm−nf = q̂f + r,

且 r = 0 或 deg(r) < deg(f)。于是

g = (q̂ + bma
−1
n tm−n)f + r,

取 q = q̂ + bma
−1
n tm−n，即得所需分解。

若 m < n，取 q = 0，r = g，则 deg(r) = m < n = deg(f)，满足要求。
唯一性证明：设存在两对 (q1, r1)、(q2, r2) 满足条件，即

fq1 + r1 = fq2 + r2.
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若 r1 − r2 = 0，则 (q1 − q2)f = 0。由于 F [t] 是整区，且 f 6= 0，故 q1 − q2 = 0，从而 q1 = q2，

r1 = r2。

若 r1 − r2 6= 0，则

deg(r1 − r2) = deg((q1 − q2)f) = deg(f) + deg(q1 − q2) ≥ deg(f),

这与 deg(ri) < deg(f)（i = 1, 2）矛盾。因此唯一性得证。

注记 2.67. 带余除法中的“首项系数为单位”这一条件非常重要。
例如在 Z[x] 中，考虑

f(x) = 2x, g(x) = x2 + 1.

不存在 q(x), r(x) ∈ Z[x] 满足
x2 + 1 = q(x) 2x+ r(x)

且

deg r < 2.

因此不能在一般的 Z[x] 中随意使用多项式带余除法。

定义 2.68 (整除). 设
f(x), g(x) ∈ R[x], f(x) 6= 0.

若存在

q(x) ∈ R[x]

使

g(x) = q(x)f(x),

则称 f(x) 整除 g(x)，记为

f(x) | g(x).

定义 2.69 (零点). 设 R 是交换环，f(x) ∈ R[x]。若

f(a) = 0

则称 a ∈ R 是 f 的一个零点或根。

定理 2.70 (因式定理). 设 R 是交换含幺环，a ∈ R，f(x) ∈ R[x]。则

(x− a) | f(x)⇐⇒ f(a) = 0.

证明. 由带余除法，
f(x) = q(x)(x− a) + r,

其中 r 为常数。

令 x = a，得到

f(a) = r.

因此

(x− a) | f(x)⇐⇒ r = 0⇐⇒ f(a) = 0.
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定理 2.71 (域上的零点个数). 设 F 是域，0 6= f(x) ∈ F [x]。则 f 在 F 中至多有 deg f 个不同
的零点。

证明. 对 deg f 作归纳。
当 deg f = 0 时显然成立。

设 deg f = n > 0。若 f 没有零点，结论成立。

否则设 a 是 f 的一个零点。由因式定理，

f(x) = (x− a)g(x),

其中

deg g = n− 1.

根据归纳假设，g 至多有 n− 1 个不同零点。

因此 f 至多有 n 个不同零点。

例 2.72. 在 F5 中，

f(x) = x2 − 1.

其根为

x = 1, x = 4.

恰有两个根，与次数一致。

注记 2.73. “次数为 n 的多项式至多有 n 个根”要求系数所在的环是域。

例如在

Z/4Z

中，多项式

f(x) = x2 − 1

可能具有超过次数的零点，因此域的条件不能省略。

定义 2.74 (不可约多项式). 设 R 是整区，

0 6= f(x) ∈ R[x]

且 f 不是单位。

若

f(x) = g(x)h(x)

必然推出

g(x) ∈ R× 或 h(x) ∈ R×,

则称 f 为 R[x] 中的不可约多项式。

例 2.75. 设 F 是域，则 F [x] 中所有一次多项式都是不可约的。

若

f(x) ∈ F [x], deg f = 2 或3,

则 f(x)不可约 当且仅当 f 在 F 中没有零点。
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例 2.76. 在 Q[x] 中，

x2 − 2

没有有理根，因此不可约。

但在 R[x] 中，
x2 − 2 = (x−

√
2)(x+

√
2),

故它可约。

命题 2.77. 设 F 是域。则

f(x) ∈ F [x]

不可约，当且仅当

(f(x))

是 F [x] 的极大理想。

推论 2.78. 设 F 是域。则

F [x]/(f(x))

是域，当且仅当 f(x) 是不可约多项式。

例 2.79. 在 R[x] 中，
x2 + 1

没有实根，因此不可约。

所以

R[x]/(x2 + 1)

是一个域。

事实上，

R[x]/(x2 + 1) ∼= C.

例 2.80. 在 Z[x] 中考虑
f(x) = x2 + 3x+ 1.

模 2 后得到

f(x) = x2 + x+ 1

在 F2 中没有根，因此不可约。

注记 2.81. 这类“先模素数，再判断不可约”的方法在整系数多项式的计算中非常常用。

2.5 分式域、欧氏整区与主理想整区

本节需要注意的知识是欧氏整区和主理想整区的定义与性质，以及他们之间的关系，分式

域在考试时没有涉及太深的东西，是给了具体的东西来计算。
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2.5.1 整区的分式域

定义 2.82 (分式域,fractional field). 可以直接类比从 Z 得到 Q 的过程。

设 R 是一个整区。在集合

R× (R− {0})

上定义关系

(a, b) ∼ (c, d)⇐⇒ ad = bc.

则 ∼ 是一个等价关系。
记 (a, b) 的等价类为

a

b
.

定义

K(R) :=
(
R× (R− {0})

)
/ ∼ .

在 K(R) 上定义
a

b
+
c

d
:=

ad+ bc

bd
,

以及
a

b
· c
d
:=

ac

bd
.

则 K(R) 构成一个域，称为 R 的分式域 (fractional field)。

例 2.83. 整数环的分式域为
K(Z) = Q.

高斯整数环的分式域为

K(Z[i]) = Q(i) = {a+ bi | a, b ∈ Q}.

例 2.84. 若 F 是一个域，则

K(F [x])

是以 F 为系数的一元有理函数域，通常记作

F (x).

例如
x2 + 1

x− 1
∈ Q(x).

命题 2.85. 存在自然嵌入
ι : R −→ K(R), a 7−→ a

1
.

该映射为单射环同态。
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2.5.2 欧氏整区

定义 2.86 (欧氏整区,euclidean domain). 设 R 是整区。若存在函数

φ : R− {0} −→ Z>0

使得对任意

a, b ∈ R, b 6= 0,

存在

q, r ∈ R

满足

a = bq + r,

并且

r = 0 或 φ(r) < φ(b),

则称 R 为一个欧氏整区 (euclidean domain)。对应函数称为欧氏函数。

例 2.87. 任意域都是欧氏整区。
取

φ(a) = 1

即可，因为任意 a, b ∈ F 且 b 6= 0 都可以写成

a = b(b−1a) + 0.

例 2.88. 取
φ(n) = |n|.

整数的带余除法保证对任意 a, b ∈ Z、b 6= 0，存在 q, r ∈ Z 满足

a = bq + r, 0 ≤ |r| < |b|.

因此 Z 是欧氏整区。

例 2.89 (多项式环). 若 F 是域，则 F [x] 是欧氏整区。取

φ(f) = deg f.

带余除法正是欧氏整区条件。

例 2.90 (高斯整数环). 高斯整数环

Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}

是欧氏整区。

取欧氏函数为范数

N(a+ bi) = a2 + b2.
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例 2.91 (整数中的欧几里得算法). 计算

gcd(252, 105).

首先，

252 = 2 · 105 + 42.

然后

105 = 2 · 42 + 21.

最后

42 = 2 · 21 + 0.

因此

gcd(252, 105) = 21.

同时由回代得到

21 = 105− 2 · 42

以及

42 = 252− 2 · 105.

因此

21 = 105− 2(252− 2 · 105) = 5 · 105− 2 · 252.

命题 2.92. 在欧氏整区中，可以通过欧几里得算法计算最大公因子。

证明. 每次使用带余除法都使欧氏函数值严格下降，因此经过有限步后余数必为 0。

最后一个非零余数就是最大公因子的一个代表元。

2.5.3 主理想整区

定义 2.93 (主理想整区,principle ideal domain). 若整区 R 的每个理想都是主理想，则称 R 为

主理想整区，简称 PID.

定理 2.94. 每一个欧氏整区都是主理想整区。

证明. 设 I 6= (0) 是 R 的一个理想。

取 d ∈ I − {0} 使 φ(d) 达到最小值。有 (d) ⊆ I.
任意取 a ∈ I, 由欧氏整区的性质，存在 q, r ∈ R 使 a = dq + r, 其中

r = 0 或 φ(r) < φ(d).

由于 r = a− dq ∈ I, 根据 d 的最小性只能有 r = 0。因此 a = dq ∈ (d)，所以 I = (d)。

命题 2.95. 有包含关系
域 =⇒欧氏整区 =⇒ PID.

例 2.96. 以下都是 PID：
Z, F [x] (F 为域), Z[i].
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例 2.97 (不是 PID 的整区). 整数多项式环

Z[x]

不是 PID。
因为理想

(2, x)

不是主理想。

命题 2.98. 设 R 是整区，则

R[x] 是 PID⇐⇒ R 是域.

例 2.99. 由上面的结论，Q[x] 是 PID，而 Z[x] 不是 PID。

2.6 整区上的因式分解

本节的内容大体与初等数论课上学的一致，可以用整数来类比理解，本原多项式中的部分

相对来说难理解一些，最后要弄清楚欧氏整区，PID 和 UFD 这三者间的包含关系。

定义 2.100 (整除与相伴). 设 R 是整区，a, b ∈ R。
若存在 c ∈ R 使

b = ac,

则称 a 整除 b，记作

a | b.

若

a | b, b | a,

则称 a, b 相伴。

注记 2.101. 可用理想的语言分别描述：a | b 即 b ∈ (a);a 和 b 相伴即 (a) = (b)。

命题 2.102. 设 R 是整区。若 a, b 6= 0，则 a, b 相伴当且仅当存在单位元

u ∈ R×

使得

b = ua.

定义 2.103 (不可约元). 设 R 是整区，且

a 6= 0, a /∈ R×.

若对任意分解

a = bc

都有

b ∈ R× 或 c ∈ R×,

则称 a 为不可约元。
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例 2.104. 在 Z 中，不可约元恰好是 ±p, 其中 p 为素数。

例 2.105. 若 F 是域，则 F [x] 中的每一个一次多项式都不可约。

例 2.106. 多项式 2x+2在 Z[x]中不是不可约元，但在 Q[x]中，2是单位，因此 2x+2与 x+1

相伴。

定义 2.107 (最大公因子). 设 a1, . . . , an ∈ R 不全为 0。若 d 同时整除所有 a1, . . . , an, 则称 d 为

它们的一个公因子。

若进一步：

1. d 是 a1, . . . , an 的公因子；

2. 对任意公因子 c，都有 c | d,

则称 d 为 a1, . . . , an 的最大公因子，记为 gcd(a1, . . . , an)。

注记 2.108. 最大公因子一般只在相伴意义下唯一。
如果 d 是最大公因子，且 u ∈ R×，那么 ud 也是最大公因子。

定义 2.109 (最小公倍元). 若 c 同时被 a1, . . . , an 整除，则称 c 为它们的一个公倍元。

1. d 是 a1, . . . , an 的公倍元;

2. 若对任意公倍元 d 都有 c | d,

则称 c 为 a1, . . . , an 的最小公倍元，记为 lcm(a1, . . . , an)。

命题 2.110. 若 R 是 PID，则任意有限个非零元素的最大公因子和最小公倍数都存在。

定理 2.111 (裴蜀定理). 若
d = gcd(a1, . . . , an),

则存在

r1, . . . , rn ∈ R

使得

d = r1a1 + · · ·+ rnan.

定义 2.112 (唯一分解整区). 整区 R 称为唯一分解整区（UFD），如果：

1. 每个非零非单位元都可以分解成有限个不可约元之积；

2. 该分解在相伴和交换因子的意义下唯一。

命题 2.113 (UFD 中的基本性质). 设 R 是 UFD。

1. gcd(a, b) 和 lcm(a, b) 存在；

2. 若 gcd(a, b) = 1 且 a | bc, 则 a | c;
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3. 若 a 不可约且 a | bc, 则
a | b 或 a | c;

4. a 不可约，当且仅当 (a) 是素理想。

定义 2.114 (素元). 设 R 是整区，p 6= 0。

若主理想

(p)

是素理想，则称 p 为素元。

命题 2.115. 素元一定是不可约元。
在 UFD 中，不可约元也是素元。

例 2.116. 在 Z 中，素元恰好是
±p,

其中 p 为素数。

但在一般整区中，“不可约元”和“素元”不一定相同。

引理 2.117. 设 R 为主理想整区（PID）。则 a ∈ R 是不可约元当且仅当主理想 〈a〉 是极大理
想。进一步地，若 a 不可约且 a | bc，则 a | b 或 a | c。

证明. 先证“不可约元 ⇒ 极大理想”。设 a ∈ R 不可约，且 〈a〉 ⊆ J ⊆ R，其中 J 是理想。由

于 R 是 PID，存在 b ∈ R 使得 J = 〈b〉，于是 a ∈ 〈b〉，即存在 c ∈ R 使 a = bc。因 a 不可约，

故 b ∈ R× 或 c ∈ R×。若 b ∈ R×，则 J = 〈b〉 = R；若 c ∈ R×，则 J = 〈b〉 = 〈a〉。因此 〈a〉 是
极大理想。

再证“极大理想 ⇒ 不可约元”。设 〈a〉 是极大理想，且 a = bc。则 〈a〉 ⊆ 〈b〉。由极大性，
〈b〉 = 〈a〉 或 〈b〉 = R。若 〈b〉 = R，则 b ∈ R×；若 〈b〉 = 〈a〉，则 b 与 a 相伴，即 a 不可约。综

上，二者等价。

最后证明：若 a 不可约且 a | bc，则 bc ∈ 〈a〉。由上述证明可知，〈a〉 是极大理想，从而是
素理想（因为 PID 中非零素理想与极大理想等价，或直接由素理想定义）。因此 bc ∈ 〈a〉 推出
b ∈ 〈a〉 或 c ∈ 〈a〉，即 a | b 或 a | c。

定理 2.118. 每一个 PID 都是 UFD。

证明.（1）存在性：
反设存在不能写成不可约元有限乘积的非零非单位元。令

Σ = {a 6= 0 | a 不能分解成有限个不可约元之积}.

取 a1 ∈ Σ,它不是不可约元，因此 a1 = bc,其中 b, c 都是非单位元。它们中至少有一个属于

Σ，不妨记为 a2。于是 (a1) ⊊ (a2)。重复这一过程得到严格递增的理想链

(a1) ⊊ (a2) ⊊ (a3) ⊊ · · · .

令

I =
⋃
n≥1

(an).
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因为 R 是 PID，存在 a ∈ R 使 I = (a),
但是 a ∈ I，所以对某个 N，a ∈ (aN), 因此 (a) ⊆ (aN), 另一方面 (aN) ⊆ I = (a), 故

(aN) = (a), 与 (aN) ⊊ (aN+1) 矛盾。

所以不存在这样的 Σ。

（2）唯一性：
设 a = p1 · · · pn = q1 · · · qm 是两个不可约分解。
因为 p1 | q1 · · · qm，而 PID 中不可约元对应极大理想，从而是素元，所以 p1 | qj 对某个 j

成立。

由于 p1, qj 都不可约，它们相伴。

约去相伴元后，对剩余乘积使用归纳假设即可得到 m = n, 且两个分解只差一个排列以及
相伴因子。

例 2.119. 由于 Z 是 PID，因此由上述定理知 Z 是 UFD。
同理，F [x] 是 PID，所以也是 UFD。

2.6.1 本原多项式与高斯引理

定义 2.120 (本原多项式). 设 R 是 UFD，f(x) = anx
n + · · · + a0 ∈ R[x] 是非零多项式。若

gcd(a0, . . . , an) = 1, 则称 f 为本原多项式。

例 2.121. 首一多项式一定是本原多项式。可以通过对多项式做除以所有系数的最大公因子的
操作得到本原多项式。

引理 2.122 (高斯引理). 设 R 为唯一分解整区（UFD），则：

1. 若 f ∈ R[t]，且在 K[t]（K = K(R)）中有分解 f = a(t)b(t)，则存在 r, s ∈ K 使得 rs = 1，

并且 ra(t) ∈ R[t]、sb(t) ∈ R[t]。

2. 若 f ∈ R[t] ，则 f 在 R[t] 中本原当且仅当 f 在 K[t] 中本原。

证明. (1)：设 a(t) 的系数为 pi
qi
，b(t) 的系数为 xi

yi
，其中 pi, xi, qi, yi ∈ R。取 r 为所有 qi 的最

小公倍数，s 为所有 yi 的最小公倍数，则 ra(t), sb(t) ∈ R[t]。
若 rs ∈ R×，则可令 r′ = r(rs)−1，s′ = s，则 r′s′ = 1，且 r′a(t) = r(rs)−1a(t) ∈ R[t]，

s′b(t) ∈ R[t]，结论成立。
若 rs /∈ R×，将 rs 分解为不可约元之积：rs = h1h2 · · · hl。由 UFD 性质，〈h1〉 是素理想，

从而 R/〈h1〉 是整区。在 (R/〈h1〉)[t] 中，

ra · sb = rs · ab = rs · f = 0,

其中上划线表示在商环中的像。由于 (R/〈h1〉)[t] 是整区，故 ra = 0 或 sb = 0，即 h1 整除 ra

的所有系数，或整除 sb 的所有系数。因此 ra
h1
∈ R[t] 或 sb

h1
∈ R[t]。对 rs 的每个不可约因子重复

此过程，最终可消去所有非单位因子，化归为 rs ∈ R× 的情形。

(2)：由 (1) 直接推出：若 f 在 R[t] 中可约，则显然在 K[t] 中可约。反之，若 f 在 K[t] 中

可约，设 f = a(t)b(t)，其中 a, b ∈ K[t]且非常数。由 (1)，存在 r, s ∈ K 使得 ra(t), sb(t) ∈ R[t]，
且 rs = 1，于是 f = (ra)(sb) 给出 f 在 R[t] 中的非平凡分解，因此 f 在 R[t] 中可约。
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定理 2.123. 若 R 是 UFD，则 R[t] 也是 UFD。

证明. 分解存在性：对任意非零非常数多项式 f ∈ R[t]，令 d 为 f 各项系数的最大公因子，则

f = df0，其中 f0 ∈ R[t] 是本原多项式。若 d /∈ R×，则 d 可分解为 R 中不可约元之积；因此只

需考虑 f 为本原多项式的情形。

将 f 视为 K[t] 中的多项式。由于 K[t] 是 PID，从而是 UFD，故 f 在 K[t] 中可分解为不

可约多项式之积：

f = p1p2 · · · pn, pi ∈ K[t] 不可约.

由高斯引理 (1)，可适当调整每个 pi 的系数（乘以 K 中的单位），使得 pi ∈ R[t] 且为本原多项
式。于是 f 在 R[t] 中分解为本原不可约多项式之积。连同 d 的分解，即得 f 的不可约分解。

分解唯一性：设 f ∈ R[t] 有两个不可约分解

f = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm,

其中 pi, qj 均为不可约元。若 f 是常数，则唯一性由 R是 UFD保证。若 f 非常数，可先提取本

原部分：f = df0，其中 f0 本原。于是 f0 在 R[t] 中的不可约因子均非常数且本原。由高斯引理

(2)，这些因子在 K[t] 中仍然不可约。由于 K[t] 是 UFD，m = n，且在 K[t] 中 pi 与 qσ(i) 相伴。

因 pi, qj 均为本原多项式，相伴意味着相差一个 R 中的单位（因为在 K 中相伴，若 pi = cqj，

c ∈ K，由本原性可推出 c ∈ R×）。因此在 R[t] 中亦相伴。唯一性得证。

推论 2.124. 若 R 是 UFD，则多元多项式环 R[t1, t2, . . . , tn] 也是 UFD。

证明. 只需反复应用定理 10.11：R[t1, . . . , tn] = R[t1, . . . , tn−1][tn]。由归纳，每个步骤都保持 UFD
性质。

例 2.125. 利用高斯引理，x4 + 2x3 + 3x+ 1 在 Z[x] 中的不可约性可以转化到 Q[x] 中判断。因

此很多整数系数多项式的不可约问题最终可以化为域上的多项式问题。

注记 2.126. (很重要）因为 Z 是 UFD，所以 Z[x] 虽然不是 PID，却是 UFD。
因此

PID⇒ UFD, UFD 6⇒ PID

又结合之前的结论，我们得到

欧氏整区⇒ PID⇒ UFD

例 2.127. Z[
√
−5] 不是 UFD。因为 6 = 2 · 3, 以及 6 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5) 给出了本质不同

的分解。

这说明一般整区中的“因式分解唯一性”并不是自动成立的。

3 模论

这一节内容 24 级不做考察，但司飞老师上课有讲到
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3.1 模、模同态等

在本讲中，设 R 始终为含单位元的环。

定义 3.1. 设 (M,+) 为阿贝尔群，若映射

R×M →M, (r,m) 7→ r ·m

满足以下条件，则称 M 为一个左 R-模：

(1) (r1 + r2)m = r1m+ r2m；

(2) r(m1 +m2) = rm1 + rm2；

(3) (r1r2)m = r1(r2m)；

(4) 1 ·m = m。

显而易见，条件 (1) 蕴涵 0 ·m = 0，条件 (2) 蕴涵 r · 0 = 0。

例 3.2. R 作用于自身的自然左乘法诱导了 R 上的一个左 R-模结构。

例 3.3. 每个阿贝尔群 G 都可以看作一个 Z-模。

设 M1 和 M2 为 R-模。

定义 3.4. 映射 f :M1 →M2 称为 R-模同态，如果：

(1) 对任意 x, y ∈M1，有 f(x+ y) = f(x) + f(y)；

(2) 对任意 r ∈ R 以及 x ∈M1，有 f(r · x) = rf(x)。

定义 3.5. 子集 N ⊂M 称为 R-子模，如果：

(1) (N,+) ⊂ (M,+) 为子群；

(2) 对任意 r ∈ R, n ∈ N，有 rn ∈ N。

例 3.6. 设 M 为 R-模，记

Tor(M) := {m ∈M |存在某个r ∈ R, 使得rm = 0}�

则 Tor(M) ⊂ M 称为 M 的挠子模（torsion submodule）（作为习题可以验证这确实是一个子
模，验证其为 abel 群和乘法封闭性）。

命题 3.7. 设
ker(f) := {x ∈M1 | f(x) = 0}

且

Im(f) := {f(x) | x ∈M1}�

则：

(1) ker(f) ⊂M1 和 Im(f) ⊂M2 均为 R-子模；

(2) 存在 R-模同构
M1/ ker(f) ∼= Im(f)�

证明. □
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设 S ⊂M 为非空子集，定义

〈S〉 :=
⋂

S⊂N,N 是R-子模

N

与环论类似，可以验证 R-子模的交集仍为 R-子模。

命题 3.8. 记号同上，则

〈S〉 =

{
n∑

i=1

rimi

∣∣∣∣∣ mi ∈ S, n > 0

}
证明. 记 RHS = T（即右端集合）。不难证明 T 是一个 R-模。 □

3.2 主理想整环（PID）上的有限生成模

定理 3.9 (主理想整环上有限生成模的结构定理).

大家可以自行查阅这个定理，定理的主要内容是说主理想整环上的有限生成模具有很好的

性质，比如可以分类，并且具有类似于线性空间的某些维数不变性质，如下的有限生成 abel 群
结构定理是直接推论，其还可以用来证明线性代数中的 Jordan标准型和有利标准型，由于不是
司飞老师的正课内容，不过多展开。

推论 3.10. 设 G 为有限生成阿贝尔群，则……

例 3.11. 设 M 为紧流形，则其上同调群 H i(X,Z) 是有限生成阿贝尔群。则

H i(X,Z) = H i(X,Z)f ⊕H i(X,Z)tor, H i(X,Z)f = Zbi�

bi 称为流形 M 的 Betti 数（贝蒂数），它是一个非常基础且重要的不变量。

4 域扩张和伽罗瓦理论

本节主要讨论两个相互关联的问题：一是如何通过添加多项式的根来构造更大的域；二是

如何用域的自同构群刻画这些根之间的对称性。前者是域扩张理论，后者通向 Galois 理论。全
文默认所有域同态均保持单位元。

4.1 域扩张的定义与扩张次数

从 Q 到 R、从 R 到 C，都是把一个域放进更大的域中。域扩张首先关心：加入新元素后，
作为原来域上的线性空间，维数增加了多少？

定义 4.1 (域扩张). 若 F 是域 K 的子域，则称 K/F 为一个域扩张，并称 K 为 F 的扩域。若

给定的是单射域同态 ι : F → K，可将 F 与它的像 ι(F ) 认同，仍记作 F ⊆ K。

对 a ∈ F、z ∈ K，用 K 中的乘法定义数乘 a · z = az。由于域的分配律与结合律，K 自然

成为 F–线性空间。
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定义 4.2 (扩张次数). 域扩张 K/F 的次数为

[K : F ] = dimF K.

若此维数有限，称 K/F 为有限扩张；否则称为无限扩张。

例 4.3 (从实数到复数). 每个复数唯一写成 a + bi（a, b ∈ R），所以 {1, i} 是 C 的一组 R–基，
[C : R] = 2。特别地，扩张次数是线性空间的维数，并非两个域中元素个数的比值。

例 4.4 (加入一个平方根). 令 K = {a+b
√
2 : a, b ∈ Q} ⊆ R。它对加减乘法封闭；若 a+b

√
2 6= 0，

则
1

a+ b
√
2
=
a− b

√
2

a2 − 2b2
∈ K.

分母若为 0，由
√
2 /∈ Q 可知 a = b = 0，与所取元素非零矛盾。因此 K 是域。由于 1,

√
2 在 Q

上线性无关，[K : Q] = 2。稍后会把这个域记为 Q(
√
2)。

定理 4.5 (塔式公式). 若 F ⊆ K ⊆ L，则

[L : F ] = [L : K][K : F ].

特别地，若 [L : F ] 有限，则 [K : F ] 和 [L : K] 都有限，且都整除 [L : F ]。

证明. 先考虑两个次数都有限的情形。设 {u1, . . . , um}是 L的 K–基，{v1, . . . , vn}是 K 的 F–基。
任意 z ∈ L 可先展开为

∑
i kiui，再把各 ki 展开为

∑
j cijvj（cij ∈ F），故 {uivj}i,j 张成 L。

若
∑

i,j cijuivj = 0，按 ui 合并系数，先由它们在 K 上线性无关得到
∑

j cijvj = 0；再由 vj

在 F 上线性无关得到所有 cij = 0。因此这些乘积也是 F–线性无关的，共有 mn 个。

若 [K : F ] 无限，K ⊆ L 已使 L 在 F 上无限维；若 [L : K] 无限，则 L 中任意大的 K–线
性无关组也是 F–线性无关组，故 [L : F ] 无限。这也说明有无限次数时的结论。

例 4.6 (塔式公式的一个直接应用). 由 Q ⊆ R ⊆ C 和 [C : R] = 2 可知，C/Q 不可能是有限扩
张：否则塔式公式会使 R/Q 有限；而一个有限维的 Q–线性空间至多可数，R 却不可数。

定义 4.7 (生成子域). 设 K/F 为域扩张，S ⊆ K。K 中所有包含 F ∪ S 的子域的交，记作
F (S)；它是包含 F ∪ S 的最小子域。若 S = {α1, . . . , αn}，写作 F (α1, . . . , αn)；只有一个元素

时称 F (α)/F 为单扩张。

例 4.8 (生成子域的记号). 上例的域可写成 Q(
√
2) = {a + b

√
2 : a, b ∈ Q}：任何包含 Q 和

√
2

的子域都包含右边的元素。类似地，Q(i) = {a+ bi : a, b ∈ Q}，也是一个二次扩张。

命题 4.9 (生成子域的具体形式). 若 α1, . . . , αn ∈ K，则

F (α1, . . . , αn) =

{
f(α1, . . . , αn)

g(α1, . . . , αn)
: f, g ∈ F [x1, . . . , xn], g(α1, . . . , αn) 6= 0

}
.

证明. 右侧包含 F 与所有 αi，且在加、减、乘和非零元素取逆下封闭，因此是一个子域。任何

包含 F 与 αi 的子域也必包含右侧每一个分式。由最小性，两边相等。

注记 4.10 (子环与子域). F [α] = {f(α) : f ∈ F [x]} 是由 F 和 α 生成的子环，F (α) 还允许对非

零元素取逆。例如把 x 看成有理函数域 F (x) 中的未定元，则 1/x ∈ F (x)，但 1/x /∈ F [x]。何
时 F [α] = F (α)，将在下一小节说明。
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4.2 代数扩张与极小多项式

生成子域的元素一般要写成分式，但加入一个满足多项式方程的元素时，情形会简单得多。

定义 4.11 (代数元与超越元). 设 K/F 为域扩张，α ∈ K。如果存在非零多项式 f(x) ∈ F [x] 使
得 f(α) = 0，称 α 在 F 上代数；否则称为超越。若 K 的每个元素都在 F 上代数，称 K/F 为

代数扩张。

例 4.12.
√
2 在 Q 上代数，因为它满足 x2 − 2 = 0；i 也在 Q 上代数，因为它满足 x2 + 1 = 0。

每个 a ∈ F 都在 F 上代数：a 是 x− a 的根。把未定元 x 放入 F (x) 时，它在 F 上超越，因为

非零多项式不可能作为有理函数等于 0。

定义 4.13 (极小多项式). 设 α 在 F 上代数。在所有以 α 为根的非零多项式中，取次数最小者

并化为首一，得到 α 在 F 上的极小多项式，记为 mα,F (x)。

命题 4.14 (极小多项式的基本性质). 极小多项式存在且唯一，并满足：

1. mα,F 在 F [x] 中不可约；

2. 对任意 f ∈ F [x]，f(α) = 0 当且仅当 mα,F | f。

证明. 代数性保证非零零化多项式存在，故可选次数最小且首一的 m = mα,F。若 f(α) = 0，用

多项式带余除法写 f = qm+ r，其中 r = 0 或 deg r < degm。代入 α 得 r(α) = 0；由 m 次数

最小，r = 0。反之，m | f 显然给出 f(α) = 0。若还有另一首一最小次数的零化多项式 m′，则

m | m′ 且次数相等，故 m = m′。

若m = gh，其中 g, h ∈ F [x]均为正次数，则 0 = m(α) = g(α)h(α)。域中无零因子，g(α) = 0

或 h(α) = 0，与次数最小矛盾，因此 m 不可约。

例 4.15 (辨认极小多项式).
√
2 是 x4 − 4 的根，但 x4 − 4 = (x2 − 2)(x2 + 2) 并不是它的极小多

项式。由于
√
2 /∈ Q，x2 − 2 在 Q[x] 中没有根，因而不可约，故 m√

2,Q = x2 − 2。基域很关键：

m√
2,R = x−

√
2。

定理 4.16 (单扩张的结构). 设 α ∈ K。

1. 若 α 在 F 上代数，且 degmα,F = n，则

F (α) = F [α] ∼= F [x]/(mα,F ), [F (α) : F ] = n,

{1, α, . . . , αn−1} 是它的一组 F–基。

2. 若 α 在 F 上超越，则 F [α] ∼= F [x]，而 F (α) ∼= F (x)，其中 F (x) 是 F [x] 的分式域。

证明. 考察代入同态 φ : F [x] → K，f 7→ f(α)。它的像是 F [α]。若 α 代数，前一命题说明

kerφ = (mα,F )；第一同构定理于是给出 F [α] ∼= F [x]/(mα,F )。极小多项式不可约，故这个商环

是域，从而 F [α] 已经等于包含 F 与 α 的最小子域 F (α)。将每个多项式除以 mα,F，得到唯一

的低于 n 次的余式，由此得到上述基与次数。

若 α 超越，kerφ = 0，所以 F [α] ∼= F [x]；再取分式域便得到 F (α) ∼= F (x)。
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例 4.17 (代入单扩张的结构). mi,Q = x2 + 1，所以 Q(i) ∼= Q[x]/(x2 + 1)，以 {1, i} 为 Q–基。若
ζ 是非实的三次单位根，则 ζ2 + ζ + 1 = 0，而 x2 + x + 1 在 Q 上没有根，故 [Q(ζ) : Q] = 2，

{1, ζ} 是一组基。

推论 4.18. α ∈ K 在 F 上代数，当且仅当 [F (α) : F ] <∞。

证明. 正向由单扩张的结构得到。反向若 [F (α) : F ] = n，则 n+ 1 个元素 1, α, . . . , αn 在 F 上

线性相关，其非平凡线性关系就是一个以 α 为根的非零多项式。

定理 4.19 (有限扩张的判定). 对域扩张 K/F，以下条件等价：

1. [K : F ] <∞；

2. 存在有限多个在 F 上代数的元素 α1, . . . , αn，使 K = F (α1, . . . , αn)。

特别地，有限扩张必是代数扩张。

证明. 若满足第二条，令 K0 = F，Ki = F (α1, . . . , αi)。αi 在 F 上满足的非零多项式也属于

Ki−1[x]，所以它在 Ki−1 上代数。由单扩张结构和塔式公式，

[K : F ] =
n∏

i=1

[Ki : Ki−1] <∞.

反之，若 [K : F ] = n，取 K 的一组 F–基 α1, . . . , αn，则 K = F (α1, . . . , αn)。每个 αi 的幂在

有限维 F–线性空间 K 中线性相关，因而 αi 在 F 上代数。同样的理由适用于任意 z ∈ K，故
K/F 是代数扩张。

例 4.20 (用塔式公式计算次数). 考虑 Q ⊆ Q(
√
2) ⊆ Q(

√
2,
√
3)。前一步是二次扩张。若

√
3 =

a+ b
√
2（a, b ∈ Q），平方可得 3 = a2 + 2b2 + 2ab

√
2，故 ab = 0。当 b = 0 时 a2 = 3；当 a = 0

时 b2 = 3/2。这两种情形都不可能有有理数解。因此
√
3 /∈ Q(

√
2)，x2 − 3 在 Q(

√
2) 上不可约。

由单扩张结构和塔式公式，

[Q(
√
2,
√
3) : Q] = 2 · 2 = 4,

乘积基为 {1,
√
2,
√
3,
√
6}。

定义 4.21 (复合域). 若 K1/F 与 K2/F 都是同一个域 Ω的子域，定义它们的复合域为 K1K2 =

F (K1 ∪K2)。它是 Ω 中同时包含 K1、K2 的最小子域。

命题 4.22 (复合域的次数). 若 [K1 : F ] = m、[K2 : F ] = n 均有限，则

[K1K2 : F ] ≤ mn.

若 gcd(m,n) = 1，则等号成立。

证明. 取 K1/F 的基 u1, . . . , um 和 K2/F 的基 v1, . . . , vn。令 V 为所有 uivj 在 F 上的张成空间。

它等于所有
∑

j ajvj（aj ∈ K1）的集合，因而包含 K1 与 K2。任取 vjvk ∈ K2，将它按 v1, . . . , vn

展开，便知 V 在乘法下封闭；它当然也在加减法下封闭。又 V 是 Ω内有限维的 K1–代数，且没有
零因子。若 0 6= z ∈ V，乘以 z 给出 K1–线性单射 V → V，有限维使其为满射，于是存在 w ∈ V
满足 zw = 1。故 V 是域，从而 V = K1K2。由于 V 由 mn 个乘积张成，得 [K1K2 : F ] ≤ mn。

塔式公式还说明 m、n 都整除 [K1K2 : F ]。若二者互素，mn 也整除该次数；与上述上界合

用即得等号。
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例 4.23 (等号与严格不等式). Q(
√
2) 与 Q(

√
3) 的复合域是 Q(

√
2,
√
3)，上例算得其次数为

4 = 2 · 2，尽管两个次数并不互素。若 K1 = K2 = Q(
√
2)，则复合域仍为 Q(

√
2)，次数是

2 < 2 · 2。所以“次数互素”是等号成立的充分条件，并非必要条件。

定理 4.24 (代数性的传递). 若 F ⊆ K ⊆ L，且 K/F、L/K 都是代数扩张，则 L/F 也是代数

扩张。

证明. 任取 α ∈ L，设它在 K 上满足

αd + ad−1α
d−1 + · · ·+ a0 = 0, ai ∈ K.

令 E = F (a0, . . . , ad−1)。各 ai 在 F 上代数，故由有限扩张的判定知 E/F 有限；α 在 E 上代

数，故 E(α)/E 有限。塔式公式给出 [E(α) : F ] <∞，所以 α 在 F 上代数。

命题 4.25. 在给定扩域 K/F 中，所有在 F 上代数的元素构成 K 的一个子域。

证明. 若 α, β ∈ K 都在 F 上代数，则 F (α, β)/F 有限，因此其中的每个元素都在 F 上代数。

特别地，α± β、αβ 以及 β 6= 0 时的 α/β 均在 F 上代数；而 0, 1 ∈ F 也在 F 上代数，故结论

成立。

例 4.26 (代数但无限的扩张). 令 Q = {z ∈ C : z 在Q 上代数}。由前一命题，它是 C 的子域，
且 Q/Q 是代数扩张。它包含每个 d

√
2（d ≥ 1）。多项式 xd− 2 在 Q[x] 中不可约：若它可约，由

前文的 Gauss 引理，可分解为两个正次数的首一整系数多项式；模 2 后它们的乘积是 xd，因此

两个常数项都为偶数，乘积便被 4 整除，与原多项式的常数项 −2 矛盾。于是 [Q( d
√
2) : Q] = d，

这些次数没有统一上界，Q/Q 不是有限扩张。

4.3 分裂域与代数闭域

定义 4.27 (分裂域). 设 f(x) ∈ F [x]，deg f ≥ 1。若扩域 K/F 满足：

1. f 在 K[x] 中完全分解为一次因式；

2. K 由 f 的全部根在 F 上生成，

则称 K 是 f 在 F 上的分裂域。换言之，分裂域是使 f 完全分解的最小扩域。

例 4.28. x2 + 1 在 Q 上的分裂域是 Q(i)；在 R 上的分裂域是 C。同一个多项式相对于不同基
域，分裂域可能不同。

例 4.29 (三次多项式的分裂域). 设 f(x) = x3− 2 ∈ Q[x]，取 α = 3
√
2，并令 ω = e2πi/3。三个根

为 α, ωα, ω2α，故分裂域为

K = Q(α, ω).

由 Eisenstein 判别法，[Q(α) : Q] = 3。又 Q(α) ⊆ R 而 ω /∈ R，故 [K : Q(α)] = 2。因此

[K : Q] = 6。注意 Q(α) 只含一个根，并不是分裂域。

定理 4.30 (分裂域的存在性). 任意非常数多项式 f(x) ∈ F [x] 都存在分裂域，而且该分裂域是
F 的有限扩张，其次数不超过 (deg f)!。
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证明. 对 n = deg f 归纳。n = 1 时，f 已经在 F 中分解，取 K = F 即可。设 n > 1，取 f 的

一个不可约因子 p(x)，并令

F1 = F [x]/(p), α = x+ (p) ∈ F1.

于是 F1 是域，且 [F1 : F ] = deg p ≤ n，并且 p(α) = 0。把 f 看成 F1[x] 中的多项式，则 x− α
整除 f，故存在 g(x) ∈ F1[x] 使

f(x) = (x− α)g(x), deg g = n− 1.

由归纳假设，g 在某个有限扩域 K/F1 中有分裂域。于是 f 在 K 中完全分解；取 f 的全部根

生成的子域，便得到 f 在 F 上的分裂域 Kf。

此外，

[Kf : F ] ≤ [K : F ] = [K : F1][F1 : F ] ≤ (n− 1)!n = n!.

这也证明了分裂域扩张次数的估计。

定理 4.31 (分裂域的唯一性). 设 K、K ′ 都是 f(x) ∈ F [x] 在 F 上的分裂域，则存在保持 F 中

元素不动的域同构 K ∼= K ′。因此分裂域在 F–同构意义下唯一。

证明. 我们证明稍强的结论：若 ν : F → F ′ 是域同构，且 f̃ = ν(f) ∈ F ′[x]，那么 f 和 f̃ 的分

裂域之间存在延拓 ν 的域同构。对 n = deg f 归纳。
当 n = 1 时，分裂域就是基域，结论显然成立。设 n > 1，取 f 的不可约因子 p，并分别取

其在两个分裂域中的根 α 和 α′。系数同构 ν 将 p 送到 p̃，因此

F (α) ∼= F [x]/(p), F ′(α′) ∼= F ′[x]/(p̃).

存在唯一的域同构

ν1 : F (α) −→ F ′(α′), ν1|F = ν, ν1(α) = α′.

在 F (α)[x] 中写

f(x) = (x− α)g(x), deg g = n− 1.

将 g 的系数经 ν1 映射，得到 g̃ ∈ F ′(α′)[x]。原分裂域是 g 在 F (α) 上的分裂域，另一个分裂域

是 g̃ 在 F ′(α′)上的分裂域。由归纳假设，ν1 可延拓为这两个分裂域之间的同构。它同时把 α 送

到 α′，因而给出所需的 F–同构 K ∼= K ′。

定义 4.32 (代数闭域与代数闭包). 域 Ω 称为代数闭域，如果 Ω[x] 中每个非常数多项式都在 Ω

中有根，等价地，每个非常数多项式都能在 Ω[x] 中完全分解。

若 F/F 是代数扩张且 F 为代数闭域，则称 F 是 F 的一个代数闭包。

例 4.33. 代数基本定理说明 C 是代数闭域，所以 C 是 R 的代数闭包。但 C 不是 Q 的代数闭
包，因为 C/Q 中含有 π 等超越元。Q 在 C 中所有代数元组成的 Q 才是 Q 的一个代数闭包。

定理 4.34 (代数闭包的存在与唯一性). 每个域 F 都有代数闭包；任意两个代数闭包在保持 F

不动的域同构意义下唯一。
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证明. 先证存在性。我们先说明：对任意域 K，存在一个代数扩张 K+/K，使 K[x] 中每个非常

数多项式都在 K+ 中至少有一个根。

对每个首一非常数多项式 f ∈ K[x] 引入一个不定元 Xf，并在多项式环

R = K[Xf : f ∈ K[x] 首一且 deg f ≥ 1]

中令 I 为所有 f(Xf ) 生成的理想。理想 I 是真理想。否则 1 ∈ I，则表示 1 的等式只涉及有限

多个多项式 f1, . . . , fs 和有限多个不定元。逐次添加 f1, . . . , fs 的根，可得某个扩域 M/K 及根

αi ∈ M。把相关的 Xfi 代入 αi（其余有限个不定元任意取值），等式右端全部变为 0，左端仍

为 1，矛盾。

由 Zorn 引理，I 包含在某个极大理想 m 中。于是 K+ = R/m 是域，且 Xf +m 是 f 的一

个根。K+ 由这些在 K 上代数的元素生成，所以 K+/K 是代数扩张。

现在递归定义 F0 = F、Fn+1 = F+
n，并令

F =
∞⋃
n=0

Fn.

代数性的传递以及“任一元素只涉及有限层”说明 F/F 是代数扩张。任取非常数多项式 h ∈
F [x]，它只有有限多个系数，故这些系数全都落在某个 FN 中；按 FN+1 的构造，h在 FN+1 ⊆ F

中有根。因此 F 是代数闭域，存在性得证。

再证唯一性。设 F 和 F
′
是 F 的两个代数闭包。令 S 为所有二元组 (L,φ) 的集合，其中

F ⊆ L ⊆ F，且

φ : L −→ F
′

是固定 F 的域嵌入。按扩张关系对 S 排序。链的并给出上界，故由 Zorn引理存在极大元 (L,φ)。

若 L 6= F，取 α ∈ F \ L。令 p 为 α 在 L 上的极小多项式。将 p 的系数经 φ 映射后得到

φ(p) ∈ φ(L)[x]。由于 F
′
代数闭，φ(p) 在其中有根 β。由商环同构

L(α) ∼= L[x]/(p) ∼= φ(L)[x]/(φ(p))

可将 φ 延拓到 L(α)，这与极大性矛盾。因此 L = F。

此时 φ(F ) 是 F
′
的子域，并且与代数闭域 F 同构，因而本身代数闭。任取 β ∈ F ′

，由于

F
′
/F 代数，β 也代数于 φ(F )；代数闭性迫使 β ∈ φ(F )。故 φ 满射，从而是保持 F 不动的同

构。

注记 4.35. “唯一”始终指“在 F–同构意义下唯一”，并不是说两个代数闭包作为集合逐点相
同。实际计算时通常先固定一个代数闭包 F，随后把所有代数扩张都放在其中讨论。

4.4 域扩张的嵌入与自同构

定义 4.36 (F–嵌入与 F–自同构). 设 E/F、K/F 为域扩张。若域同态 σ : E → K 满足 σ(a) = a

对所有 a ∈ F 成立，则称 σ 为一个 F–嵌入。若 σ : E → E 还是满射，则称其为 E 的一个 F–自
同构。所有 F–自同构在复合运算下构成群，记为 Aut(E/F )。
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引理 4.37 (单扩张上的嵌入由生成元的像决定). 设 E = F (α)，σ : E → K 是 F–嵌入，则 σ 完

全由 σ(α) 决定。若 α 在 F 上代数，则 σ(α) 必是 mα,F (x) 在 K 中的根。反过来，mα,F 在 K

中的每个根 β 都唯一确定一个 F–嵌入

F (α) −→ K,α 7−→ β.

证明. 因为 σ 固定 F，所以对 f(x) ∈ F [x] 有 σ(f(α)) = f(σ(α))，故 σ 由 σ(α) 决定。又

0 = σ(mα,F (α)) = mα,F (σ(α)),

所以 σ(α) 是极小多项式的根。

反之，若 mα,F (β) = 0，利用 F (α) ∼= F [x]/(mα,F ) ∼= F (β)，即可得到把 α 送到 β 的唯一

F–嵌入。

例 4.38 (二次域的两个嵌入). 设 E = Q(
√
2)。由于 x2 − 2 的根为 ±

√
2，E 到 C 的 Q–嵌入恰

有两个：

a+ b
√
2 7−→ a+ b

√
2, a+ b

√
2 7−→ a− b

√
2.

二者的像都落在 E 中，因而都是 E 的 Q–自同构。

例 4.39 (有嵌入但没有相应自同构). 设 E = Q( 3
√
2) ⊆ R。极小多项式 x3− 2 在 C 中有三个根，

故 E 到 C有三个 Q–嵌入。但是另外两个嵌入把 3
√
2送到非实根，像不在 E 中。因此 Aut(E/Q)

只有恒等映射。这正反映出 E 没有包含极小多项式的全部根。

定理 4.40 (嵌入延拓定理). 设 E/F 是代数扩张，Ω 是代数闭域。任意域嵌入 σ : F → Ω 都可

延拓为从 E 到 Ω 的域嵌入。特别地，当 F ⊆ Ω 且 σ 是恒等映射时，可得到一个 F–嵌入。若
E = F (α1, . . . , αn)，则可逐次选择相应极小多项式的根来延拓嵌入。

证明. 先处理有限生成情形。令 Ei = F (α1, . . . , αi)，其中 E0 = F。设已经得到 σi−1 : Ei−1 → Ω。

令 mi(x) 为 αi 在 Ei−1 上的极小多项式，并将其系数经 σi−1 映射，得到

σi−1(mi)(x) ∈ σi−1(Ei−1)[x].

由于 Ω 代数闭，该多项式在 Ω 中有根 βi。商环同构给出一个延拓

σi : Ei −→ Ω, σi|Ei−1
= σi−1, σi(αi) = βi.

迭代即可得到 E → Ω 的嵌入。

对一般的代数扩张，令 T 为所有二元组 (L, τ) 的集合，其中 F ⊆ L ⊆ E，且 τ : L→ Ω 是

σ 的延拓，按延拓关系排序。链的并仍给出上界，故由 Zorn 引理有极大元 (L, τ)。若 L 6= E，

取 α ∈ E \ L。因为 E/F 代数，α 在 L 上代数；对其极小多项式按上面的单扩张步骤即可把 τ

延拓到 L(α)，矛盾。因此 L = E。

定义 4.41 (嵌入数). 固定包含 E 的代数闭域 Ω，记所有 F–嵌入 E → Ω 的集合为 Emb(E/F )。
其元素个数称为 E/F 的嵌入数。
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定理 4.42. 若 [E : F ] <∞，则

|Emb(E/F )| ≤ [E : F ].

特别地，|Aut(E/F )| ≤ [E : F ]。

证明. 把 E 写成 F (α1, . . . , αn)，并令 Ei = F (α1, . . . , αi)。固定一个 F–嵌入 τ : Ei−1 → Ω。若

mi 是 αi 在 Ei−1 上的极小多项式，则 τ(mi) 在 Ω 中至多有 degmi = [Ei : Ei−1] 个根；由单扩

张上的嵌入对应，每个延拓都由这些根中的一个唯一决定。因此每个嵌入至多有 [Ei : Ei−1] 个

延拓。逐步相乘并使用塔式公式，得到

|Emb(E/F )| ≤
n∏

i=1

[Ei : Ei−1] = [E : F ].

注记 4.43 (为什么要数嵌入). 扩张次数衡量 E 作为向量空间有多大，嵌入数衡量其中有多少种

“保持基域不动、又尊重四则运算”的对称方式。有限扩张何时达到 |Aut(E/F )| = [E : F ]，正

是 Galois 理论的核心问题。

4.5 正规扩张与可分扩张

定义 4.44 (正规扩张). 代数扩张 E/F 称为正规扩张，如果任意在 F [x] 中不可约且在 E 中有

一个根的多项式，都在 E[x] 中完全分解。

定理 4.45 (有限正规扩张的判定). 设 [E : F ] <∞。下列条件等价：

1. E/F 正规；

2. E 是 F [x] 中某个多项式的分裂域；

3. 对任意 F–嵌入 σ : E → F，都有 σ(E) = E。

证明. (1) ⇒ (2)：取有限个代数生成元 E = F (α1, . . . , αn)。设 fi = mαi,F。正规性保证每个 fi

在 E 中完全分解。令 f =
∏

i fi，则 E 包含 f 的全部根，且由这些根生成，故 E 是 f 的分裂

域。

(2)⇒ (3)：设 E 是 f ∈ F [x] 的分裂域，令 σ : E → F 为 F–嵌入。σ 把 f 的每个根送到 f

的某个根，因此把由这些根生成的 E 映入 E，即 σ(E) ⊆ E。另一方面，σ(E) 与 E 在 F 上同

构，所以 [σ(E) : F ] = [E : F ]；有限维性遂给出 σ(E) = E。

(3) ⇒ (1)：设不可约多项式 h ∈ F [x] 在 E 中有根 α。若 β 是 h 在 F 中的任一根，则由

单扩张上的嵌入对应，存在 F–嵌入 F (α) → F 把 α 送到 β。由嵌入延拓定理，它可以延拓为

E → F 的 F–嵌入。条件 (3)说明该嵌入的像仍为 E，故 β ∈ E。所以 h在 E 中完全分解，E/F

正规。

例 4.46. Q(
√
2)/Q 是正规扩张，因为它是 x2 − 2 的分裂域。相比之下，Q( 3

√
2)/Q 不是正规扩

张：由 Eisenstein 判别法，x3 − 2 在 Q[x] 中不可约；它在 Q( 3
√
2) 中有根 3

√
2，却没有另外两个

非实根 ω 3
√
2、ω2 3

√
2。
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定义 4.47 (重根与可分多项式). 设 f(x) ∈ F [x]。若 f 在某个分裂域中的各个根互不相同，则

称 f 为可分多项式；否则称为不可分多项式。不可约多项式要么所有根都是单根，要么所有根

都是重根。

命题 4.48 (形式导数判别法). 设 f(x) ∈ F [x]，f ′(x) 为形式导数。则

f 无重根 ⇐⇒ gcd(f, f ′) = 1.

特别地，若 f 不可约，则

f 不可分 ⇐⇒ f ′(x) = 0.

证明. 在分裂域中，α 是 f 的重根，当且仅当 f = (x − α)2g，这等价于 f(α) = f ′(α) = 0。因

此 f 有重根当且仅当 f 与 f ′ 有非常数公因子。

若 f 不可约，则 gcd(f, f ′) 只能是 1 或 f。后者等价于 f | f ′；但 deg f ′ < deg f（除非
f ′ = 0），所以只能发生在 f ′ = 0 时。

例 4.49 (正特征中的不可分现象). 令 F = Fp(t)，其中 t 是超越元。多项式

f(x) = xp − t ∈ F [x]

在 Fp[t] 中关于素元 t 满足 Eisenstein 判别法，因而在 Fp(t)[x] 中不可约；又 f ′(x) = pxp−1 = 0。

若在扩域中取 αp = t，则 f(x) = (x− α)p，所以它只有一个不同的根，且该根的重数为 p。

定义 4.50 (可分元素与可分扩张). 代数元 α 称为在 F 上可分，如果 mα,F (x) 可分。代数扩张

E/F 称为可分扩张，如果 E 的每个元素都在 F 上可分。

定理 4.51 (嵌入数判别). 若 [E : F ] <∞，则

E/F 可分 ⇐⇒ |Emb(E/F )| = [E : F ].

证明. 先设 E = F (α1, . . . , αn)，令 Ei = F (α1, . . . , αi)。若 E/F 可分，则每个 Ei/Ei−1 都可分：

因为 αi 在 F 上的极小多项式可分，而它在 Ei−1 上的极小多项式是该多项式的因子。于是，一

个 Ei−1–嵌入的延拓数等于 αi 的极小多项式的不同根数，恰为 [Ei : Ei−1]。逐步相乘并用塔式

公式，得到

|Emb(E/F )| =
n∏

i=1

[Ei : Ei−1] = [E : F ].

反之，设 |Emb(E/F )| = [E : F ]，任取 α ∈ E，令 K = F (α)。将 E 的嵌入限制到 K，并

结合前面的延拓数估计，有

|Emb(E/F )| ≤ |Emb(K/F )|[E : K] ≤ [K : F ][E : K] = [E : F ].

首尾相等，所以 |Emb(K/F )| = [K : F ]。而 K/F 是单扩张，[K : F ] 等于 α 的极小多项式次

数；嵌入数等于该极小多项式在 Ω 中的不同根数。因此该极小多项式可分，α 在 F 上可分。这

对所有 α ∈ E 都成立，故 E/F 可分。

定义 4.52 (完美域). 若域 F 的每个不可约多项式都可分，则称 F 为完美域。
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定理 4.53. 特征为 0 的域和有限域都是完美域。

证明. 若 charF = 0，不可约多项式 f 的导数不可能为零，故由导数判别法可分。

若 F 是有限域，charF = p。假设不可约多项式 f(x) =
∑
aix

i 不可分，则 f ′ = 0，故所有

出现的指数都被 p 整除：f(x) =
∑

j apjx
pj。有限域上的 Frobenius 映射 a 7→ ap 是单射，因而

是满射；可取 bj ∈ F 使 bpj = apj。于是

f(x) =

(∑
j

bjx
j

)p

,

与 f 不可约矛盾。

注记 4.54 (两个条件各自解决什么问题). 正规性保证“一个共轭根进来，其余共轭根也都进来”；
可分性保证“这些共轭根彼此不同”。只有同时具备这两点，域的自同构才足够多，扩张才成为

Galois 扩张。

4.6 Galois 扩张与 Galois 基本定理

定义 4.55 (Galois扩张). 代数扩张 E/F 若同时正规且可分，则称为 Galois扩张。此时 Aut(E/F )
称为扩张的 Galois 群，记为

Gal(E/F ) = Aut(E/F ).

定理 4.56 (有限 Galois 扩张的等价刻画). 设 [E : F ] <∞。下列条件等价：

1. E/F 是 Galois 扩张；

2. E 是 F [x] 中某个可分多项式的分裂域；

3. |Aut(E/F )| = [E : F ]。

证明. (1)⇒ (2)：由有限正规扩张的判定，E 是某个 h ∈ F [x] 的分裂域。由于 E/F 可分，h 的

每个不可约因子都是可分的；把 h 的不同不可约因子各取一次，得到一个可分多项式 f，且 f

与 h 的根集相同，所以 E 仍是 f 的分裂域。

(2)⇒ (1)：分裂域扩张正规。设 f 的不同根为 α1, . . . , αr，并令 Ei = F (α1, . . . , αi)。αi 在

Ei−1 上的极小多项式整除 f，故它可分。因此每个 Ei−1–嵌入恰有 [Ei : Ei−1] 个延拓到 Ei。逐

层相乘并使用塔式公式，得到

|Emb(E/F )| =
r∏

i=1

[Ei : Ei−1] = [E : F ].

由嵌入数判别，E/F 可分，故 E/F 同时正规且可分。

(1) ⇒ (3)：可分性说明 E 到 F 的 F–嵌入数等于 [E : F ]；正规性说明每个这样的嵌入都

把 E 映到自身，所以它们恰是 F–自同构。
(3)⇒ (1)：由

|Aut(E/F )| ≤ |Emb(E/F )| ≤ [E : F ]

和假设 |Aut(E/F )| = [E : F ]，可知上述三个数相等。由嵌入数判别，E/F 可分；同时每个

F–嵌入都已经是 E 的自同构，于是由有限正规扩张的嵌入判定，E/F 正规。
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例 4.57 (二次扩张). 若 d ∈ Q 不是平方数，则 E = Q(
√
d) 是 x2 − d 的分裂域。特征为 0 保证

可分，所以 E/Q 是 Galois 扩张，且

Gal(E/Q) = {1, σ} ∼= C2, σ(
√
d) = −

√
d.

例 4.58 (一个六次 Galois扩张). 对 E = Q( 3
√
2, ω)，它是可分多项式 x3−2的分裂域，故 E/Q是

Galois 扩张。前文已经算得 [E : Q] = 6，所以 |Gal(E/Q)| = 6。由塔式公式 [E : Q(ω)] = 3，所

以 3
√
2在 Q(ω)上的极小多项式仍为 x3−2；把它送到另一个根 ω 3

√
2并固定 ω，便得到 Q(ω)–自

同构 σ。复共轭在 E 上的限制给出另一个 Q–自同构 τ。具体地，

σ(
3
√
2) = ω

3
√
2, σ(ω) = ω, τ(

3
√
2) =

3
√
2, τ(ω) = ω2.

它们满足 σ3 = τ 2 = 1 且 τστ = σ−1。六个映射 1, σ, σ2, τ, στ, σ2τ 在 3
√
2或 ω 上的取值不同，因

而彼此不同；它们已经占满阶为 6 的 Galois 群。因此

Gal(E/Q) ∼= S3.

这里群的六个元素恰好对应三个根的六种允许置换。

定义 4.59 (固定域). 若 H ≤ Aut(E)，定义

EH = {a ∈ E : σ(a) = a 对所有σ ∈ H}.

若 a, b ∈ EH，则对每个 σ ∈ H 都有 σ(a − b) = a − b、σ(ab) = ab，并且当 a 6= 0 时 σ(a−1) =

σ(a)−1 = a−1；同时 0, 1 ∈ EH。因此 EH 的确是 E 的子域，称为 H 的固定域。

引理 4.60 (不同嵌入的线性无关性). 设 σ1, . . . , σn : E → Ω是彼此不同的域同态。若 a1, . . . , an ∈
Ω 满足

a1σ1(x) + · · ·+ anσn(x) = 0 对所有x ∈ E,

则 a1 = · · · = an = 0。

证明. 对 n 归纳。n = 1 时，令 x = 1 即得 a1 = 0。设结论对 n − 1 个同态成立，并假设存在

非平凡关系。重新编号可设 an 6= 0，且存在某个 j < n 使 aj 6= 0；否则令 x = 1 即会得到矛盾。

再重新编号可设 a1 6= 0。因为 σ1 6= σn，可取 y ∈ E 使 σ1(y) 6= σn(y)。

分别将 xy 和 x 代入原关系，并把后一个关系乘以 σn(y) 后相减，得到

n−1∑
i=1

ai
(
σi(y)− σn(y)

)
σi(x) = 0 (x ∈ E).

由归纳假设，所有系数均为零；但当 i = 1 时 a1(σ1(y)− σn(y)) 6= 0，矛盾。

定理 4.61 (Artin 固定域定理). 设 H 是域 E 的一个有限自同构群，则

[E : EH ] = |H|, Gal(E/EH) = H.

特别地，E/EH 是有限 Galois 扩张。
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证明. 设 H = {σ1, . . . , σn}。由不同嵌入的线性无关性，存在 x1, . . . , xn ∈ E，使矩阵

A = (σi(xj))1≤i,j≤n

可逆。事实上，若对任意 x1, . . . , xn 矩阵都不可逆，则向量 (σ1(x), . . . , σn(x)) 所张成的子空间

是真子空间，从而存在非零向量 (a1, . . . , an) 与所有这些向量正交，这将给出一个非平凡线性关

系。

任取 x ∈ E，方程
A(c1, . . . , cn)

T = (σ1(x), . . . , σn(x))
T

有唯一解。对任意 τ ∈ H 同时作用于方程各项，由于 τ ◦σi ∈ H，这只会置换矩阵的行。因此由
解的唯一性，τ(cj) = cj，即 cj ∈ EH。矩阵 A的某一行对应恒等映射，故该行给出 x =

∑
j cjxj。

所以 x1, . . . , xn 张成 E 作为 EH–向量空间，因而 [E : EH ] ≤ n。

另一方面，H ⊆ Aut(E/EH)，而有限扩张的自同构数不超过扩张次数，故

n = |H| ≤ |Aut(E/EH)| ≤ [E : EH ] ≤ n.

所有不等式均为等式，结论成立。

推论 4.62 (固定域判别). 设 [E : F ] <∞，并令 G = Aut(E/F )。则

E/F 是 Galois 扩张 ⇐⇒ EG = F.

证明. 由 Artin 固定域定理，[E : EG] = |G|。另一方面，有限 Galois 扩张的等价刻画给出

E/F 是 Galois 扩张 ⇐⇒ |G| = [E : F ].

因为 F ⊆ EG ⊆ E，塔式公式说明 [E : EG] = [E : F ] 当且仅当 EG = F，结论得证。

定理 4.63 (Galois 基本定理). 设 E/F 为有限 Galois 扩张，G = Gal(E/F )。则：

1. 中间域 F ⊆ K ⊆ E 与子群 H ≤ G 之间存在互逆的包含反向对应

K 7−→ Gal(E/K), H 7−→ EH .

2. 若 K ↔ H，则

[E : K] = |H|, qquad[K : F ] = [G : H].

3. E/K 总是 Galois 扩张，且其 Galois 群为 H。

4. K/F 是 Galois 扩张，当且仅当 H ⊴ G。此时限制映射给出

Gal(K/F ) ∼= G/H.

证明. 对任意 H ≤ G，Artin 定理给出 Gal(E/EH) = H。反过来，对中间域 K，因 E/F 可分，

E/K 也可分；因 E 是某个 F 上可分多项式的分裂域，它也是该多项式在 K 上的分裂域，故

E/K 正规。因此 E/K 是 Galois 扩张，并且

|Gal(E/K)| = [E : K].
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令 H = Gal(E/K)。显然 K ⊆ EH，而 Artin 定理与上式给出 [E : EH ] = |H| = [E : K]，所以

EH = K。这证明对应互逆，并同时给出次数公式。

最后，若 K/F 正规，则对每个 σ ∈ G，限制 σ|K 是 K/F 的嵌入；由正规性的嵌入判定，

σ(K) = K。因此限制映射 ρ : G → Gal(K/F ) 有意义，其核恰为 H。任取 K/F 的一个 F–嵌
入，由嵌入延拓定理可将其延拓到 E；由于 E/F 正规，该延拓属于 G，所以 ρ 满射。由第一

同构定理，G/H ∼= Gal(K/F )，特别地 H 正规。

反之，若 H ⊴ G，则对 σ ∈ G 有

σ(K) = σ(EH) = EσHσ−1

= EH = K.

任意 F–嵌入 K → F 都能延拓为 E → F 的 F–嵌入；由于 E/F 正规，该延拓是 G 中的元素，

故其在 K 上的限制保持 K。由正规扩张的嵌入判定，K/F 正规；可分性由 E/F 可分向下传

递，所以 K/F 为 Galois 扩张。

例 4.64 (双二次扩张的完整对应). 令 E = Q(
√
2,
√
3)。定义 σ(

√
2) = −

√
2, σ(

√
3) =

√
3，以

及 τ(
√
2) =

√
2, τ(

√
3) = −

√
3。则

G = {1, σ, τ, στ} ∼= C2 × C2.

三个二阶子群与三个二次中间域对应：

子群 固定域

〈σ〉 Q(
√
3)

〈τ〉 Q(
√
2)

〈στ〉 Q(
√
6)

由于 G 是 Abel 群，每个子群都正规，所以三个二次中间扩张都是 Galois 扩张。

例 4.65 (S3 例子中的正规与非正规中间域). 仍令 E = Q( 3
√
2, ω)。子群 〈σ〉 的阶为 3，在 S3 中

正规，其固定域是 Q(ω)，所以 Q(ω)/Q为 Galois扩张。而任意阶为 2的子群不是正规子群，其

固定域是某个三次域，例如 Q( 3
√
2)；相应三次扩张不是 Galois 扩张。

引理 4.66 (域的有限乘法子群是循环群). 设 M 是某个域的乘法群的有限子群，则 M 是循环

群。

证明. 令 m 为 M 中所有元素阶的最小公倍数，并写成 m =
∏

ℓ ℓ
eℓ。对每个出现的素数 ℓ，由最

小公倍数的定义，存在 aℓ ∈ M，其阶可写成 ℓeℓsℓ，其中 (sℓ, ℓ) = 1。令 bℓ = asℓℓ ，则 bℓ 的阶恰

为 ℓeℓ。由于 M Abel，元素 b =
∏

ℓ bℓ 的阶等于这些两两互素的阶之积，故 |b| = m。

每个 a ∈ M 都满足 am = 1，所以 M 的所有元素都是多项式 xm − 1 的根。域上的非零

m 次多项式至多有 m 个根，因而 |M | ≤ m。另一方面，m = |b| 是 M 中某个元素的阶，由

Lagrange 定理有 m ≤ |M |。所以 m = |M |，从而 M = 〈b〉。

定理 4.67 (本原元定理). 每个有限可分扩张 E/F 都是单扩张，即存在 θ ∈ E 使 E = F (θ)。这

样的 θ 称为本原元。
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证明. 若 F 为有限域，则 E 也是有限域；由上面的引理，其乘法群 E× 是循环群。取生成元 θ，

便有 E = F (θ)。

若 F 为无限域，只需证明 E = F (α, β) 时的情形，再作归纳。设 σ1, . . . , σr 是 E/F 的全部

嵌入到一个代数闭包 Ω 中。对任意 i 6= j，不可能同时有 σi(α) = σj(α) 和 σi(β) = σj(β)，否则

两个嵌入在生成元 α, β 上相同，从而彼此相同。因此方程

σi(α) + cσi(β) = σj(α) + cσj(β)

至多对一个 c ∈ F 成立。由于 F 无限，可以选取一个 c 避开有限多个坏值。令 θ = α+ cβ，则

σ1(θ), . . . , σr(θ) 两两不同。它们都是 θ 的极小多项式的根，故

[F (θ) : F ] ≥ r = [E : F ].

另一方面 F (θ) ⊆ E，所以 [F (θ) : F ] ≤ [E : F ]。因此 [F (θ) : F ] = [E : F ]，从而 F (θ) = E。

例 4.68. Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2 +
√
3)。事实上

(
√
2 +
√
3)−1 =

√
3−
√
2,

所以由 θ =
√
2 +
√
3 可得

√
2 =

θ − θ−1

2
,

√
3 =

θ + θ−1

2
.

所以 Q(
√
2,
√
3) ⊆ Q(θ)；反向包含显然，故两域相等。前文已证 [Q(

√
2,
√
3) : Q] = 4。另一方

面，

θ2 = 5 + 2
√
6 =⇒ (θ2 − 5)2 = 24,

所以 θ 满足 x4 − 10x2 + 1 = 0。该首一多项式次数等于 [Q(θ) : Q] = 4，因而正是 θ 在 Q 上的
极小多项式。

4.7 有限域

命题 4.69. 若 F 是有限域，则 charF = p 为某个素数，且

|F | = pn

对某个正整数 n 成立。

证明. 有限域不可能具有特征 0，故其特征为素数 p，并包含素域 Fp
∼= Z/pZ。把 F 看成有限维

Fp–线性空间，若维数为 n，则每个元素由 n个 Fp 中的坐标唯一确定，因此共有 pn 个元素。

定理 4.70 (有限域的存在与唯一性). 对每个素数幂 q = pn，存在一个含 q 个元素的有限域；任

意两个含 q 个元素的有限域同构。通常把它记为 Fq。

证明. 在 Fp 的代数闭包中考察

f(x) = xq − x.

它的导数为 qxq−1 − 1 = −1，故没有重根。其全部根组成集合 K。若 a, b ∈ K，利用特征 p 下

的 Frobenius 公式，有

(a+ b)q = aq + bq = a+ b, qquad(ab)q = aqbq = ab.
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加法逆元也属于 K（当 p = 2 时 −a = a；当 p 6= 2 时 (−a)q = −aq = −a）。若 a 6= 0，则

(a−1)q = (aq)−1 = a−1。所以 K 是域。因 f 有 q 个互不相同的根，|K| = q，存在性得证。

若 L 是任意含 q 个元素的域，则对每个 a ∈ L×，Lagrange 定理给出 aq−1 = 1，故所有

a ∈ L 都满足 aq = a。所以 L 正是 xq − x 的分裂域。分裂域的唯一性说明任意两个这样的域同
构。

注记 4.71 (有限域的统一选取). 以下固定 Fp 的一个代数闭包 Fp，并把 Fpr 具体取为 Fp 中

xp
r −x的全部根所组成的子域。这样，后文的子域包含关系是固定代数闭包中的实际包含关系，
而不只是同构意义下的说法。

例 4.72 (四元域). 多项式 x2 + x+ 1 在 F2 上不可约。若 α2 + α + 1 = 0，则

F4 = F2(α) = {0, 1, α, α + 1}, α2 = α + 1.

于是 α3 = 1，F×
4 = 〈α〉。非平凡的 F2–自同构是 Frobenius 映射 a 7→ a2，它交换 α 与 α + 1。

例 4.73 (八元域). x3 + x+ 1 在 F2 上没有根，因而不可约。若 β3 + β + 1 = 0，则

F8 = F2(β) = {a0 + a1β + a2β
2 : ai ∈ F2}.

计算时用关系 β3 = β + 1 把三次及以上幂降次即可。

定理 4.74 (有限域乘法群). 有限域 Fq 的乘法群 F×
q 是阶为 q − 1 的循环群。

证明. 将“域的有限乘法子群是循环群”这一引理应用于 M = F×
q 即得；其阶为 q − 1。

定理 4.75 (有限域的子域). 在上述统一选取下，Fpm ⊆ Fpn 当且仅当 m | n。等价地，抽象域
Fpn 含有一个具有 pm 个元素的子域，当且仅当 m | n；该子域唯一，且为

{a ∈ Fpn : ap
m

= a}.

证明. 若 Fpm ⊆ Fpn，塔式公式给出 n = [Fpn : Fp] = [Fpn : Fpm ]m，故 m | n。
反之，设 n = mr。xp

m − x 的根组成 Fpm。若 ap
m
= a，反复作用 r 次得 ap

n
= a，所以这

些根都属于 Fpn。它们构成所需子域。任一 pm 元子域的所有元素都满足 xp
m − x = 0，故只能

是这个根集，唯一性成立。

定理 4.76 (有限域的 Galois 群). 扩张 Fpn/Fp 是 Galois 扩张，并且

Gal(Fpn/Fp) = 〈Frobp〉 ∼= Cn, Frobp(a) = ap.

证明. Fpn 是可分多项式 xp
n − x 在 Fp 上的分裂域，故为 Galois 扩张。Frobenius 映射保持加

法与乘法，并固定 Fp；它的核为 {0}，所以在有限集合 Fpn 上既是单射也是满射，因而确实是

一个 Fp–自同构。其第 n 次幂为 a 7→ ap
n
= a。若它的第 m < n 次幂已为恒等，则每个元素都

是 xp
m − x 的根，但该多项式至多有 pm < pn 个根，矛盾。所以 Frobenius 的阶为 n。Galois 群

的阶也为 [Fpn : Fp] = n，故它生成整个 Galois 群。
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4.8 多项式 Galois 群的计算（拓展阅读）

定义 4.77 (多项式的 Galois 群). 设 f(x) ∈ F [x] 是可分多项式，K 是它在 F 上的分裂域。称

Gal(f/F ) := Gal(K/F )

为 f 在 F 上的 Galois 群。它通过置换 f 的根，自然地成为某个对称群 Sn 的子群。

命题 4.78. 若 f(x) ∈ F [x] 是 n 次不可约可分多项式，则 Gal(f/F ) 在 f 的 n 个根上传递作

用。反之，若 Galois 群在全部根上传递作用，则这些根具有同一个极小多项式，因而 f 在忽略

常数因子后不可约。

证明. 任取两个根 α, β。不可约性说明二者的极小多项式都是 f，所以存在 F–嵌入 F (α)→ K

把 α 送到 β。由于 K/F 正规，该嵌入可延拓为 K 的 F–自同构，故作用传递。具体地，反向设
Galois 群在 f 的根集上传递，并取其中一个根 α，令 mα,F 为其极小多项式。对任一根 β，存在

σ ∈ Gal(K/F ) 使 σ(α) = β，于是

mα,F (β) = mα,F (σ(α)) = σ(mα,F (α)) = 0.

所以 f 的所有根都是 mα,F 的根。反过来，mα,F 的每个根也是 α 的一个 F–共轭元；由嵌入延
拓与 K/F 的正规性，它也是 α 在 Galois 群作用下的像，因而属于 f 的根集。由于 f 可分，f

与 mα,F 具有完全相同的互异根，故 f 是 mα,F 的一个非零常数倍，从而在忽略常数因子后不可

约。

定义 4.79 (判别式). 设首一多项式 f(x) 的根为 α1, . . . , αn，定义判别式

∆(f) =
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)
2 ∈ F.

∆(f) 在任意根的置换下不变，因此是根的对称多项式；由对称多项式基本定理，它可以表示为

f 的系数的多项式，所以确实属于 F。∆(f) 6= 0 当且仅当 f 可分。若 f(x) = x3 + ax+ b，则

∆(f) = −4a3 − 27b2.

命题 4.80 (不可约三次多项式的快速判定). 设 F 的特征不为 2，f ∈ F [x] 是首一、不可约、可
分的三次多项式。则

Gal(f/F ) ∼=

A3
∼= C3, ∆(f) 是F 中的平方;

S3, ∆(f) 不是F 中的平方.

证明. 不可约性说明 Galois 群是 S3 的传递子群，因此只有 A3 或 S3 两种可能。令

δ =
∏
i<j

(αi − αj), δ2 = ∆(f).

偶置换固定 δ，奇置换把 δ 变为 −δ。由于 K/F 是 Galois扩张，KGal(K/F ) = F。因此整个 Galois
群包含在 A3中，当且仅当 δ ∈ F：若群中全是偶置换，则 δ被整个群固定，故 δ ∈ KGal(K/F ) = F；

反之，若 δ ∈ F，则每个自同构都固定 δ，而特征不为 2 且 δ 6= 0，所以不可能有自同构把 δ 送

到 −δ，即不可能出现奇置换。
此外，若 δ ∈ F，则 ∆(f) = δ2 显然是 F 中的平方；反之，若 ∆(f) = c2，其中 c ∈ F，则

δ2 = c2，从而 (δ − c)(δ + c) = 0。域无零因子，所以 δ = ±c ∈ F。因此 δ ∈ F 当且仅当 ∆(f)

是 F 中的平方。于是判别式为平方时 Gal(f/F ) = A3，否则 Gal(f/F ) = S3。
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例 4.81. 对 f(x) = x3 − 2，有 a = 0, b = −2，故

∆(f) = −108 = −3 · 62

不是 Q 中的平方。又 f 由 Eisenstein 判别法不可约，所以 Gal(f/Q) ∼= S3，与前面直接构造自

同构所得结果一致。

例 4.82 (四次多项式). 设 f(x) = x4−2，α = 4
√
2。它的根为 α,−α, iα,−iα，分裂域为K = Q(α, i)。

由 Eisenstein 判别法 [Q(α) : Q] = 4，且 Q(α) ⊆ R，所以 i /∈ Q(α)，从而 [K : Q(α)] = 2，

故 [K : Q] = 8。由于 K 是特征 0 下多项式 x4 − 2 的分裂域，K/Q 是 Galois 扩张，所以
|Gal(K/Q)| = 8。

在 Q(i)[x] 中，x4 − 2 仍不可约：若 [K : Q(i)] 小于 4，塔式公式将给出 [K : Q] < 8，与上

面的计算矛盾。因此把 α 送到另一个根 iα、同时固定 i，确实给出一个 Q(i)–自同构。再令 τ 为

复共轭，便得到

σ(α) = iα, σ(i) = i, τ(α) = α, τ(i) = −i.

直接在生成元 α, i 上验证可得 σ4 = τ 2 = 1、τστ = σ−1。八个映射 σjτ k（0 ≤ j < 4，0 ≤ k < 2）

彼此不同，因而已经给出全部 8 个自同构。故 Gal(f/Q) ∼= D4，即阶为 8 的正方形对称群。

注记 4.83 (计算 Galois 群的基本路线). 通常先做四件事：判断多项式是否不可约；写出或描述
分裂域；用塔式公式计算分裂域次数；再把自同构看成根的置换，利用次数、传递性、判别式

等信息缩小可能的置换群。

4.9 可解扩张与根式可解性（拓展阅读）

定义 4.84 (可解群). 群 G 称为可解群，如果存在子群列

{1} = Gr ⊴ Gr−1 ⊴ · · · ⊴ G1 ⊴ G0 = G,

使每个商群 Gi/Gi+1 都是 Abel 群。

例 4.85. 所有 Abel 群都是可解群。S3 也是可解群，因为

{1} ⊴ A3 ⊴ S3,

且 A3
∼= C3、S3/A3

∼= C2。但当 n ≥ 5 时，Sn 不可解，因为 An 是非 Abel 单群。

定义 4.86 (根式扩张与根式可解). 若存在域塔

F = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fr

使 Fi = Fi−1(αi) 且 αni
i ∈ Fi−1，其中 ni ≥ 2，则称 Fr/F 为根式扩张。若多项式 f ∈ F [x] 的分

裂域包含在某个根式扩张中，则称 f 在 F 上可由根式解出。

定理 4.87 (Galois 的根式可解判据（引用）). 设 F 的特征为 0，f(x) ∈ F [x]。则 f 可由根式

解出，当且仅当其 Galois 群 Gal(f/F ) 是可解群。
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注记 4.88 (为何本讲义不把下面内容标成“证明”). 这个判据不属于英文讲义 Lecture 12–16 的
正文；其完整证明需要单位根扩张、循环扩张与 Kummer 理论，而这些工具在前文均未建立。
因此这里只解释两边联系的机制，不能把它当作本定理的完整证明。

若分裂域包含在根式扩张 L/F 中，可先把所需的单位根作为根式塔的前几步加入（因为

ζnn = 1 ∈ F），原基域仍是 F。对扩充后的根式塔中的一步 Fi−1 ⊆ Fi = Fi−1(αi)，其中 αni
i ∈ Fi−1，

在含有 ni 次单位根的情形下，其正规闭包的 Galois群是循环群的子群。因此，根式塔的正规闭
包的 Galois 群具有由 Abel 商群组成的正规列，是可解群。设 N/F 是包含原多项式分裂域 K

的这一有限 Galois 正规闭包，则限制映射给出

Gal(K/F ) ∼= Gal(N/F )/Gal(N/K),

所以 Gal(K/F ) 是可解群的商群，因而也是可解群。

反过来，若分裂域的 Galois群可解，则取其可解列，并将子群列通过 Galois基本定理翻译为
中间域列。先在根式塔中加入适当的单位根，再将每个 Abel商群进一步细分为循环群；Kummer
理论表明，在含有所需单位根的基域上，每个这样的循环扩张都可以表示为添加某个根式。沿

着这条塔逐步添加根式，便得到包含原分裂域的根式扩张。注意：这段论证依赖 Kummer 理论，
不能仅由本节前面已经证明的初等结论独立完成。

注记 4.89 (五次方程为什么不同). 二、三、四次一般方程的 Galois 群分别嵌入 S2, S3, S4，这些

群都可解，因此存在统一的根式公式。五次一般方程的 Galois 群是 S5，它不可解，所以不存在

适用于所有五次方程的根式公式。这并不是说每个具体五次方程都不能用根式求解；例如 x5−2

的 Galois 群可解，它仍可由根式解出。

4.10 知识串联与自测

本节最重要的逻辑链条可概括为

极小多项式 =⇒单扩张的次数与基 =⇒分裂域,

正规+可分⇐⇒有限 Galois 扩张 =⇒子群–中间域对应,

xp
n − x =⇒ Fpn =⇒ Gal(Fpn/Fp) = 〈a 7→ ap〉.

练习 4.90. 求 [Q(
√
2, 3
√
3) : Q]。

解答. 令 E = Q(
√
2)，L = Q( 3

√
3)。由 Eisenstein判别法，[E : Q] = 2、[L : Q] = 3。若 3

√
3 ∈ E，

则 L ⊆ E，从而 3 = [L : Q] 应整除 [E : Q] = 2，矛盾。因此 x3 − 3 在 E 中没有根。由于它是

三次多项式，若在 E[x] 中可约就必有一次因子，故它在 E[x] 中不可约，从而 [EL : E] = 3。由

塔式公式

[EL : Q] = [EL : E][E : Q] = 3 · 2 = 6.

练习 4.91. 求
√
2 +
√
3 在 Q 上的极小多项式。

解答. 令 α =
√
2 +
√
3。则 α2 = 5 + 2

√
6，所以 (α2 − 5)2 = 24，即

α4 − 10α2 + 1 = 0.
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由于

α−1 =
√
3−
√
2,

√
2 =

α− α−1

2
,

√
3 =

α + α−1

2
,

故 Q(α) = Q(
√
2,
√
3)。其中

√
3 /∈ Q(

√
2)，否则设

√
3 = a+ b

√
2（a, b ∈ Q）。平方并比较有理

部分和
√
2 部分，得到 2ab = 0 且 a2 + 2b2 = 3；若 b = 0，则 a2 = 3，若 a = 0，则 b2 = 3/2。

第一种情形会推出
√
3 ∈ Q；第二种情形若写 b = r/s 为既约分数，则 2r2 = 3s2，进而同时推

出 3 | r 与 3 | s，矛盾。因此
√
3 /∈ Q(

√
2)。由塔式公式 [Q(

√
2,
√
3) : Q] = 4，故四次多项式

x4 − 10x2 + 1 就是极小多项式。

练习 4.92. 判断 Q( 4
√
2)/Q 是否正规、是否可分、是否 Galois。

解答. x4− 2由素数 2的 Eisenstein判别法在 Q[x]中不可约，因此它是 4
√
2在 Q上的极小多项

式。特征为 0，所以扩张可分。这个不可约多项式在该域中有根 4
√
2，但根 i 4

√
2不在实域 Q( 4

√
2)

中，故扩张不正规，因而不是 Galois 扩张。

练习 4.93. 写出 x4 + 1 在 Q 上的分裂域及其次数。

解答. 令 ζ8 = e2πi/8。x4 + 1 的根为 ζ8, ζ
3
8 , ζ

5
8 , ζ

7
8，故分裂域为

Q(ζ8) = Q(i,
√
2).

这里 i = ζ28 且
√
2 = ζ8 + ζ−1

8 ，故 Q(i,
√
2) ⊆ Q(ζ8)；反过来 ζ8 = (1 + i)/

√
2 ∈ Q(i,

√
2)，所以

两域确实相等。又 [Q(
√
2) : Q] = 2，而 i /∈ Q(

√
2) ⊆ R，故

[Q(ζ8) : Q] = [Q(
√
2, i) : Q(

√
2)][Q(

√
2) : Q] = 2 · 2 = 4.

练习 4.94. 说明 F26 有哪些子域。

解答. 子域与 6 的正因子对应。因为 1, 2, 3, 6 是全部正因子，所以子域恰为

F2, F4, F8, F64.

每种大小的子域都是唯一的。

练习 4.95. 设 E/F 是有限 Galois 扩张，Gal(E/F ) 为循环群 C12。问 E/F 有多少个中间域？

其中次数为 3 的中间扩张有几个？

解答. 循环群 C12 对 12 的每个正因子都有唯一子群，因此共有 6 个子群，也就有 6 个中间域。

次数为 3 的中间域 K/F 对应指数为 3、即阶为 4 的子群；该子群唯一，所以这样的中间域只

有一个。

注记 4.96 (复习时建议优先掌握). 若课程不考查加星内容，应优先熟练掌握：塔式公式；极小多
项式与 F [x]/(m)；分裂域的构造；正规与可分的判定；有限 Galois 扩张的等价刻画与固定域判
别；Galois 基本定理；有限域的存在唯一性、子域结构和 Frobenius 自同构。多项式 Galois 群
的复杂计算及根式可解性可作为拓展阅读。


