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泛函分析-2024-11-22

1. 证明度量空间中的完全有界集都是可分的.

2. 设 (X, ∥ · ∥)为赋范空间, {x1, · · · , xn} ⊂ X 线性无关,证明：∃µ > 0, s. t.

|α1| + · · · + |αn | ≤ µ∥α1x1 + · · · + αnxn∥, ∀αi ∈ K

运用上述结论证明：对于赋范空间 X , {e1, · · · , en} ⊂ X 为一组基,有

yk =

n∑
j=1

a(k)
j xj → y =

n∑
j=1

ajxj

⇔ lim
k→∞

a(k)
j = aj, j = 1, · · · , n

3. 记 S[0, 1]为区间 [0, 1]上所有可测函数,则 S[0, 1]为线性空间,定义

d(x, y) =
∫ 1

0

|x(t) − y(t)|
1 + |x(t) − y(t)| dt, ∀x(t), y(t) ∈ S[0, 1]

证明：

(a) d满足距离的定义.

(b) (S[0, 1], d)为完备度量空间.
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4. 设 K(s, t)为 0 ≤ s, t ≤ 1上的连续函数,考虑积分算子

(Tx)(s) =
∫ 1

0
K(s, t)x(t) dt, ∀x = x(s) ∈ C[0, 1]

证明：

∥T∥ = sup
0≤s≤1

∫ 1

0
|K(s, t)| dt

为 T 的算子范数.

5. 设 X 为 Hilbert空间, S = {eα}α∈A 为正交规范集,证明下列叙述等价：

(a) S是封闭的.

(b) S是完备的.

(c) Parseval等式成立,即
∥x∥2 =

∑
α∈A
|(x, eα)|2, ∀x ∈ X
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