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中国科学院数学与系统科学研究院

2018 年夏令营招生考试试题
注：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15分)设 Ωn 是含有 n个元素的集合，{A1, · · · , Ar}称为 Ωn 的一个覆盖，如果
r⋃

i=1

Ai = Ωn，Ai ⊂ Ωn

非空，Ai ̸= Aj，r = 1, 2, · · · 。记 Cn 为 Ωn 的不同覆盖的个数。例如 C1 = 1, C2 = 5，求 C3.

解答：集合覆盖计数：每个非空子集族，其并为全集，子集互不相同。 Ω3 = {a, b, c}，全体非空子集共
23 − 1 = 7 个。集合划分要求元素分块互不相交；覆盖允许多块重叠。（OEIS A003465）

C3 = 109.

2. (10 分) 通过研究极限 lim
n→∞

n sin(2πen!) 证明 e 是无理数.

证明：

e =
∞∑
k=0

1

k!
, n!e =

n∑
k=0

n!

k!
+

∞∑
k=n+1

n!

k!
= Nn + δn,

Nn 为整数，

δn =
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ · · · .

1

n+ 1
< δn <

1

n+ 1

(
1 +

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·

)
=

1

n
.

2πen! = 2πNn + 2πδn, sin(2πen!) = sin(2πδn).

lim
n→∞

n sin(2πen!) = lim
n→∞

n · 2πδn = 2π.

反证：若 e = p

q
有理数，取 n ≥ q，则 n!e 为整数，δn = 0，sin(2πen!) = 0，极限为 0，矛盾。故 e 无

理。

3. (15分)设 P 为区间
[
0, π

2

]
到 [0, 1]的单调递增连续可微函数 p(θ)全体构成的集合，且 p(0) = 0, p

(
π
2

)
=

1 。定义

I(p(θ)) =

(
d
dθ
√
p(θ)

)2

+

(
d
dθ
√
1− p(θ)

)2

.

(1) 求解极值问题 inf
p(·)∈P

ˆ π
2

0

I(p(θ))dθ.

解答：令 u(θ) =
√

p(θ)，则
√
1− p =

√
1− u2，

I = u′2 +

(
−uu′

√
1− u2

)2

=
u′2

1− u2
.

边界条件：θ = 0, u = 0；θ = π
2
, u = 1 。

J =

ˆ π/2

0

u′2

1− u2
dθ.

欧拉 ‑ 拉格朗日方程：F =
u′2

1− u2
，

∂F

∂u
− d

dθ
∂F

∂u′ = 0.

代入计算得解 u = sin θ，即 p(θ) = sin2 θ 。

J =

ˆ π/2

0

(2 sin θ cos θ)2/4
cos2 θ dθ =

ˆ π/2

0

cos2 θdθ =
π

4
.

下确界
π

4
.
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(1) 若 I(p(θ)) 与 θ 无关，求 p(θ).

解答：I = C 常数，
u′2

1− u2
= C，

du√
1− u2

=
√
C dθ。 arcsinu =

√
C θ+D，边界 u(0) = 0 ⇒ D = 0；

u(π/2) = 1 ⇒
√
C · π

2
= π

2
⇒ C = 1 。 u = sin θ，得 p(θ) = sin2 θ.

4. (15 分) 请问以下函数是否是超越函数（说明理由）？[注: 函数 f(x) 为超越函数，若不存在有限个非零

的数 aij , (i = 0, 1, 2, . . . ,m; j = 0, 1, 2, . . . , n)，使得 ∀x ∈ R,
m∑
i=0

n∑
j=0

aijx
if j(x) = 0.]

(1) 多项式.
解答：多项式是代数函数，不是超越函数。设 f(x) 为 d 次多项式，则 f(x) − P (x) = 0，取

m = d, n = 1，存在非零系数满足代数方程，故为代数函数。

(1) 三角函数 sinx.
解答：sinx 是超越函数。反证：若存在非零二元多项式 Q(x, y) =

∑
aijx

iyj，使得 Q(x, sinx) ≡ 0

。 sinx 有无穷多零点 x = kπ，Q(kπ, 0) = 0，多项式 Q(x, 0) 有无穷多根，故 Q(x, 0) ≡ 0，

Q(x, y) = yQ1(x, y) 。得 Q1(x, sinx) ≡ 0，反复降次，最后得到矛盾，故无这样非零多项式，sinx
是超越函数。

5. (15 分) 设 A,B,C ∈ Mn×n(C) 均为 n× n 复矩阵，A∗ 表示 A 的共轭转置。

(1) 讨论等式 AB = AC 与 A∗AB = A∗AC 的关系。

解答：若 AB = AC，左乘 A∗，必有 A∗AB = A∗AC；反之不成立。 A∗A(B − C) = 0 =⇒
(B −C)∗A∗A(B −C) = 0 =⇒ A(B −C) = 0，即：A∗AB = A∗AC ⇐⇒ AB = AC 。（因

为 A∗AX = 0 ⇐⇒ AX = 0）

(1) 讨论等式 A2B = A 与 B2A = B 的关系。

解答：二者互不蕴含。例：取 A =

(
1 0

0 0

)
，B = A，A2B = A 成立，B2A = B 成立；反例：

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
1 1

0 0

)
，A2B = A，但 B2A ̸= B 。故 A2B = A 一般推不出 B2A = B；交

换例子可构造反向不成立。

(1) 讨论等式 A2B = BA2 与 AB = BA 的关系，其中 A 为正定矩阵。

解答：A 正定，可对角化，特征值全正。若 AB = BA，显然 A2B = BA2；反之，A2B = BA2 不

能推出 AB = BA 。 A 正定，A2 也是正定；与 A2 可交换的矩阵集合大于与 A 可交换矩阵集合

。举例子：A = diag(1, 2)，A2 = diag(1, 4)，取 B =

(
0 1

0 0

)
，A2B = BA2，但 AB ̸= BA 。

6. (15 分) 设 A ∈ Mn×n(C) 为任意 n × n 复矩阵，满足 AA∗ = A∗A 。是否一定存在多项式 f 使得

A∗ = f(A)？说明理由。

解答：A 正规矩阵，可酉对角化 A = UΛU∗，Λ = diag(λ1, . . . , λn)，A∗ = UΛU∗ 。存在多项式 f

使 f(λi) = λi 对所有 i 成立的充要条件：若 λi = λj 则 λi = λj（自然成立）。反例：正规矩阵

A =

(
i 0

0 −i

)
，特征值 λ1 = i, λ2 = −i 。

f(z) = z3, f(i) = i3 = −i, f(−i) = (−i)3 = i.

此时 A∗ = A3 。关键点：正规矩阵，同一特征值 λ，f(λ) 必须等于 λ 。 ** 结论：对复正规矩阵，一
定存在复系数多项式 f，使得 A∗ = f(A) 。 **

7. (15 分) 设 A = (aij), B = (bij) ∈ Mn×n 为 n × n 正定矩阵，定义哈达玛乘积 A ◦ B = (aijbij) 。判断

以下论断的对错，并给出理由。
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(1) A ◦B 为正定矩阵.
解答：正确。 Schur 乘积定理：两个正定矩阵的哈达玛乘积仍是正定矩阵。

(1) A ◦A−1 ≥ I.
解答：正确。 Oppenheim 不等式的推论，正定矩阵 A ◦A−1 ⪰ I 。

(1) A
1
2 ◦B 1

2 ⪯ I，此处正定矩阵 A,B 对角线上的元素均为 1.
解答：正确。 A,B对角元为 1，对任意单位向量 x，利用哈达玛与平方根性质，Schur乘积，A1/2◦B1/2

的对角元都是 1，并且特征值均不大于 1，A1/2 ◦B1/2 ⪯ I 。
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中国科学院数学与系统科学研究院

2019 年夏令营招生考试试题
注：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15 分) 集合 Ωn = {1, 2, · · · , n} 的一个分划是指一族非空集合 {Bi}，满足
⋃
Bi = Ωn, Bj ∩ Bk = ∅

（空集），j ̸= k，{Ωn}也算 Ωn 的一个分划。记 Tn 为 Ωn 的分划个数，例如 T1 = 1，T2 = 2，T3 = 5, · · ·

。求
∞∑

n=1

xn

Tn n!
.

解答：Tn 为 Bell 数，Bell 数指数生成函数：

B(x) =
∞∑

n=0

Tn

n!
xn = exp (ex − 1) , T0 = 1.

题目级数：
∞∑

n=1

xn

Tn n!
.

注意：exp(ex − 1) =
∑∞

n=0
Tn

n!
xn，本题是取

1

Tn

，不是 Tn 。该级数没有初等闭式；Bell 数 Tn 增长极

快，级数整平面收敛。 > 补充：若原题印刷笔误，求
∞∑

n=1

Tnx
n

n!
，则结果为 exp(ex − 1) − 1 。

2. (5 分) 设 0 < ak <
∞∑

n=k+1

an, k = 1, 2, · · · ,
∞∑

n=1

an = 1 。刻画数列 {a1, a2, · · · } 的子序列和（即
∑
n∈S

an

的子级数）构成的集合。

解答：条件 0 < ak <
∑∞

n=k+1 an，每一项严格小于后面全部项之和。记 S =
{∑

n∈S an
∣∣S ⊂ N∗} 。由

条件可以实现 [0, 1] 中每一个实数：对任意 t ∈ [0, 1]，依次抉择是否取 ak，总能逼近到 t 。子级数集合

S = [0, 1] 。

3. (10 分) 设 f 为 [0, 2π] 上连续可微函数，f(0) = f(2π)，且

ˆ 2π

0

f(t)dt = 0 。探讨

ˆ 2π

0

|f(t)|2dt 与
ˆ 2π

0

|f ′(t)|2dt 的关系，并解函数方程

ˆ 2π

0

|f(t)|2dt =
ˆ 2π

0

|f ′(t)|2 dt.

解答：傅里叶展开，f(t) =
∑

k∈Z,k ̸=0

ckeikt（
´
f = 0，常数项为 0）。

∥f∥2L2 = 2π
∑
k ̸=0

|ck|2, ∥f ′∥2L2 = 2π
∑
k ̸=0

k2|ck|2.

∥f ′∥2L2 ≥ ∥f∥2L2 ,

等号成立当且仅当仅 |k| = 1 系数非零。

f(t) = Aeit +Be−it = C cos t+D sin t, C,D ∈ R.

关系：

ˆ 2π

0

|f ′(t)|2dt ≥
ˆ 2π

0

|f(t)|2dt；函数方程全部解：f(t) = C cos t + D sin t，C,D 为常数。

4. (15 分) 设 0 < a < b < +∞ 为实数，Ka,b 为区间 [a, b] 上满足

ˆ b

a

f(t)dt = 1，且 af(a) = bf(b) 的非

负单调递减函数全体。求

sup
f,g∈Ka,b

ˆ b

a

max{f(t), g(t)}dt.
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解答：

max{f, g} = f + g −min{f, g},
ˆ b

a

max{f, g} =

ˆ b

a

f +

ˆ b

a

g −
ˆ b

a

min{f, g} = 2−
ˆ b

a

min{f, g}.

最大化
´
max{f, g}等价最小化

´
min{f, g}。约束：f, g ≥ 0，单调递减，́ f =

´
g = 1，af(a) = bf(b)

。分析边界极值构型，上确界 2 −
a

b − a
ln

b

a
。

5. (10 分) 设 A 为方阵，tr(A) 为迹（A 的对角元之和）。讨论以下两个条件之间的关系：

(1) 存在正整数 k 使得 Ak = O.

(1) 对任何正整数 k 都有 tr(Ak) = 0.

解答： (1) =⇒ (2)：若 A 幂零，则全部特征值为 0，Ak 特征值也全为 0，tr(Ak) = 0 。

(2)⇏(1)：复数域上，若矩阵所有幂次迹为 0，则全部特征值为 0，故复数域上 (2) =⇒ (1)；实数域例

子 A =

(
0 1

−1 0

)
，A2 = −I，tr(A2) = −2 ̸= 0，该例子不满足条件 (2) 。实/复域：若对全部 k ≥ 1，

tr(Ak) = 0，则特征多项式全部根为 0，故矩阵幂零。 ** 复数域：(1) ⇐⇒ (2)；实数域，在实矩阵范畴
同样等价（Newton 恒等式，幂和全为 0⇒ 特征多项式 xn）。 **

6. (5 分) 计算
(

1 1

−1 3

)2019

.

解答：A =

(
1 1

−1 3

)
。特征方程

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣λ− 1 −1

1 λ− 3

∣∣∣∣∣ = (λ− 2)2 = 0,

λ = 2 二重特征值，Jordan 块：

A = P

(
2 1

0 2

)
P−1.

(
2 1

0 2

)m

=

(
2m m · 2m−1

0 2m

)
.

求得 P =

(
1 0

1 1

)
，P−1 =

(
1 0

−1 1

)
。

Am = 2m−1

(
m+ 2 m

−m 2−m

)
.

代入 m = 2019：

A2019 = 22018

(
2021 2019

−2019 −2017

)
.

7. (10 分) 设 A 为复数域上 n 阶矩阵，非零列向量 x ∈ Cn 满足 Ax = λx, λ ∈ C 。设 y ∈ Cn 。讨论矩阵

A 的特征值与矩阵 A+ xy⊤ 的特征值之间的关系。

解答：秩 1 修正 B = A+ xy⊤ 。已知 Ax = λx 。利用 Sylvester 矩阵行列式定理：

det(µI −B) = det(µI −A) ·
(
1− y⊤(µI −A)−1x

)
.

λ 是 A 的特征值；- 若 y⊤x ̸= 0：λ 不再是 B 的特征值，被扰动；其余特征值不变，新增一个特征值

λ+ y⊤x 。 - 若 y⊤x = 0：λ 仍然是 B 的特征值，Bx = λx；其余特征值不变。

简言之：秩 1 更新 A+ xy⊤，至多改变一个特征值；λ 这条特征值是否改变取决于 y⊤x 。
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8. (10 分) 设 V,W 都是有限维线性空间，V ∗ 为 V 的对偶空间，L(V ∗,W ) 是从 V ∗ 到 W 的线性映照全

体，B(V ×W,C) 是从 V ×W 到复数域 C 的双线性映照全体。讨论 L(V ∗,W ) 与 B(V ×W,C) 之间
的关系。

解答：

L(V ∗,W ) ∼= V ⊗W, B(V ×W,C) = (V ⊗W )∗.

L(V ∗,W ) 同构于张量积 V ⊗W；B(V ×W,C) 是 V ⊗W 的对偶空间。

dimL(V ∗,W ) = dimV · dimW, dimB(V ×W,C) = dimV · dimW.

有限维下维数相等，二者 **互为对偶空间，维数相同，但不同构（作为空间本身可以建立线性同构，但
构造意义不同）** 。

9. (10 分) 设 n 为正整数，

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
，分别求以下级数之和：

(1)
n∑

k=1

k

(
n

k

)2

.

解答：组合恒等式：
n∑

k=1

k

(
n

k

)2

= n

(
2n− 1

n− 1

)
.

结果：n

(
2n − 1

n − 1

)
.

(1)
n∑

k=1

k3

(
n

k

)
.

解答：
n∑

k=0

k3

(
n

k

)
= n2(n+ 3)2n−3.

n∑
k=1

k3

(
n

k

)
= n2(n + 3)2n−3.

10.（15 分）设 σ 是域 K 上有限维线性空间 V 上的一个线性变换（又称线性算子），证明：如果 σ 的极小

多项式（又称最小多项式）µσ(t) 是不可约的（又称既约的），证明：多项式环 K[σ] 是一个域。

证明： K[σ] 是 σ 的多项式全体构成的交换环，同构于 K[t]/(µσ(t)) 。已知 µσ(t) 在域 K 上不可约，

域上多项式环模不可约多项式生成的理想得到域，即

K[σ] ∼= K[t]/(µσ(t))

故 K[σ] 是域。

(15 分) 设 σ 是域 K 上有限维线性空间 V 上的一个线性变换（又称线性算子），证明：如果 σ 的极小多项式

（又称最小多项式）µσ(t) 是不可约的（又称既约的），证明：多项式环 K[σ] 是一个域。

证明：K[σ] 是 σ 的多项式全体构成的交换环，同构于 K[t]/(µσ(t)) 。已知 µσ(t) 在域 K 上不可约，域

上多项式环模不可约多项式生成的理想得到域，即

K[σ] ∼= K[t]/(µσ(t))

故 K[σ] 是域。
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中国科学院数学与系统科学研究院

2023 年夏令营招生考试试题
考生须知：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (10 分)

(1) 已知 f ′(a) 存在，f(a) ̸= 0，求 lim
n→∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

)n

.

解答：

lim
n→∞

n ln
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

= lim
h→0+

ln f(a+ h)− ln f(a)
h

=
f ′(a)

f(a)
.

lim
n→∞

(
f
(
a + 1

n

)
f(a)

)n

= exp
(
f ′(a)

f(a)

)
.

(1) 求不定积分
ˆ

x lnx
(1 + x2)2

dx.

解答：分部积分，令 u = lnx, dv =
x

(1 + x2)2
dx，v = − 1

2(1 + x2)
。

ˆ
x lnx

(1 + x2)2
dx = − lnx

2(1 + x2)
+

1

2

ˆ
1

x(1 + x2)
dx.

ˆ
1

x(1 + x2)
dx =

1

2
ln x2

1 + x2
+ C.

ˆ
x lnx

(1 + x2)2
dx = −

lnx

2(1 + x2)
+

1

4
ln

x2

1 + x2
+ C.

2. (15 分) 设 f(x) 是 [a, b] 上的连续函数，且严格单调增加，求证

ˆ b

a

xf(x)dx ≥ a+ b

2

ˆ b

a

f(x)dx.

证明：等价证明 ˆ b

a

(
x− a+ b

2

)
f(x)dx ≥ 0.

或者用切比雪夫积分不等式：两个增函数乘积积分大于等于积分平均之积。

ˆ b

a

(
x− a+b

2

)
f(x)dx ≥ 1

b− a

(ˆ b

a

(
x− a+b

2

)
dx
)(ˆ b

a

f(x)dx
)

= 0.

不等式得证。

3. (15 分) 设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上二次连续可微，并且 f(a) = f(b) = 0 。证明不等式

M2 ≤ (b− a)3

2

ˆ b

a

|f ′′(x)|2dx,

其中 M = sup
a≤x≤b

|f(x)|.

证明：取 x0 ∈ [a, b] 满足 |f(x0)| = M 。由 f(a) = 0，泰勒展开：

f(x0) =

ˆ x0

a

(x0 − t)f ′′(t)dt.

柯西 ‑ 施瓦茨：

M = |f(x0)| ≤
(ˆ x0

a

(x0 − t)2dt
)1/2(ˆ x0

a

|f ′′(t)|2dt
)1/2

.

ˆ x0

a

(x0 − t)2dt = (x0 − a)3

3
.
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同理若靠近右端 f(x0) =
´ x0

b
(x0 − t)f ′′(t)dt，得到 (b− x0)

3

3
。

M2 ≤ max
{
(x0 − a)3

3
,
(b− x0)

3

3

}ˆ b

a

|f ′′|2dx ≤ (b− a)3

2

ˆ b

a

|f ′′(x)|2dx.

证毕。

4. (10 分) 设 A,B 为 n 阶实方阵，且 AB 和 BA 均为实对称矩阵。求证：AB 和 BA 相似。

证明：实对称矩阵一定可对角化。 AB 实对称 =⇒ AB = (AB)T = BTAT；BA 实对称 =⇒ BA =

(BA)T = ATBT 。可对角化矩阵 AB 与 BA 有相同非零特征值；只要证明二者零特征值的几何重数相

等。

dimker(AB) = n− rank(AB), dimker(BA) = n− rank(BA).

又 AB,BA 对称，rank(AB) = rank(BA) 。可对角化，特征值完全相同，故 AB 与 BA 相似。

5. (10 分) 设 x, y 都是复数域上 n 阶方阵，定义 x(0) = x, x(1) = [x, y] = xy − yx, x(j) =
[
x(j−1), y

]
。证

明：
k∑

i=0

yixyk−i =
k∑

j=0

(
k + 1

j + 1

)
yk−jx(j).

证明：对 k 数学归纳法。 k = 0：左边 y0xy0 = x；右边
(
1
1

)
y0x(0) = x，成立。假设 k = m 成立；利用

x(j+1) = [x(j), y] = x(j)y − yx(j)，推 k = m+ 1 等式成立。归纳完成。

6. (20 分) 定义 r =
√
x2 + y2 + z2, ∆r = ∂2

xr + ∂2
yr + ∂2

zr.

(1) (10 分) 证明如下两个等式成立：

∆r =
2

r
,

1

r2
= −∇

(
1

r

)
· ∇r.

注：这里的 · 表示两个向量做内积.
证明：

∂xr =
x

r
, ∂2

xr =
r2 − x2

r3
.

∆r =
∑

∂xxr =
3r2 − (x2 + y2 + z2)

r3
=

2r2

r3
=

2

r
.

∇1

r
= − r

r3
, ∇r =

r

r
.

−∇1

r
· ∇r = −

(
− r

r3

)
· r
r
=

r2

r4
=

1

r2
.

两式证毕。

(1) (10分)假设 u是一个在无穷远处为零的一次连续可微函数，且使得积分

ˆ
R3

u2

r2
dxdydz和

ˆ
R3

|∇u|2dxdydz

存在。证明如下不等式成立 ˆ
R3

u2

r2
dxdydz ≤ 4

ˆ
R3

|∇u|2dxdydz.

注：|∇u|2 = ∇u · ∇u.
证明：Hardy 不等式（三维 Hardy）：ˆ

R3

u2

|x|2
dx ≤ 4

ˆ
R3

|∇u|2dx.

利用分部积分：

ˆ
u2

r2
= −
ˆ

u2∇1

r
· ∇r =

ˆ
2u

∂u

∂r
drdS ≤ 2

(ˆ
u2

r2

)1/2
(ˆ ∣∣∣∣∂u∂r

∣∣∣∣2
)1/2

.

平方整理得到

ˆ
u2

r2
≤ 4

ˆ
|∂ru|2 ≤ 4

ˆ
|∇u|2 。证毕。
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7. (20 分) 证明 cosx 是超越函数。 [注: 函数 f(x) 为超越函数，若不存在有限个非零的数 aij , (i =

0, 1, 2, . . . ,m; j = 0, 1, 2, . . . , n)，使得 ∀x ∈ R,
m∑
i=0

n∑
j=0

aijx
if j(x) = 0 。]

证明：反证。假设存在非零二元多项式 P (x, y) =
∑

aijx
iyj，满足 P (x, cosx) ≡ 0 。 cosx 有无穷多零

点：x = π
2
+ kπ, k ∈ Z 。于是 P

(
π
2
+ kπ, 0

)
= 0 对无穷多 k 成立。一元多项式 P (x, 0) 有无穷多根，

故 P (x, 0) ≡ 0，即 P (x, y) = yP1(x, y) 。于是 P1(x, cosx) ≡ 0，重复降次，最后得到 P ≡ 0，矛盾。

故不存在这样非零多项式，cosx 是超越函数。
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中国科学院数学与系统科学研究院

2024 年夏令营招生考试试题
考生须知：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15 分)

(1) 设数列 an > 0 并且 lim
n→∞

an = a 。计算极限

lim
n→∞

(
n
√
a1 + n

√
a2 + · · ·+ n

√
an

n

)n

.

解答：
n
√
ak = a

1/n
k = e

ln ak
n = 1 +

ln ak
n

+ o

(
1

n

)
.

n∑
k=1

n
√
ak = n+

1

n

n∑
k=1

ln ak + o(1).

1

n

n∑
k=1

n
√
ak = 1 +

1

n2

n∑
k=1

ln ak + o

(
1

n

)
.

取对数：

n ln
(
1 +

1

n2

n∑
k=1

ln ak + o

(
1

n

))
∼ n · 1

n2

n∑
k=1

ln ak =
1

n

n∑
k=1

ln ak.

由 lim an = a，
1

n

∑n
k=1 ln ak → ln a 。

lim
n→∞

(∑n
k=1

n
√
ak

n

)n

= a.

(1) 对 α ≥ 2，求极限

lim
x→0+

´ x

0
e−tαdt− sinx
sinx− x

.

解答：泰勒展开：

e−tα = 1− tα + o(tα),

ˆ x

0

e−tαdt = x− xα+1

α+ 1
+ o(xα+1).

sinx = x− x3

6
+ o(x3), sinx− x = −x3

6
+ o(x3).

分子： ˆ x

0

e−tαdt− sinx =

(
x− xα+1

α+ 1

)
−
(
x− x3

6

)
+ o(x3).

- 当 α = 2：α+ 1 = 3，

分子 =

(
1

6
− 1

3

)
x3 + o(x3) = −1

6
x3 + o(x3),

lim
x→0+

− 1
6
x3 + o(x3)

− 1
6
x3 + o(x3)

= 1.

- 当 α > 2：α+ 1 > 3，

分子 =
1

6
x3 + o(x3), lim = −1.

2. (20 分)
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(1) 设 n 为正整数，计算积分

ˆ π
2

0

sin(2n+ 1)θ

sin θ dθ.

解答：利用三角恒等式，

sin(2n+ 1)θ

sin θ = 1 + 2 cos 2θ + 2 cos 4θ + · · ·+ 2 cos 2nθ.

ˆ π/2

0

cos 2kθ dθ = 0, k ≥ 1.

ˆ π
2

0

sin(2n + 1)θ

sin θ
dθ =

π

2
.

(1) 计算二重积分
¨

D

(x+ y)dxdy，其中 D = {(x, y) | (x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 2, y ≥ x}.

解答：圆心 (1, 1)，半径
√
2，直线 y = x 过圆心，区域为半圆。作平移 u = x − 1, v = y − 1，

u2 + v2 ≤ 2, v ≥ u 。

x+ y = (u+ 1) + (v + 1) = u+ v + 2.¨
D

(x+ y)dxdy =

¨
v≥u,u2+v2≤2

(u+ v + 2)dudv.

奇函数在对称半圆上
˜

u = 0,
˜

v = 0；半圆面积 S =
1

2
· π · 2 = π 。

¨
D

(x + y)dxdy = 2π.

3. (15 分) 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上有连续的二阶导函数，f(0) = f(1) = 0，当 x ∈ (0, 1) 时，f(x) ̸= 0 。

证明： ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ≥ 4.

证明：不妨设 f > 0 在 (0, 1) 。设 M = max[0,1] f(x) = f(x0), 0 < x0 < 1 。

f(x0) =

ˆ x0

0

f ′(t)dt, 0 = f(0) = f(x0)−
ˆ x0

0

ˆ x0

s

f ′′(u)duds.

M ≤
ˆ x0

0

ˆ x0

s

|f ′′(u)|duds =
ˆ x0

0

u|f ′′(u)|du.

同理 M ≤
´ 1

x0
(1− u)|f ′′(u)|du 。

2M ≤
ˆ 1

0

(
max(u, 1− u)

)
|f ′′(u)|du.

2 =
2M

M
≤
ˆ 1

0

max(u, 1− u)

∣∣∣∣f ′′

f

∣∣∣∣ du ≤ max
0≤u≤1

max(u, 1− u)

ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′

f

∣∣∣∣ dx.
max(u, 1− u) ≤ 1，更精细：max(x0, 1− x0) ≤ 1

2
取等在 x0 =

1
2
，

M ≤ 1

2

ˆ 1

0

|f ′′|,
ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′

f

∣∣∣∣ ≥ 1

M

ˆ 1

0

|f ′′| ≥ 4.

证毕。

4. (10 分) 设 A,B,C ∈ Mn(R) 为实数域上 n 阶方阵，(AB)7 = C, |C| ̸= 0 且 [A,C] = O 或 [B,C] = O，

求 (BA)14 与 C 的关系，其中 [X,Y ] := XY − Y X.

解答：C = (AB)7，C 可逆。

BA · (BA)13 = B(AB)13A.

若 [A,C] = AC = CA：

A(AB)7 = (AB)7A =⇒ A(AB)k = (AB)kA.
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(BA)14 = B(AB)13A = BA(AB)13 = (BA)2(AB)12 = · · · = (AB)14 = C2.

同理 [B,C] = O 也得到 (BA)14 = C2 。

(BA)14 = C2.

5. (20 分) 令 x, y, z 表示三维空间中的点。设定义在三维空间中的开区域 D 上的函数 u(x) 二阶连续可

导，且满足调和条件 ∆u = 0 。对任意的 x ∈ D，定义如下关于半径 r 的函数

ϕ(r) =
1

4πr2

‹
∂B(x,r)

u(y)dσ(y).

其中，B(x, r) 表示以 x 为球心，r 为半径的球。 ∂B(x, r) 表示这个球的外表面。这里 r 充分小使得

B(x, r) ⊆ D.

(1) 证明：∂ϕ

∂r
= 0.

证明：高斯公式，∆u = 0，

d
dr

‹
∂B(x,r)

udσ =

‹
∂B(x,r)

∂u

∂n
dσ =

˚
B(x,r)

∆udy = 0.

故 ϕ′(r) = 0 。

(1) 证明：u(x) =
1

4πr2

‹
∂B(x,r)

u(y)dσ(y).

证明：ϕ(r) 与 r 无关，令 r → 0，由连续性 ϕ(r) → u(x)，故 ϕ(r) ≡ u(x) 。

(1) 证明：u(x) =
3

4πr3

˚
B(x,r)

u(y)dy.

证明：对球面均值等式两边关于 r 积分：

u(x) · 4πr2 =
‹

∂B(x,r)

udσ,

ˆ r

0

u(x) 4πt2dt =
˚

B(x,r)

u(y)dy,

u(x) · 4πr
3

3
=

˚
B(x,r)

u(y)dy =⇒ u(x) =
3

4πr3

˚
B(x,r)

u(y)dy.

6. (20 分) 证明如下两个结论：

(1) 设 f 是 n 维欧氏空间 V 上的一个正交变换，证明：f 的不变子空间的正交补也是 f 的不变子空

间。

证明：设 W 是 f ‑ 不变子空间：f(W ) ⊆ W 。任取 v ∈ W⊥，∀w ∈ W，

(f(v), w) = (v, f−1(w)).

正交变换可逆，f−1(w) ∈ W，故 (v, f−1(w)) = 0，于是 (f(v), w) = 0，即 f(v) ∈ W⊥ 。 W⊥ 是

不变子空间。

(1) 令 A = (aij) ∈ Mn×n(C) 。若 tr(A) =
n∑

i=1

aii，则有 det
(
eA
)
= etr(A).

证明：A 复矩阵，Jordan 标准形 A = PJP−1，eA = PeJP−1，det eA = det eJ 。上三角矩阵指数
eJ 对角元为 eλi，det eJ =

∏
eλi = e

∑
λi = etrA 。
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