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1. f(x) 是定义在 [0, 1] 上的凹函数，经过点 (0, 0), (1, 0),

(
1

3
, 2

)
，并且 f(x) 满足

ˆ 1

0

f(x)dx = 1，试作

出 y = f(x) 的图像。

解答 凹函数（上凸函数）的图像位于任意两点间弦的上方。分别取弦 (0, 0)–( 1
3
, 2) 与 ( 1

3
, 2)–(1, 0)，得

f(x) ≥ g(x) :=

6x, 0 ≤ x ≤ 1
3
,

3(1− x), 1
3
≤ x ≤ 1.

而折线 g 下方面积为两个三角形的面积之和：

ˆ 1

0

g(x) dx =
1

2
· 1
3
· 2 + 1

2
· 2
3
· 2 = 1 =

ˆ 1

0

f(x) dx.

由于 f − g 连续且 f − g ≥ 0，若存在 x0 ∈ [0, 1] 使 f(x0) > g(x0)，则由连续性在 x0 的某邻域内 f > g，

从而
´ 1

0
f >
´ 1

0
g = 1，矛盾。故 f ≡ g，即 f 的图像就是连接 (0, 0),

(
1
3
, 2
)
, (1, 0) 的折线：

f(x) =

6x, 0 ≤ x ≤ 1
3
,

3(1− x), 1
3
≤ x ≤ 1.

图像如下：

x

y

1
3

2

O 1

(
1
3
, 2
)

□

2. (1) 设 f(x) ∈ C[0, 1], f(0) = f(1) 。证明：

∀ 0 < α < 1,
1

α
∈ N, ∃ ξ ∈ [0, 1− α], 使得f(ξ + α) = f(ξ).

(2) 证明：
∀ 0 < α < 1,

1

α
/∈ N, ∃ g(x) ∈ C[0, 1], g(0) = g(1),

满足∀x ∈ [0, 1− α], g(x+ α)− g(x) 6= 0.

解答 (1) 设 n =
1

α
∈ N 。令

F (x) = f(x+ α)− f(x), x ∈ [0, 1− α],
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则 F ∈ C[0, 1− α]，且由 nα = 1 得

n−1∑
k=0

F (kα) =
n−1∑
k=0

[
f((k + 1)α)− f(kα)

]
= f(1)− f(0) = 0.

若 F 在 [0, 1 − α] 上无零点，则由连续性 F 恒正或恒负；但上式表明 F (0), F (α), . . . , F ((n − 1)α) 这

n 个数之和为 0，不可能同号。故存在 ξ ∈ [0, 1− α] 使 F (ξ) = 0，即 f(ξ + α) = f(ξ) 。

(2) 设 n =

⌊
1

α

⌋
，β = 1 − nα 。因

1

α
/∈ N，故 0 < β < α 。在 [0, 1] 上按下述结点作分段线性连续函

数 g：

0 < β < α < α+ β < 2α < · · · < nα < nα+ β = 1,

规定

g(kα) = k, g(kα+ β) = k − n, k = 0, 1, . . . , n.

特别地 g(0) = g(nα+β) = g(1) = 0，满足端点条件。现在验证对一切 x ∈ [0, 1−α]有 g(x+α)−g(x) = 1

。

当 x ∈ [kα, kα+ β]（0 ≤ k ≤ n− 1）时，

g(x) = k − n

β
(x− kα),

而 x+ α ∈ [(k + 1)α, (k + 1)α+ β]，故

g(x+ α) = k + 1− n

β
(x− kα) =⇒ g(x+ α)− g(x) = 1.

当 x ∈ [kα+ β, (k + 1)α]（0 ≤ k ≤ n− 2）时，

g(x) = k − n+
n+ 1

α− β
(x− kα− β),

而 x+ α ∈ [(k + 1)α+ β, (k + 2)α]，故

g(x+ α) = k + 1− n+
n+ 1

α− β
(x− kα− β) =⇒ g(x+ α)− g(x) = 1.

最后 x ∈ [(n− 1)α+ β, 1− α] 时只有 x = 1− α = (n− 1)α+ β 一点，此时

g(1)− g(1− α) = 0−
(
(n− 1)− n

)
= 1.

综上，对一切 x ∈ [0, 1− α] 有 g(x+ α)− g(x) = 1 6= 0，且 g ∈ C[0, 1]，g(0) = g(1) 。命题得证。 □

3. 设 f(x) 在 x0 的某个邻域内连续，以下说法是否成立？

(1) 若 D+f(x0) 存在，则 D0f(x0) 存在。

(2) 若 D0f(x0) 存在，则 D−f(x0) 存在。

其中

D+f(x0) = lim
x1,x2→x0

(x1−x0)(x2−x0)>0

f(x1)− f(x2)

x1 − x2

,

D0f(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

,

D−f(x0) = lim
x1,x2→x0

(x1−x0)(x2−x0)<0

f(x1)− f(x2)

x1 − x2

.

解答 两个说法都成立。



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 4

(1)设D+f(x0) = L。由定义，∀ ε > 0，∃ δ > 0，当 x1, x2 ∈ (x0−δ, x0+δ)，x1 6= x2且 (x1−x0)(x2−x0) >

0 时， ∣∣∣∣f(x1)− f(x2)

x1 − x2

− L

∣∣∣∣ < ε.

固定 h（0 < |h| < δ），取 x1 = x0 + h，x2 = x0 + h′，其中 h′ 与 h 同号且 0 < |h′| < δ，h′ 6= h 。则上

式对一切这样的 h′ 成立。令 h′ → 0，由 f 在 x0 连续得 f(x0 + h′) → f(x0)，故

f(x0 + h)− f(x0 + h′)

h− h′ −→ f(x0 + h)− f(x0)

h
,

从而

∣∣∣∣f(x0 + h)− f(x0)

h
− L

∣∣∣∣ ≤ ε 。由 h（0 < |h| < δ）及 ε 的任意性，

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= L,

即 D0f(x0) = f ′(x0) = L 存在。故 (1) 成立。

(2) 设 f ′(x0) = L，则

f(x) = f(x0) + L(x− x0) + r(x)(x− x0), r(x) → 0 (x → x0).

当 (x1 − x0)(x2 − x0) < 0 时，x1 − x0 与 x2 − x0 异号，故 |x1 − x2| = |x1 − x0|+ |x2 − x0| 。于是∣∣∣∣f(x1)− f(x2)

x1 − x2

− L

∣∣∣∣ = |r(x1)(x1 − x0)− r(x2)(x2 − x0)|
|x1 − x2|

≤ |r(x1)| |x1 − x0|+ |r(x2)| |x2 − x0|
|x1 − x0|+ |x2 − x0|

≤ |r(x1)|+ |r(x2)| → 0

（当 x1, x2 → x0）。故 D−f(x0) = L = f ′(x0) 存在。故 (2) 成立。

注：事实上 D−f(x0) 与 f ′(x0) 的存在性等价；而 f ′(x0) 存在并不保证 D+f(x0) 存在。例如 f(x) =

x2 sin 1

x2
（x 6= 0），f(0) = 0，则 f ′(0) = 0，但当 x1, x2 > 0时由拉格朗日中值定理，

f(x1)− f(x2)

x1 − x2

= f ′(ξ)

（ξ 介于 x1, x2 之间），而 f ′(x) = 2x sin 1

x2
− 2

x
cos 1

x2
在 0 附近无界振荡，故 D+f(0) 不存在。 □

4. 设 an ≥ 0，级数
∞∑

n=1

a2n 发散。证明：存在数列 {bn}, {cn} 满足

bn, cn ≥ 0,
∞∑

n=1

b2n < +∞,
∞∑

n=1

c2n < +∞

使得
∞∑

n=1

anbn < +∞,
∞∑

n=1

ancn 发散.

解答 由
∞∑

n=1

a2n = +∞，可选取严格递增的正整数列 0 = N0 < N1 < N2 < · · ·，使得每一块

Bk = {Nk−1 + 1, Nk−1 + 2, . . . , Nk} (k = 1, 2, . . . )

上成立 Tk :=
∑
n∈Bk

a2n ≥ 1 。下面在块 Bk 上分别定义 cn, bn 。

构造 {cn}：当 n ∈ Bk 时令

cn =
an
kTk

≥ 0.

则 ∑
n∈Bk

ancn =
1

kTk

∑
n∈Bk

a2n =
1

k
,
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故
∞∑

n=1

ancn =
∞∑
k=1

1

k
= +∞;

而 ∑
n∈Bk

c2n =
1

k2T 2
k

∑
n∈Bk

a2n =
1

k2Tk

≤ 1

k2
,

故
∞∑

n=1

c2n ≤
∞∑
k=1

1

k2
< +∞.

构造 {bn}：当 n ∈ Bk 时令

bn =
an
k2Tk

≥ 0.

则 ∑
n∈Bk

anbn =
1

k2Tk

∑
n∈Bk

a2n =
1

k2
,

故
∞∑

n=1

anbn =
∞∑
k=1

1

k2
< +∞;

而 ∑
n∈Bk

b2n =
1

k4T 2
k

∑
n∈Bk

a2n =
1

k4Tk

≤ 1

k4
,

故
∞∑

n=1

b2n ≤
∞∑
k=1

1

k4
< +∞.

命题得证。 □

5. 设
f(x) = xn + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an,

g(x) = xm + b1x
m−1 + · · ·+ bm−1x+ bm

Am+n 为 m+ n 阶方阵，前 m 行是 f(x) 的系数，后 n 行是 g(x) 的系数，即

Am+n =



1 a1 a2 · · · an

1 a1 a2 · · · an
. . . . . .

1 a1 a2 · · · an

1 b1 · · · bm

1 b1 · · · bm
. . . . . .

1 b1 · · · bm


证明：f(x) 和 g(x) 的最大公因式的次数等于 m+ n− rank(Am+n) 。

解答 记 Pj = {p(x) ∈ R[x] : deg p ≤ j}，则 dimPj = j + 1 。考虑线性映射

φ : Pm−1 ⊕ Pn−1 −→ Pm+n−1, (u, v) 7→ uf + vg.

在基 {xm−1, . . . , x, 1; xn−1, . . . , x, 1} 与 {xm+n−1, . . . , x, 1} 下，φ 的矩阵正是 Am+n（其各列为

xm−1f, . . . , f, xn−1g, . . . , g
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的系数，即 Sylvester 矩阵），故
rank(Am+n) = dim Imφ.

设 d = gcd(f, g)，deg d = r，且 f = dp, g = dq，其中 gcd(p, q) = 1，deg p = n− r，deg q = m− r 。对

(u, v) ∈ kerφ，有 uf + vg = 0，即 up = −vq 。由 gcd(p, q) = 1 得 p | v，设 v = ph，则 u = −qh，且

degu = deg q + degh ≤ m− 1 =⇒ degh ≤ (m− 1)− (m− r) = r − 1.

反之，任取 h ∈ Pr−1，(−qh, ph) 满足 (−qh)f + (ph)g = d(−qhp+ phq) = 0，故 (−qh, ph) ∈ kerφ 。
因此

kerφ =
{
(−qh, ph) : h ∈ Pr−1

} ∼= Pr−1, dim kerφ = r.

由维数公式，

rank(Am+n) = dim(Pm−1 ⊕ Pn−1)− r = m+ n− r,

故

deg gcd(f, g) = r = m+ n− rank(Am+n).

□

6. (1) 设 U 是 ABX = 0 的基础解系，其中 A 是 m×n 矩阵，B 是 n× p 矩阵，X 是 p× 1 列向量，W

是 Rn 的子空间，W = {Y = BX | X ∈ U} 。证明：W 的维数等于 rank(B)− rank(AB) 。

(2) 证明：对任意矩阵 A,B,C，有

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(B) + rank(ABC).

解答 (1) 记 U = {X ∈ Rp : ABX = 0} = ker(AB) 。考虑限制映射

L : U −→ Rn, X 7→ BX,

则 W = ImL 。由核像维数公式，

dimW = dimU − dim kerL.

因 U = ker(AB)，故 dimU = p−rank(AB)；又 kerL = {X ∈ ker(AB) : BX = 0} = ker(AB)∩kerB =

kerB（显然 kerB ⊆ ker(AB)），故 dim kerL = dim kerB = p− rank(B) 。于是

dimW =
(
p− rank(AB)

)
−
(
p− rank(B)

)
= rank(B)− rank(AB).

(2) 先用秩-零化度公式给出一个基本恒等式：对矩阵 X,Y，

rank(XY ) = dim Im(XY ) = dimX(ImY ) = dim ImY−dim(kerX∩ImY ) = rankY−dim(kerX∩ImY ).

分别取 (X,Y ) = (A,B) 与 (X,Y ) = (A,BC)，得

rank(AB) = rankB − dim(kerA ∩ ImB),

rank(ABC) = rank(BC)− dim(kerA ∩ Im(BC)).

由于 Im(BC) = B(ImC) ⊆ ImB，故

dim(kerA ∩ Im(BC)) ≤ dim(kerA ∩ ImB).

于是

rank(ABC) = rank(BC)− dim(kerA ∩ Im(BC))

≥ rank(BC)− dim(kerA ∩ ImB)

= rank(BC)− rankB + rank(AB).



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 7

移项即得

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(B) + rank(ABC).

□

7. 设 A,B 是 n 阶方阵，A,B 乘法可交换，B 是幂零矩阵，证明：A+B 和 A 有相同的特征多项式。

解答 （若矩阵是实矩阵，则先视作复矩阵，特征多项式不变。）先证一个引理：

引理设 A,B 是复数域上可交换的 n 阶方阵，则存在可逆矩阵 P 使 P−1AP 与 P−1BP 同为上三角矩

阵。

引理的证明对 n 归纳。取 A 的一个特征值 λ，考虑特征子空间 Vλ = ker(A− λI) 。对任意 v ∈ Vλ，

(A− λI)Bv = B(A− λI)v = 0,

故 Bv ∈ Vλ，即 Vλ 是 B 的不变子空间。在 Vλ 上取 B 的一个特征向量 v1 6= 0，则 v1 是 A,B 的公共

特征向量。将 v1 扩充为 Cn 的一组基，并对商空间使用归纳假设（A,B 在商空间上诱导的线性变换仍

可交换），即得结论。

回到本题。由引理，在适当的基下 A,B 同时上三角化：A = (aij)，B = (bij) 均为上三角矩阵，对角

元分别为 a11, . . . , ann 与 b11, . . . , bnn 。因 B 幂零，其特征值全为 0，故 bii = 0（i = 1, . . . , n）。此时

A+B 也是上三角矩阵，对角元为 a11, . . . , ann 。于是

det
(
λI − (A+B)

)
=

n∏
i=1

(λ− aii) = det(λI −A),

即 A+B 与 A 有相同的特征多项式。 □

8. 设二次曲面 Γ : x2 + y2 − z2 = 1，平面 Σ(θ) 过直线x = 1,

z = 0,

且与平面 z = 0 夹角为 θ 。

(1) 当 θ 从 0 到
π

2
连续变化时，Σ(θ) ∩ Γ 对应的曲线是哪种类型？

(2) 证明：若平面 Ax+By + Cz +D = 0 与 Γ 的交线为两条直线，则 A2 +B2 = C2 +D2 。

解答 (1) 过直线

x = 1,

z = 0
的平面束为 x = 1 + tz（t ∈ R），其中 t = tan θ ≥ 0（平面 x = 1 + tz 的

法向量 (1, 0,−t) 与 z 轴夹角 θ）。将 x = 1 + tz 代入 Γ 的方程：

(1 + tz)2 + y2 − z2 = 1 =⇒ y2 + (t2 − 1)z2 + 2tz = 0.

这是平面 Σ(θ) 上以 y, z 为参数的二次曲线（均过点 (1, 0, 0)）。按 t 分类：

• t = 0（θ = 0）：y2 − z2 = 0，即 y = ±z，为两条相交直线；

• 0 < t < 1（0 < θ <
π

4
）：二次型 y2 + (t2 − 1)z2 不定，为双曲线；

• t = 1（θ =
π

4
）：y2 + 2z = 0，为抛物线；

• t > 1（
π

4
< θ <

π

2
）：二次型 y2 + (t2 − 1)z2 正定，为椭圆；

• θ =
π

2
：平面为 z = 0，交线为圆 x2 + y2 = 1（椭圆的极限情形）。
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(2) 设平面 Π : Ax+By +Cz +D = 0 与 Γ 的交线为两条直线 l, l′ 。先证 l 与 l′ 相交。单叶双曲面上

的直线（直母线）分属两族，同族直线彼此异面，异族直线彼此相交；而 l, l′ 同在一个平面内，不可能

异面，故 l, l′ 必相交，设交点为 P = (x0, y0, z0) ∈ Γ 。

Γ 在 P 点的切平面为

x0x+ y0y − z0z = x2
0 + y20 − z20 = 1.

由于 l, l′ 是 Γ 上过 P 的两条直线，它们都落在该切平面内（过曲面上一点的曲面切线必在切平面内），

故 Π 就是切平面。于是存在 λ 6= 0 使

(A,B,C,D) = λ(x0, y0,−z0,−1).

因此

A2 +B2 = λ2(x2
0 + y20),

C2 +D2 = λ2(z20 + 1) = λ2
(
z20 + (x2

0 + y20 − z20)
)
= λ2(x2

0 + y20).

故 A2 +B2 = C2 +D2 。 □

9. 设 f(x)在 [a,+∞)上有定义，反常积分

ˆ +∞

0

f(x)dx收敛，依次验证下列条件能否推出 lim
x→+∞

f(x) = 0

。

(1) f(x) ∈ C∞[a,+∞) 。

(2)
ˆ +∞

0

|f(x)|3dx 收敛。

(3)
ˆ +∞

0

|f ′(x)|2dx 收敛。

(4)
ˆ +∞

0

|f ′′(x)|dx 收敛。

解答 以下把 f 视为 [0,+∞) 上的函数（题设积分限为 0 到 +∞）。结论：(1)(2) 不能推出，(3)(4) 能
推出。

(1) 不能推出。取 C∞ 鼓包函数 φ(x)：φ ∈ C∞(R)，0 ≤ φ ≤ 1，suppφ ⊂ (−1, 1)，φ(0) = 1（例如

φ(x) = e
− 1

1−x2 χ|x|<1 再乘常数）。令

f(x) =
∞∑

n=1

φ
(
n2(x− n)

)
.

第 n 个鼓包支在
[
n− 1

n2 , n+ 1
n2

]
上，彼此不相交，故 f ∈ C∞[0,+∞)，且

ˆ +∞

0

f(x) dx =
∞∑

n=1

ˆ
φ
(
n2(x− n)

)
dx =

∞∑
n=1

1

n2

ˆ
φ < ∞,

但 f(n) = 1 ↛ 0 。

(2) 不能推出。作高为 hn = n1/4 、底宽为 2n−2 的三角形尖峰：当 n ≥ 2 时令

f(x) = hn

(
1− n2|x− n|

)
, x ∈

[
n− n−2, n+ n−2

]
,

其余处 f(x) = 0，各尖峰相接处取 0 。则 f 连续，且

ˆ +∞

0

f dx =
∑
n

hnn
−2 =

∑
n

n1/4 · n−2 =
∑
n

n−7/4 < +∞,

ˆ +∞

0

|f |3 dx =
∑
n

h3
nn

−2 =
∑
n

n3/4 · n−2 =
∑
n

n−5/4 < +∞,
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但 f(n) = n1/4 → +∞（甚至连有界性都不成立）。

(3) 能推出。设
´ +∞
0

|f ′|2 dx = M2 < +∞ 。若 limx→+∞ f(x) 6= 0，则存在 ε > 0 与 xk → +∞ 使

|f(xk)| ≥ ε 。对 x ≥ xk，由 Cauchy–Schwarz 不等式，

|f(x)− f(xk)| =
∣∣∣∣ˆ x

xk

f ′
∣∣∣∣ ≤ √

x− xk

(ˆ +∞

xk

|f ′|2
)1/2

≤ M
√
x− xk.

取 δ =
( ε

2M

)2
，则在 [xk, xk + δ] 上 |f(x)| ≥ ε

2
。因 f 连续，f 在 [xk, xk + δ] 上保号，故∣∣∣∣∣

ˆ xk+δ

xk

f(x) dx
∣∣∣∣∣ ≥ εδ

2
> 0.

由反常积分的 Cauchy收敛准则，当 R充分大时对一切 v > u > R有
∣∣´ v

u
f
∣∣ < εδ

2
，与上式（xk → +∞）

矛盾。故 limx→+∞ f(x) = 0 。

(4) 能推出。因
´ +∞
0

|f ′′| < +∞，极限

lim
x→+∞

f ′(x) = f ′(0) +

ˆ +∞

0

f ′′(x) dx =: L

存在。若 L 6= 0，不妨 L > 0，则当 x 充分大时 f ′(x) ≥ L

2
，从而 f(x) → +∞，与

´ +∞
0

f 收敛矛盾

（可用 Cauchy 准则）。故 L = 0 。于是

f ′(x) = −
ˆ +∞

x

f ′′(t) dt,

从而 |f ′(x)| ≤
´ +∞
x

|f ′′| = ω(x) → 0 (x → +∞) 。若 limx→+∞ f(x) 6= 0，则存在 ε > 0 与 xk → +∞
使 |f(xk)| ≥ ε 。在 [xk, xk + 1] 上，

|f(x)− f(xk)| ≤ sup
t∈[xk,xk+1]

|f ′(t)| ≤ ω(xk) → 0,

故 k 充分大时 |f(x)| ≥ ε

2
于 [xk, xk + 1] 上成立，且 f 保号，从而

∣∣∣´ xk+1

xk
f
∣∣∣ ≥ ε

2
，与 Cauchy 收敛准

则矛盾。故 limx→+∞ f(x) = 0 。 □

10. 求下述几何体的体积：

−1 ≤ x1, x2, . . . , xn ≤ 1, −1 ≤ x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ 1.

解答 记 Ω =
{
(x1, . . . , xn) : −1 ≤ xi ≤ 1, −1 ≤

∑n
i=1 xi ≤ 1

}
。由对称性，

vol(Ω) = 2n − 2 vol(C+), C+ =
{
x ∈ [−1, 1]n :

n∑
i=1

xi > 1
}

（两个“角”C+ 与 {
∑

xi < −1} 体积相等且不相交）。作替换 yi = 1− xi，则 yi ∈ [0, 2]，且
∑

xi >

1 ⇐⇒
∑

yi < n− 1，故

vol(C+) = vol
{
y ∈ [0, 2]n :

n∑
i=1

yi ≤ n− 1
}
.

用容斥原理计算上式。记 Ei = {yi > 2} 。 Rn 中单纯形 {yi ≥ 0,
∑

yi ≤ s} 的体积为 sn

n!
。于是

vol
{
y ∈ [0, 2]n :

∑
yi ≤ n− 1

}
=

1

n!

⌊(n−1)/2⌋∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n− 1− 2k)n,
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其中第 k 项对应“恰有某 k 个坐标 ≥ 2”的容斥（此时其余坐标之和 ≤ n− 1− 2k，当 n− 1− 2k < 0

时体积为 0，故 k ≤ b(n− 1)/2c）。因此

vol(Ω) = 2n − 2

n!

⌊(n−1)/2⌋∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n− 1− 2k)n.

例如 n = 1 时体积为 2；n = 2 时为 4− 2 · 1
2
= 3；n = 3 时为 8− 2 · 8

6
=

16

3
。 □

11. 对任意 n 维列向量 α, β，αTAβ = 0 当且仅当 βTAα = 0 。证明：A 为对称矩阵或者反对称矩阵。

解答 记双线性型 B(α, β) = αTAβ 。注意 βTAα 是数，故 βTAα = αTATβ 。题设等价于

B(α, β) = 0 ⇐⇒ B(β, α) = 0 (∀α, β).

先证一个引理：若双线性型 B 满足上式，则 B 或对称或反对称。

若 B(x, x) = 0 对一切 x 成立，则

0 = B(x+ y, x+ y) = B(x, y) +B(y, x),

故 B(x, y) = −B(y, x)，B 反对称。

否则存在 x 使 B(x, x) 6= 0，不妨设 B(x, x) = 1 。对任意 y，因

B
(
y −B(y, x)x, x

)
= B(y, x)−B(y, x)B(x, x) = 0,

由题设条件得 B
(
x, y −B(y, x)x

)
= 0，即 B(x, y) = B(y, x) 。故 B(x, ·) = B(·, x) 。

任取 y, z 。若 B(y, x) 6= 0，取 s =
B(y, z)

B(y, x)
，则

B(y, z−sx) = B(y, z)−sB(y, x) = 0 =⇒ B(z−sx, y) = 0 =⇒ B(z, y) = sB(x, y) = sB(y, x) = B(y, z).

若 B(y, x) = 0（此时 B(x, y) = 0），取 s = B(y, z) +B(x, z)，则

B(y + x, z − sx) = B(y, z) +B(x, z)− sB(x, x) = 0

（用到 B(y, x) = 0 、 B(x, x) = 1），由题设条件得 B(z − sx, y + x) = 0，即

B(z, y)+B(z, x)−sB(x, y)−sB(x, x) = 0 =⇒ B(z, y) = s−B(z, x) = B(y, z)+B(x, z)−B(z, x) = B(y, z),

其中最后一步用到 B(x, z) = B(z, x) 。故对一切 y, z 有 B(y, z) = B(z, y)，B 对称。引理得证。

于是 AT = A 或 AT = −A，即 A 为对称矩阵或反对称矩阵。 □

12. 平面上三条直线 AA′, BB′, CC ′ 互相平行，AB 与 A′B′ 交于点 D，BC 与 B′C ′ 交于点 E，CA 与

C ′A′ 交于点 F 。证明：D,E, F 三点共线。

解答 这是 Desargues 定理的平行情形（视 AA′, BB′, CC ′ 交于无穷远点）。下面用向量方法直接证

明。

设三条平行线的公共方向为 w 6= 0，记

A′ = A+ aw, B′ = B + bw, C ′ = C + cw.

先求 D = AB ∩A′B′ 。设 D = A+ t(B −A) = A′ + t′(B′ −A′)，即

A+ t(B −A) = A+ aw + t′
[
(B −A) + (b− a)w

]
.
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由于 B −A 与 w 线性无关，比较系数得 t = t′，且 a+ t′(b− a) = 0，故 t =
a

a− b
（设 a 6= b，退化情

形见下）。于是

D = A+
a

a− b
(B −A) =

bA− aB

b− a
.

同理

E =
cB − bC

c− b
, F =

aC − cA

a− c
.

现在

(b− a)D + (c− b)E + (a− c)F = (bA− aB) + (cB − bC) + (aC − cA) = 0,

且系数之和 (b− a) + (c− b) + (a− c) = 0 。故 D,E, F 作为仿射空间的点仿射相关，即三点共线（若

两两不同则所在直线唯一）。

若出现 a = b 等退化情形（例如 a = b 时 AB ‖ A′B′，D 在无穷远处），可对参数 a, b, c 作小扰动后取

极限，结论仍成立；亦可直接在射影平面中用 Desargues 定理。证毕。 □
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北京大学数学科学学院

2012 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（25 分）Rn 中集合 S 称为紧集，如果对于 S 的开覆盖 {Uα}，都存在 {Uα} 中的有限个元素也覆盖 S

。证明：S ⊂ Rn 为紧集的充分必要条件是 S 是 Rn 中的有界闭集。

解答 必要性（S 紧 =⇒ S 有界闭）。

先证 S 有界：考虑开覆盖 {B(0, k) : k ∈ N}，由紧性取有限子覆盖，故 S ⊆ B(0,K)，S 有界。

再证 S 是闭集，即证 Rn \ S 是开集。任取 p /∈ S，对每个 q ∈ S，因 p 6= q，取 rq =
|p− q|

2
，则

{B(q, rq) : q ∈ S} 是 S 的开覆盖。由紧性有有限子覆盖 {B(qi, rqi)}ki=1 。令 δ = mini rqi > 0，断言

B(p, δ) ∩ S = ∅ 。事实上若 s ∈ B(p, δ) ∩ S，则 s ∈ B(qi, rqi) 对某个 i 成立，从而

|p− qi| ≤ |p− s|+ |s− qi| < δ + rqi ≤ 2rqi = |p− qi|,

矛盾。故 B(p, δ) ⊆ Rn \ S，S 为闭集。

充分性（S 有界闭 =⇒ S 紧）。

先证闭方体 Q =
∏n

i=1[ai, bi]是紧集。设 {Uα}为 Q的开覆盖且无有限子覆盖。将 Q的各边二等分，得

2n 个闭子方体，其中必有一个子方体不能被有限个 Uα 覆盖（否则 Q被有限覆盖）。如此反复二分，得

闭方体套 Q1 ⊇ Q2 ⊇ · · ·，diam(Qk) → 0，且每个 Qk 都不能被有限覆盖。由闭集套定理，
⋂

k Qk = {p}
。取 α0 使 p ∈ Uα0

，因 Uα0
开且 diam(Qk) → 0，当 k 充分大时 Qk ⊆ Uα0

，与 Qk 不能被有限覆盖矛

盾。故 Q 紧。

现在设 S 为有界闭集，则 S 含于某个闭方体 Q 。设 {Uα} 为 S 的任一开覆盖，则 {Uα} ∪ {Rn \S} 是
Q 的开覆盖。由 Q 的紧性有有限子覆盖，其中去掉 Rn \ S 后，得到覆盖 S 的有限个 Uα 。故 S 紧。

□

2.（25 分）叙述和证明多元函数带 Lagrange 余项的二阶 Taylor 展开公式。

解答 叙述：设 U ⊆ Rn 为开集，f ∈ C2(U)，a, a + h ∈ U 且线段 a, a+ h ⊆ U 。则存在 θ ∈ (0, 1)，

使得

f(a+ h) = f(a) +∇f(a) · h+
1

2
hTHf (a+ θh)h,

即

f(a+ h) = f(a) +
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a)hi +
1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(a+ θh)hihj ,

其中 Hf 为 f 的 Hesse 矩阵。

证明：作一元辅助函数

φ(t) = f(a+ th), t ∈ [0, 1],

则 φ ∈ C2[0, 1]。由一元函数的带 Lagrange余项 Taylor公式（Maclaurin展开到二阶），存在 θ ∈ (0, 1)

使

φ(1) = φ(0) + φ′(0) +
1

2
φ′′(θ).

由链式法则，

φ′(t) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a+ th)hi = ∇f(a+ th) · h,

φ′′(t) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(a+ th)hihj = hTHf (a+ th)h.
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代入即得

f(a+ h) = f(a) +∇f(a) · h+
1

2
hTHf (a+ θh)h.

□

3.（20 分）计算积分
ˆ 1

0

dx
ˆ √

x

x

sin y

y
dy 。

解答 积分区域为 D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤
√
x}，等价于

0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤ x ≤ y.

交换积分次序：

ˆ 1

0

dx
ˆ √

x

x

sin y

y
dy =

ˆ 1

0

sin y

y

(ˆ y

y2

dx
)

dy =

ˆ 1

0

sin y

y
(y − y2) dy

=

ˆ 1

0

(1− y) sin y dy =
[
−(1− y) cos y − sin y

]1
0

= − sin 1− (−1) = 1− sin 1.

□

4.（20 分）假定 n ≥ m > 1，问是否存在连续可导的映射 F : Rn → Rm \ {0}，p 7→ F (p)，使得 F 的

Jacobi 矩阵的秩处处为 m，而 lim
p→∞

F (p) = ∞？为什么？这里 0 表示 Rm 的原点。

解答 不存在。反证：设这样的 F 存在。

由 limp→∞ F (p) = ∞，存在 R > 0，当 |p| ≥ R 时 |F (p)| ≥ 2|F (0)| 。因 F 连续，连续函数 |F | 在紧
集 B(0, R) 上取得最小值 m0，且 m0 ≤ |F (0)| 。由于球外 |F | ≥ 2|F (0)| ≥ |F (0)| ≥ m0，故 m0 就是

|F | 在 Rn 上的全局最小值。设其在 p0 处取得，则 p0 是 |F |2 的极小点，由一阶条件

0 = ∇
(
|F |2

)
(p0) = 2 dF (p0)

TF (p0),

即对一切 v ∈ Rn，

F (p0) · dF (p0) v = 0.

这说明 Im dF (p0) ⊆ F (p0)
⊥，而 F (p0)

⊥ 是 Rm 的 m − 1 维子空间，故 rank dF (p0) ≤ m − 1 。但题

设 rank dF (p0) = m，矛盾。

（注：limp→∞ F (p) = ∞ 的含义是：∀R > 0，∃M > 0，当 |p| > M 时 |F (p)| > R 。） □

5.（20 分）设 {fn(x)} 是实轴 R 上一列一致有界的连续函数，满足对于任意闭区间 [a, b] ⊂ R，成立

lim
n→∞

ˆ b

a

fn(x) dx = 0.

证明：对于实轴上的任意闭区间 [c, d]，以及 [c, d] 上绝对可积的函数 g(x)，恒有

lim
n→∞

ˆ d

c

g(x)fn(x) dx = 0.

（注：原题积分下限写为 a，但应为 c，此处已按 [c, d] 修正。）

解答 设 supn ‖fn‖∞ ≤ M < +∞ 。先对阶梯函数证明结论。设 h =
∑r

j=1 cjχIj，其中 Ij ⊂ [c, d] 为

区间，则 ˆ d

c

h(x)fn(x) dx =
r∑

j=1

cj

ˆ
Ij

fn(x) dx −→ 0 (n → ∞).
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再证一般情形。 g 在 [c, d]上绝对可积（即 Riemann可积），故 ∀ε > 0，存在阶梯函数 h使
´ d

c
|g−h| <

ε

2M
。于是 ∣∣∣∣∣

ˆ d

c

gfn

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
ˆ d

c

hfn

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
ˆ d

c

(g − h)fn

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
ˆ d

c

hfn

∣∣∣∣∣+M

ˆ d

c

|g − h| <

∣∣∣∣∣
ˆ d

c

hfn

∣∣∣∣∣+ ε

2
.

由第一步，∃N，当 n > N 时
∣∣∣´ d

c
hfn

∣∣∣ < ε

2
，故 n > N 时

∣∣∣´ d

c
gfn

∣∣∣ < ε 。即 lim
n→∞

ˆ d

c

g(x)fn(x) dx = 0

。 □

6.（20 分）设 F (x, y, z) 和 G(x, y, z) 都是区域 D ⊂ R3 上连续可导的函数，

满足映射 (x, y, z) 7→ (F (x, y, z), G(x, y, z)) 的 Jacobi 矩阵的秩在 D 上处处为 1，

而函数 F (x, y, z)的梯度向量 gradF 在 D 上处处不为零。假定在点 p0 = (x0, y0, z0) ∈ D，F (x, y, z) =

G(x, y, z) = 0 。证明：存在点 p0 的邻域 U ⊂ D，使得在 U 上，函数方程组F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0

与函数方程 F (x, y, z) = 0 是同解方程。问在 D 上这两组方程是否也是同解方程，为什么？

解答 先证局部结论。由秩处处为 1 且 ∇F 6= 0，∇G 与 ∇F 处处线性相关，故

∇G = λ∇F, λ =
∇G · ∇F

|∇F |2
∈ C(D).

设 γ(t) 为落在某等值面 F = c 上的任一条 C1 曲线，则

d
dtG(γ(t)) = ∇G(γ(t)) · γ′(t) = λ∇F (γ(t)) · γ′(t) = 0,

即 G 在 F 的每个等值面上局部为常数。

由 ∇F (p0) 6= 0 及隐函数定理，F = 0 在 p0 附近确定一张连通的光滑曲面 S 。 G|S 在 S 上局部为常

数，S ∩ U 连通，故 G|S∩U ≡ G(p0) = 0 。因此在 U 上 F = 0 与 {F = 0, G = 0} 同解。

在 D 上一般不同解。反例：取

D = R3 \ {x = y = 0}, F (x, y, z) = x2 − y2 − 1.

则 D 是（连通）开区域，∇F = (2x,−2y, 0) 在 D 上处处非零，F = 0 是双曲柱面 x2 − y2 = 1，由

两叶 C+ := {x =
√
1 + y2} 与 C− := {x = −

√
1 + y2} 组成。取光滑函数 H+,H− : R → R，满足：

H+(0) = 0，H−(0) = 1，且当 t ≤ −1时H+(t) = H−(t)、H ′
+(t) = H ′

−(t)（例如取H−(t) = H+(t)+φ(t)，

其中 H+ 光滑且 H+(0) = 0 、 H+ ≡ t 于 (−∞,−1]，φ 光滑且 suppφ ⊆ (−1,∞) 、 φ(0) = 1）。定义

G(x, y, z) =

H+

(
F (x, y, z)

)
, x > 0,

H−
(
F (x, y, z)

)
, x < 0.

在 {x = 0} ∩ D 附近 F = −y2 − 1 ≤ −1，故 H+,H− 及其导数在过渡处相等，G ∈ C1(D)，且

∇G = H ′
±(F )∇F，Jacobi 矩阵的秩处处为 1 。取 p0 = (1, 0, 0)，则 F (p0) = G(p0) = H+(0) = 0 。在

p0 的小邻域内两组方程同解；但在整个 D 上，

G|C+
= H+(0) = 0, G|C− = H−(0) = 1 6= 0,

故 {F = 0} 比 {F = 0, G = 0} 多出一整叶 C−，两组方程不同解。 □
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7.（20 分）设 f(x) 和 g(x) 都是区间 (a, b) 上 n 阶可导的函数，如果在点 x0 ∈ (a, b)，成立 f(x0) = g(x0)，

f ′(x0) = g′(x0)，· · ·，f (k)(x0) = g(k)(x0)，则称 f(x) 和 g(x) 在 x0 处 k 阶相切。现设 f(x) 和 g(x) 在

(a, b) 中互不相同的点 x1, · · · , xt 处分别 k1 − 1, · · · , kt − 1 阶相切，而 n = k1 + · · ·+ kt 。证明：对于

任意 x ∈ (a, b)，存在 y ∈ (a, b)，使得

f(x) = g(x) +
f (n)(y)− g(n)(y)

n!
(x− x1)

k1 · · · (x− xt)
kt .

解答 令 h = f − g，则 h(j)(xi) = 0（j = 0, 1, . . . , ki− 1，i = 1, . . . , t），结论等价于：对任意 x ∈ (a, b)，

存在 y ∈ (a, b) 使

h(x) =
h(n)(y)

n!
P (x), P (x) =

t∏
i=1

(x− xi)
ki .

若 x = xi 对某个 i，结论显然（取 y = xi，两边均为 0）。以下设 x /∈ {x1, . . . , xt}，则 P (x) 6= 0 。令

K =
h(x)

P (x)
, H(t) = h(t)−KP (t).

则 H(x) = 0，且对 j = 0, . . . , ki − 1，

H(j)(xi) = h(j)(xi)−KP (j)(xi) = 0

（P 在 xi 处有 ki 重零点，故 P (j)(xi) = 0）。于是 H 在 x 处有 1 重零点，在 xi 处至少有 ki 重零点，

计重数共有至少 1 + k1 + · · ·+ kt = n+ 1 个零点。

由推广的 Rolle 定理（H 在 (a, b) 内有 n + 1 个计重数的零点，则 H(n) 在 (a, b) 内有零点），存在

y ∈ (a, b) 使 H(n)(y) = 0 。注意 P 是 n 次首一多项式，P (n) ≡ n!，故

0 = H(n)(y) = h(n)(y)−K n! =⇒ h(x) = KP (x) =
h(n)(y)

n!
P (x),

即

f(x) = g(x) +
f (n)(y)− g(n)(y)

n!
(x− x1)

k1 · · · (x− xt)
kt .

□

8.（25 分）设 V 是数域 P 上的有限维线性空间，且 V 上线性变换 A 的某个零化多项式 g(x) 可分解为一

次因式幂的乘积的形式：

g(x) =
m∏
i=1

(x− λi)
ti (λi 6= λj , ∀i 6= j).

证明：若存在 h(x) ∈ P[x]，使得

(x− λi)
ti | [h(x)− λi], ∀i = 1, 2, · · · ,m,

则

(1) h(A) 可对角化；

(2) h(A)−A 是幂零变换（原文写” 幂等变换”，根据上下文此处应为幂零，已按题意修正）。

解答 因 g(A) = 0 且因式 (x − λi)
ti 两两互素，由多项式理论（Bezout 恒等式与中国剩余定理），有

根子空间分解

V =
m⊕
i=1

Vi, Vi = ker(A− λiI)ti .

设 (x− λi)
ti | [h(x)− λi]，则存在 qi(x) ∈ P[x] 使 h(x) = λi + (x− λi)

tiqi(x) 。于是

h(A)− λiI = (A− λiI)tiqi(A).
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(1) 在 Vi 上，(A− λiI)ti = 0，故 h(A)|Vi
= λiI 。于是 h(A) 在每个根子空间 Vi 上是纯量变换，从而

在 V =
⊕

Vi 上可对角化（在每个 Vi 内任取一组基拼成 V 的基，h(A) 在该基下为对角矩阵）。

(2) 在 Vi 上，

h(A)−A = λiI − A = −(A− λiI),

而 (A− λiI)ti 在 Vi 上为零，故 h(A)−A 在每个 Vi 上幂零，从而在 V 上幂零。证毕。 □

9.（25 分）设 A,B 为 n 阶方阵，D = AB −BA 且 D 与 A 乘法可交换，证明 Dn = O 。

解答 （实数情形可先视作复矩阵。）由 DA = AD，对任意 k ≥ 1，Dk−1 与 A 可交换，故

Dk = (AB −BA)Dk−1 = ABDk−1 −BADk−1 = ABDk−1 −BDk−1A = A(BDk−1)− (BDk−1)A,

即 Dk 是换位子，从而

tr(Dk) = 0, k = 1, 2, . . . , n.

设 D 的特征值为 µ1, . . . , µn，则

n∑
j=1

µk
j = tr(Dk) = 0, k = 1, . . . , n.

由 Newton 恒等式，D 的特征多项式的各次系数（初等对称多项式）全为 0，故其特征多项式为 xn 。

由 Cayley–Hamilton 定理，Dn = O 。 □

10.（25 分）设 V 为数域 P 上 n 维线性空间，W1, · · · ,Wk 为 V 的真子空间，证明：

(1) 存在 V 中的元素 α 不属于任何一个 Wj，j = 1, · · · , k；

(2) 存在 V 的一组基 α1, · · · , αn 满足 αi /∈
⋃k

j=1 Wj，∀i = 1, 2, · · · , n；

(3) 若 U 为 V 的真子空间，令 CU = {W | W 为V 的子空间且W ⊕ U = V }，则 CU 中含有无穷多个

元素。

解答 （以下设数域 P 为无限域；对有限域命题 (1) 不成立，例如 F2
2 中三个一维子空间覆盖全空间。）

(1) 对 k 归纳。 k = 1 时因 W1 ⊊ V，取 α ∈ V \W1 即可。设已找到 α /∈
⋃

j<k Wj 。若 α /∈ Wk，得

证；若 α ∈ Wk，取 β /∈ Wk 。对每个 j ≤ k，考虑集合

Tj = {t ∈ P : α+ tβ ∈ Wj}.

当 j < k：若 t1, t2 ∈ Tj 且 t1 6= t2，则 (t1 − t2)β ∈ Wj，故 β ∈ Wj，进而 α = (α+ t1β)− t1β ∈ Wj，

矛盾。故 |Tj | ≤ 1 。当 j = k：若 t1 6= t2 均属于 Tk，则 β ∈ Wk，矛盾，故 |Tk| ≤ 1 。于是
⋃k

j=1 Tj

是有限集，而 P 无限，取 t /∈
⋃k

j=1 Tj，则 α+ tβ /∈
⋃k

j=1 Wj 。

(2) 归纳构造。由 (1) 取 α1 /∈
⋃

j Wj 。若已取到线性无关的 α1, . . . , αm（m < n），每个 αi /∈
⋃

j Wj，

则 span{α1, . . . , αm}是 V 的真子空间。对有限个真子空间 span{α1, . . . , αm},W1, . . . ,Wk 应用 (1)，得

αm+1 /∈ span{α1, . . . , αm} ∪
k⋃

j=1

Wj .

故 α1, . . . , αm+1 线性无关且都不属于
⋃

j Wj 。反复进行 n 次即得 V 的一组基。

(3) 设 dimU = s，则 n − s =: r ≥ 1 。取 U 的一个补空间 W0（dimW0 = r），取非零线性泛函

φ : W0 → P 与 0 6= u0 ∈ U 。对每个 t ∈ P，令

Wt = {w + tφ(w)u0 : w ∈ W0}.
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Wt 是映射 w 7→ w+ tφ(w)u0 的像，该映射是单射（若 w+ tφ(w)u0 = 0，则 w ∈ W0 ∩U = {0}，从而
w = 0），故 dimWt = dimW0 = r 。且 Wt ∩U = {0}：若 w+ tφ(w)u0 ∈ U，则 w ∈ W0 ∩U = {0} 。
于是 dim(Wt + U) = r + s = n，即 Wt ⊕ U = V，Wt ∈ CU 。

又 t1 6= t2 时 Wt1 6= Wt2：取 w0 使 φ(w0) = 1，若 Wt1 = Wt2，则 w0 + t1u0 ∈ Wt2，即存在 w ∈ W0

使 w0 + t1u0 = w + t2φ(w)u0，比较 U -分量得 t1 = t2φ(w)，比较 W0-分量得 w = w0，代入得 t1 = t2，

矛盾。由于 P 无限，CU 含无穷多个元素。 □

11.（25 分）设 V 为 n 维欧氏空间，A ∈ L(V ) 是正交变换。

(1) 证明：V 可以分解为一些 1 维或 2 维的两两正交的 A-子空间的直和（即 V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs，

其中 Vi 为 A 的维数为 1 或 2 的不变子空间，且若 i 6= j，则 Vi ⊥ Vj）。

(2) 设 ε1, ε2, · · · , εn; η1, η2, · · · , ηm 为 V 的两组标准正交基，且

(ε1, ε2, · · · , εn) = (η1, η2, · · · , ηm)A.

证明：

A =


cos(ε1, η1) cos(ε2, η1) · · · cos(εn, η1)
cos(ε1, η2) cos(ε2, η2) · · · cos(εn, η2)

...
... . . . ...

cos(ε1, ηm) cos(ε2, ηm) · · · cos(εn, ηm)

 ,

这里 (α, β) 表示向量 α, β 在欧氏空间中的夹角。

(3) 确定二维欧氏空间上的第一类正交矩阵及第二类正交矩阵的一般形式，并由此给出 n 维欧氏空间

上正交变换的相似标准形（即某种简化的表示形式）。

解答 (1) 先证明：A 必有 1 维或 2 维不变子空间 W 。设 λ 为 A 的特征值，因 A 正交，|λ| = 1 。

• 若 λ = ±1 为实特征值，取实特征向量 v，则 W = span{v} 为 1 维不变子空间；

• 若 λ 非实，设 λ = eiθ（sin θ 6= 0），取复特征向量 v = u+ iv′（u, v′ 实）。由 Av = eiθv 比较实虚

部：

Au = cos θ u− sin θ v′, Av′ = sin θ u+ cos θ v′,

故 W = span{u, v′} 是 2 维不变子空间（u, v′ 线性无关：若 v′ = cu，则 sin θ = c cos θ 且
cos θ = −c sin θ，即 c = tan θ = − cot θ，矛盾）。

再证 W⊥ 也是 A 的不变子空间。对 x ∈ W⊥，w ∈ W，

〈Ax,w〉 = 〈x,ATw〉 = 〈x,A−1w〉 = 0

（A−1w ∈ W），故 Ax ∈ W⊥ 。于是对维数归纳：V = W ⊕W⊥，A|W 、 A|W⊥ 均为正交变换，对 W⊥

继续分解，最终得到两两正交的 1 、 2 维不变子空间的直和分解。

(2) 两组基都是 V 的标准正交基，故 m = n（题中记号 m 实为 n）。将 εj 按基 {ηi} 展开：

εj =
n∑

i=1

〈εj , ηi〉 ηi,

故 aij = 〈εj , ηi〉 。因 εj , ηi 均为单位向量，〈εj , ηi〉 = cos(εj , ηi)，即得所证矩阵。

(3) 设 Q =

(
a b

c d

)
为二阶正交矩阵。由 QTQ = I 且 |Q| = ±1：

• 第一类（|Q| = 1）：Q =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
（旋转）；
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• 第二类（|Q| = −1）：Q =

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
（反射）。

由 (1) 的分解，在由各 Vi 的标准正交基拼成的 V 的标准正交基下，A 的矩阵为分块对角矩阵，各块为

±1（1 维块）或旋转矩阵

(
cos θi − sin θi

sin θi cos θi

)
（2 维块，θi /∈ {0, π}）。即正交变换的相似标准形为

diag
(
1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, R(θ1), . . . , R(θs)

)
.

□

12.（15 分）求与三直线

l1 :

y − x = 0,

z − 1 = 0,
l2 :

y + x = 0,

z + 1 = 0,
l3 :

y = 0,

z = 0

都相交的直线所产生的曲面的方程。

解答 参数化三直线：

l1 : (t, t, 1), l2 : (s,−s,−1), l3 : (u, 0, 0).

任取 P (t) = (t, t, 1) ∈ l1，Q(s) = (s,−s,−1) ∈ l2，直线 PQ 上的点为

P + λ(Q− P ) =
(
t+ λ(s− t), t− λ(s+ t), 1− 2λ

)
.

若此直线与 l3 相交，则存在 λ 使 y = 0 、 z = 0 。由 z = 0 得 λ =
1

2
，此时

x =
s+ t

2
, y =

t− s

2
.

由 y = 0 得 s = t 。故与三条直线都相交的直线恰为：过 P (t) ∈ l1 与 Q(t) ∈ l2 的直线。其参数方程为

(t, t, 1) + µ(0,−2t,−2) = (t, t(1− 2µ), 1− 2µ),

即 (x, y, z) = (t, tz, z) 。消去参数得

y = xz.

所以所求曲面为双曲抛物面

y − xz = 0.

（验证：z = 1 时 y = x，含 l1；z = −1 时 y = −x，含 l2；z = 0 时 y = 0，含 l3 。且曲面上的任一点

(x0, y0, z0)（y0 = x0z0）落在直线 (t, tµ, µ) 上，其中 t = x0，µ = z0 。） □

13.（20 分）设给出的仿射变换为 
x′ = x+ y + 3z,

y′ = x+ 5y + z,

z′ = 3x+ y + z.

求 3 个互相正交的向量，使得在此变换下，它们仍变为 3 个互相正交的向量。并将所给的仿射变换表

示成一个正交变换和分别对 3 个互相正交的方向施行的伸缩变换的乘积。

解答 变换的线性部分为对称矩阵

M =


1 1 3

1 5 1

3 1 1

 .
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若单位正交基 {e1, e2, e3} 经 M 作用后仍互相正交，则 (Mei)
T(Mej) = eT

i M
TMej = 0（i 6= j），即

{ei} 应使 MTM（= M2）对角化，也就是 M 的特征向量方向。计算特征多项式：

|λI −M | =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 −3

−1 λ− 5 −1

−3 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 7λ2 + 36 = (λ− 3)(λ− 6)(λ+ 2).

对应特征向量：

λ1 = 3 : v1 = (1,−1, 1); λ2 = 6 : v2 = (1, 2, 1); λ3 = −2 : v3 = (1, 0,−1).

它们两两正交（直接验证 vi · vj = 0，i 6= j）。故所求的三个互相正交的向量可取为

(1,−1, 1), (1, 2, 1), (1, 0,−1),

它们在变换下分别变为 3(1,−1, 1)，6(1, 2, 1)，−2(1, 0,−1)，仍两两正交。

单位化得标准正交基

e1 =
1√
3
(1,−1, 1), e2 =

1√
6
(1, 2, 1), e3 =

1√
2
(1, 0,−1).

令 P = (e1, e2, e3)（正交矩阵），D = diag(3, 6,−2)，则 M = PDPT 。于是仿射变换（线性变换）

x 7→ Mx = P DPTx

即：先作正交变换 PT，再沿三个互相正交的方向 e1, e2, e3 分别作伸缩 3, 6,−2 倍（即 D），最后作正

交变换 P 。 □

14.（15 分）证明：分别属于双曲抛物面 x2

a2
− y2

b2
= 2z 上两族互相垂直的直母线交点的轨迹是原双曲抛物

面与平面 2z = b2 − a2 的交线，并且是一条双曲线。

解答 双曲抛物面方程可写为 (x
a
− y

b

)(x
a
+

y

b

)
= 2z.

由此得两族直母线：

lu :


x

a
− y

b
= u,

u
(x
a
+

y

b

)
= 2z,

Lv :


x

a
+

y

b
= v,

v
(x
a
− y

b

)
= 2z.

lu 的方向向量为 d1 = (a, b, u)（由
dx

a
− dy

b
= 0 、 u

(dx
a

+
dy

b

)
= 2dz 解出），Lv 的方向向量为

d2 = (a,−b, v) 。 lu 与 Lv 的交点为

P (u, v) =
(a(u+ v)

2
,
b(v − u)

2
,
uv

2

)
（此时

x

a
− y

b
= u，

x

a
+

y

b
= v，2z = uv）。

两直母线垂直当且仅当

d1 · d2 = a2 − b2 + uv = 0 ⇐⇒ uv = b2 − a2 ⇐⇒ 2z = b2 − a2.

故两族互相垂直的直母线交点的轨迹为双曲抛物面与平面 2z = b2 − a2 的交线：

x2

a2
− y2

b2
= b2 − a2.

设 a 6= b，则 b2 − a2 6= 0，该交线是平面 z =
b2 − a2

2
上的实双曲线（当 a = b 时退化为两条直线

x = ±y）。证毕。 □
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北京大学数学科学学院

2013 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（20 分）设 f 是 [0, 2] 上的上凸可导函数，过 (0, 0), (1, 1), (2, 0) 点，问 f 与 x 轴围成面积的下确界是

多少？该下确界能达到吗？

解答 上凸（凹）函数的图像位于任意两点间弦的上方。因 f(0) = f(2) = 0，f ≥ 0 于 [0, 2] 。取弦

(0, 0)–(1, 1) 与 (1, 1)–(2, 0)，得

f(x) ≥ g(x) :=

x, 0 ≤ x ≤ 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2,

故面积

S(f) =

ˆ 2

0

f(x) dx ≥
ˆ 2

0

g(x) dx =
1

2
· 2 · 1 = 1.

下确界为 1，且不能达到。若 S(f) = 1，则
´ 2

0
(f − g) = 0，而 f − g 连续非负，故 f ≡ g，但 g 在

x = 1 处不可导（左导数 1 、右导数 −1），与 f 可导矛盾。故对任何满足条件的 f 均有 S(f) > 1 。

另一方面，S(f) 可任意接近 1：例如取一列凹的可导函数 fε，它们在 [0, 1− ε]∪ [1 + ε, 2] 上与 g 重合，

而在 x = 1 附近用一段与两侧直线光滑衔接、下凸的小弧（凹弧）连接 (1− ε, 1− ε) 与 (1+ ε, 1− ε) 并

经过 (1, 1)（如 fε(x) = 1− (x− 1)2

ε
在 [1− ε, 1+ ε]上，再在端点处适当磨光以保证可导）。则 fε → g，

且 ˆ 2

0

fε −→
ˆ 2

0

g = 1.

综上，面积下确界为 1，不可达到。 □

2.（20 分）设有方程 y + sin y = x 。

(1) 证明：该方程在 x = 0 附近可以唯一确定 y = f(x) 。

(2) 将 y 表示为 y = a0 + a1x+ a2x
2 + o(x2) 。

解答 (1) 设 Φ(y) = y + sin y，则 Φ′(y) = 1 + cos y > 0 对 y ∈
(
−π

2
,
π

2

)
成立，故 Φ 在该区间上严格

递增，且 Φ(0) = 0，Φ
(
±π

2

)
= ±

(π
2
+ 1
)
。于是 Φ 把

(
−π

2
,
π

2

)
一一地映到

(
−π

2
− 1,

π

2
+ 1
)
。故对

每个 x ∈
(
−π

2
− 1,

π

2
+ 1
)
，方程 y + sin y = x 在

(
−π

2
,
π

2

)
内有唯一解 y = Φ−1(x)，特别地在 x = 0

附近唯一确定 y = f(x) = Φ−1(x)，且 f(0) = 0 。（因 Φ′ 6= 0，f 还是 C∞ 的。）

(2) 设 y = a0 + a1x+ a2x
2 + o(x2) 。由 x = y + sin y 及 Taylor 展开 sin y = sin a0 + cos a0 (y − a0) +

O
(
(y − a0)

2
)
（注意 y − a0 = O(x)），得

x = y + sin y

= (a0 + sin a0) + (1 + cos a0)(a1x+ a2x
2) + o(x2).

比较系数：

a0 + sin a0 = 0 =⇒ a0 = 0 (因Φ 严格递增);

(1 + cos a0) a1 = 2a1 = 1 =⇒ a1 =
1

2
;

(1 + cos a0) a2 = 2a2 = 0 =⇒ a2 = 0.

故

y =
1

2
x+ o(x2), 即a0 = 0, a1 =

1

2
, a2 = 0.

□
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3.（20 分）构造定义在 [−1, 1] 上的函数 f，满足 f 只在其中一点可导，在其它各点都不连续。

解答 取

f(x) =

x2, x ∈ Q ∩ [−1, 1],

0, x /∈ Q, x ∈ [−1, 1].

验证：在 x = 0 处，f(0) = 0，且对任意 h 6= 0，

0 ≤ |f(h)− f(0)|
|h|

=
|f(h)|
|h|

≤ h2

|h|
= |h| −→ 0 (h → 0),

故 f ′(0) = 0，即 f 在 0 点可导（且 f 在 0 点连续）。

任取 x0 6= 0：

• 若 x0 ∈ Q，则 f(x0) = x2
0 6= 0 。取无理数列 yn → x0，则 f(yn) = 0 ↛ x2

0 = f(x0)，故 f 在 x0

不连续；

• 若 x0 /∈ Q，则 f(x0) = 0 。取有理数列 yn → x0，则 f(yn) = y2n → x2
0 6= 0 = f(x0)，故 f 在 x0

不连续。

所以 f 只在 0 点可导，其余各点均不连续。 □

4.（20 分）讨论级数
∞∑

n=1

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋

的收敛性。

解答 n = 1 时分母为 1 + (−1) = 0，无意义，故级数从 n = 2 起考虑。对 n ≥ 2，有理化：

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋ =

(−1)n
(√

n− (−1)⌊
√
n⌋)

n− 1
=

(−1)n
√
n

n− 1︸ ︷︷ ︸
(A)

− (−1)n+⌊
√
n⌋

n− 1︸ ︷︷ ︸
(B)

.

级数 (A)：

√
n

n− 1
↓ 0，由 Leibniz 判别法，

∞∑
n=2

(−1)n
√
n

n− 1
收敛（且绝对收敛，因

√
n

n− 1
= O(n−3/2)）。

级数 (B)：将 n ≥ 2 的指标按块分组：第 k 块（k ≥ 2）为 k2 ≤ n ≤ (k+1)2 − 1 。块内 b
√
nc ≡ k，故

块内各项符号为 (−1)n+k，随 n 严格交错，且绝对值
1

n− 1
单调递减。故第 k 块的部分和有界：∣∣∣∣∣∣

(k+1)2−1∑
n=k2

(−1)n+k

n− 1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

k2 − 1
= O(k−2).

于是块和绝对收敛：
∞∑
k=2

O(k−2) < +∞；而任一部分和与“完整块和”之差为块内交错级数的一段尾和，

其绝对值不超过该块首项的绝对值 O(k−2) → 0 。故级数 (B) 收敛（它不绝对收敛，因
∑ 1

n− 1
发散）

。

综上，原级数收敛，且为条件收敛：因∣∣∣∣ (−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋

∣∣∣∣ = 1∣∣√n± 1
∣∣ ∼ 1√

n
,

而
∑ 1√

n
发散，故不绝对收敛。 □
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5.（35 分）函数 fn(x) 定义在 [0, 2] 上，满足

fn(x) =

√
1

n2
−
(
x− 2k − 1

n

)2

, x ∈
[
2k − 2

n
,
2k

n

)
, 1 ≤ k ≤ n.

(1) 求 fn 的弧长 ln 。

(2) 求证：fn 一致收敛于某 f 。

(3) 求 f 的弧长 l 。

(4) ln 收敛于 l 吗？解释原因。

解答 (1) 在区间
[
2k−2
n

, 2k
n

)
上，fn 的图象是圆心

(
2k−1
n

, 0
)
、半径

1

n
的上半圆，其弧长为

π

n
。共有

n 段，故

ln = n · π
n
= π.

(2) 对一切 x ∈ [0, 2]，

0 ≤ fn(x) ≤
1

n
−→ 0,

故 fn 在 [0, 2] 上一致收敛于 f ≡ 0 。

(3) f ≡ 0 的图象是 x 轴上的线段 {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 2}，其弧长

l = 2.

(4) 不收敛。 ln = π ↛ 2 = l 。原因是弧长（曲线的长度）不是一致收敛意义下的连续泛函：函数值的

一致逼近并不蕴含导数（切方向）的逼近。此处 fn ⇒ f，但 f ′
n 在每段的端点附近无界（半圆在端点

处切线竖直），弧长集中在这些“竖直”部分，极限过程中弧长并未收敛于极限曲线（平直线段）的长

度。 □

6.（35 分）定义函数 f : [0, 1] → [0, 1] 如下：

f(x) = 0.0a1a2a3 · · · , x = 0.a1a2a3 · · · .

这里 x ∈ [0, 1] 都表示无限小数（比如 0.1 = 0.09）。请自由探索 f 的性质。

解答 按题面字面理解，f 是在 x 的十进制小数的小数点后第一位插入一个 0 。

(i) 良定性。由于规定 x 一律用无限小数表示（如 0.1 = 0.0999 · · ·），每个 x 的小数表示唯一，故 f 定

义无歧义。例如 f(0.1) = f(0.0999 · · · ) = 0.00999 · · · = 0.01 。

(ii) 显式表达式。 f(x) = 0.0a1a2a3 · · · =
0.a1a2a3 · · ·

10
，即

f(x) =
x

10
.

(iii) 基本性质。由 f(x) =
x

10
立得：

• f 连续（事实上 C∞），严格单调递增，f ′(x) =
1

10
；

• f 是单射，值域为
[
0,

1

10

]
；

• f 是压缩映射：|f(x)− f(y)| = |x− y|
10

，有唯一不动点 x = 0（Banach 不动点定理）；

• 迭代：f◦n(x) =
x

10n
→ 0，且一致收敛；

• 对 Lebesgue 测度 m：m
(
f(E)

)
=

m(E)

10
；图象 {(x, f(x))} 是斜率为 1

10
的线段。
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注：若按另一常见版本理解——“在每一位数字后都插入一个 0”，即

f(x) = 0.0a10a20a3 · · · =
∞∑
k=1

ak
102k

,

则该映射严格单调递增、单射，值域为十进制小数中“奇数位全为 0”的数全体（一个与 Cantor 集同
胚的自相似紧集），且 f 处处不连续（单调函数仅在跳跃点间断，f 的跳跃点恰为十进制有限小数对应

的点）。两种理解都以“无限小数表示”保证良定性。 □

7.（25 分）

(1) x6 + x3 + 1 在有理数域上是否可约，给出详细理由。

(2) 如果 α 是 x6 + x3 + 1 = 0 的根，求多项式 f(x)，满足 deg(f) < 6，且 α8 + α5 = f(α) 。

(3) (2) 中所求 f(x) 唯一吗？为什么？

(4) 求多项式 g(x)，满足 g(α) =
1

α8 + α5
，其中 g(x) 是有理多项式。

解答 (1) 不可约。注意到

x6 + x3 + 1 =
x9 − 1

x3 − 1
= Φ9(x),

即 9 次分圆多项式（其根为全部 6 个本原 9 次单位根）。作平移 x 7→ x+ 1：

Φ9(x+ 1) =
(x+ 1)9 − 1

(x+ 1)3 − 1
= x6 + 6x5 + 15x4 + 21x3 + 18x2 + 9x+ 3.

除首项外各项系数 6, 15, 21, 18, 9, 3 均被 3 整除，常数项 3 不被 32 = 9 整除，由 Eisenstein 判别法（素
数 p = 3），Φ9(x+ 1) 在 Q[x] 中不可约，故 x6 + x3 + 1 = Φ9(x) 在 Q 上不可约。

(2) 由 α6 + α3 + 1 = 0 得 α6 = −α3 − 1 。于是

α7 = α · α6 = −α4 − α, α8 = α2 · α6 = −α5 − α2,

故

α8 + α5 = −α2.

取 f(x) = −x2（deg f = 2 < 6）即满足要求。

(3) 唯一。若 f1(α) = f2(α) 且 deg(f1 − f2) < 6，则由 (1)，Φ9(x) 是 α 在 Q 上的极小多项式，次数为
6 。若 f1 − f2 6= 0，则 (f1 − f2)(α) = 0 与极小多项式的定义（次数最低）矛盾。故 f1 = f2，即 (2) 中
f 唯一。

(4) 由 (2)，α8 + α5 = −α2，故

g(α) =
1

α8 + α5
= − 1

α2
.

由 α6 + α3 + 1 = 0 两边除以 α2（α 6= 0）：

α4 + α+ α−2 = 0 =⇒ α−2 = −α4 − α =⇒ − 1

α2
= α4 + α.

取

g(x) = x4 + x

即可。验证：g(α)(α8 + α5) = (α4 + α)(−α2) = −α6 − α3 = 1 。 □

8.（25 分）

(1) 设 A,B 是半正定矩阵。证明：

|A+B| ≥ |A|, |A+B| ≥ |B|.
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(2) 设 A 是正定矩阵，D 是由 A 第 i1, · · · , is 行和第 i1, · · · , is 列构成的子式，M 是 D 的代数余子

式。证明：|A| ≤ DM 。

解答 (1) 因 B � 0，对任意 x，xTBx ≥ 0，故

xT(A+B)x = xTAx+ xTBx ≥ xTAx,

即 A+B � A � 0 。由 Courant–Fischer 极小极大原理，特征值逐项单调：

λi(A+B) ≥ λi(A) ≥ 0 (i = 1, . . . , n),

故

|A+B| =
n∏

i=1

λi(A+B) ≥
n∏

i=1

λi(A) = |A|.

同理（A+B � B）得 |A+B| ≥ |B| 。

(2) 对行列作同步置换（即对行、列按同一置换重排），D 成为左上角主子块，且 A 的正定性、 |A| 、
D 、 M 均不变。故不妨设

A =

(
A11 A12

AT
12 A22

)
,

其中 A11 为 s 阶，D = |A11| 。由于 i1 + · · ·+ is 在行列式中出现两次，代数余子式的符号为 (+1)，故

M = |A22| 。 A 正定 =⇒ A11 正定可逆。对 A 作 Schur 分解：(
I 0

−AT
12A

−1
11 I

)(
A11 A12

AT
12 A22

)(
I −A−1

11 A12

0 I

)
=

(
A11 0

0 A22 −AT
12A

−1
11 A12

)
,

取行列式得

|A| = |A11| ·
∣∣A22 −AT

12A
−1
11 A12

∣∣ = D · S,

其中 S =
∣∣A22 −AT

12A
−1
11 A12

∣∣ 为 Schur 补的行列式。又 Schur 补半正定（它是正定矩阵 A 的一个主子

块消去后的剩余部分，仍半正定），且

A22 −
(
A22 −AT

12A
−1
11 A12

)
= AT

12A
−1
11 A12 � 0 =⇒ A22 � A22 −AT

12A
−1
11 A12 � 0,

故由 (1) 的单调性，S ≤ |A22| = M 。于是

|A| = D · S ≤ DM.

□

9.（25 分）n 维空间至多有多少个两两成钝角的向量？

解答 最多 n+ 1 个（这里指非零向量）。

先证上界 n+ 1：设 v1, . . . , vm ∈ Rn 为非零向量且两两成钝角，即 〈vi, vj〉 < 0（i 6= j）。对 n 归纳。

n = 1 时显然 m ≤ 2 = n+ 1 。设结论对 n− 1 成立。固定 vm，将 vi（i < m）正交分解：

vi = αi
vm
|vm|

+ wi, wi ⊥ vm.

由 〈vi, vm〉 < 0 得 αi < 0 。对 i 6= j < m，

〈wi, wj〉 = 〈vi, vj〉 − αiαj < 0

（因 αiαj > 0 且 〈vi, vj〉 < 0），即 w1, . . . , wm−1 是 v⊥m（n − 1 维）中两两成钝角的向量。由归纳假设

m−1 ≤ n，即 m ≤ n+1。（注意 wi 6= 0：若 wi = 0，则 vi = αi
vm
|vm|
，于是 〈vi, vj〉 =

αi

|vm|
〈vm, vj〉 > 0

（αi < 0，〈vm, vj〉 < 0），与两两成钝角矛盾。）
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再构造 n+1 个：在 Rn+1 的超平面
{
x :
∑n+1

i=1 xi = 1
}
（同构于 Rn）上取标准基向量 ê1, . . . , ên+1（正

则单形的 n+ 1 个顶点），其重心为 c =
1

n+ 1

∑n+1
i=1 êi 。令

ui = êi − c (i = 1, . . . , n+ 1),

则 ui 落在超平面
{∑

xi = 0
} ∼= Rn 内，且对 i 6= j，

〈ui, uj〉 = 〈êi, êj〉 −
1

n+ 1
− 1

n+ 1
+

1

n+ 1
= − 1

n+ 1
< 0,

即 u1, . . . , un+1 两两成钝角。故最大个数为 n+ 1 。 □

10.（25 分）设 eA =
∞∑

n=0

An

n!
，证明：e|A| = etr(A) 。

解答 （这里 |A| 表示 A 的行列式，即证明 det(eA) = etr A 。）设 A 的 Jordan 标准形为

A = PJP−1, J = diag(J1, . . . , Js),

其中 Ji 是特征值为 λi 的 Jordan块（λ1, . . . , λn 为 A的全部特征值，计重数）。因 An = PJnP−1，故

eA =
∞∑

n=0

An

n!
= P

( ∞∑
n=0

Jn

n!

)
P−1 = PeJP−1,

于是

det(eA) = det(eJ) =
s∏

i=1

det(eJi).

对 Jordan 块 Ji = λiI +N（N 为幂零矩阵），

eJi = eλieN = eλi

(
I +N +

N2

2!
+ · · ·

)
,

它是上三角矩阵且对角元全为 eλi，故 det(eJi) = eλi dim Ji 。从而

det(eA) =
s∏

i=1

eλi dim Ji = exp
( n∑

i=1

λi

)
= etr(A).

□

11.（30 分）已知双叶双曲面 x2 + y2 − z2 = −1 的一支 z > 0，M 是与该双曲面相交于封闭曲线的任意平

面，M0 是与 M 平行的一族平面，证明 M0 与 x2 + y2 − z2 = −1 (z > 0) 的交线都是椭圆，且椭圆的

中心在 xOy 平面上的投影都在 x 轴上。

解答 设平面族为 Mt : ax+ by+ cz = t（t ∈ R），法向量 n = (a, b, c) 。把 Mt 的方程代入曲面方程。

由对称性先处理 c 6= 0 的情形：由 z =
t− ax− by

c
得截面二次曲线方程

x2 + y2 − (t− ax− by)2

c2
= −1.

其二次部分对应的矩阵为

Q =

1− a2

c2
−ab

c2

−ab

c2
1− b2

c2

 .

题设 M（即某个 t）与曲面交于封闭曲线，故该二次型正定，这等价于

detQ =
c2 − a2 − b2

c2
> 0 ⇐⇒ c2 > a2 + b2.
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该条件只依赖平面的方向 n，与 t 无关，故一切平行平面 Mt（只要与 z > 0 一支相交非空）的截线都

是椭圆。

再求椭圆中心的轨迹。曲面 q(x) = x2 + y2 − z2 + 1 = 0 关于方向 n 的共轭直径面（平行于 n 的弦的

中点轨迹所在平面）为

n · 1
2
∇q = 0, 即ax+ by − cz = 0.

截线 Mt 的椭圆中心 Ct 是平面 Mt 与该共轭直径面的交点：ax+ by + cz = t,

ax+ by − cz = 0,
=⇒ Ct =

( ta

c2 − a2 − b2
,

tb

c2 − a2 − b2
,

−tc

c2 − a2 − b2

)
.

（等价地：Ct 满足 ∇q(Ct) ‖ n 。）故各椭圆的中心都落在过原点的定直线

L : (x, y, z) = λ(a, b,−c)

上；它们在 xOy 平面上的投影落在过原点、方向为 (a, b) 的定直线上。

特别地，曲面关于 z 轴旋转对称，故可绕 z 轴旋转坐标系使 b = 0（这保持曲面方程、 z > 0 分支及

xOy 平面不变），此时平面族为 ax+ cz = t，各椭圆中心

Ct =
( ta

c2 − a2
, 0,

−tc

c2 − a2

)
,

其投影为
( ta

c2 − a2
, 0
)
，全部落在 x 轴上。这就是命题的结论。（注：命题中“投影都在 x 轴上”应理

解为在如上适当选取坐标（绕 z 轴旋转）之后成立；一般地投影落在过原点的一条定直线上。） □

12.（20分）平面上直线 AA′, BB′, CC ′ 平行，AB 和 A′B′ 交于点 D，BC 与 B′C ′ 交于点 E，CA与 C ′A′

交于点 F 。证明：D,E, F 共线。

解答 （Desargues 定理的平行情形，视 AA′, BB′, CC ′ 交于无穷远点。）设三条平行线的公共方向为

w，记

A′ = A+ aw, B′ = B + bw, C ′ = C + cw.

先求 D = AB ∩A′B′ 。设 D = A+ t(B −A) = A′ + t′(B′ −A′)，即

A+ t(B −A) = A+ aw + t′
[
(B −A) + (b− a)w

]
.

由 B −A 与 w 线性无关，比较系数得 t = t′ 且 a+ t(b− a) = 0，故 t =
a

a− b
（设 a 6= b），

D =
bA− aB

b− a
.

同理

E =
cB − bC

c− b
, F =

aC − cA

a− c
.

于是

(b− a)D + (c− b)E + (a− c)F = 0,

且 (b− a) + (c− b) + (a− c) = 0 。故 D,E, F 仿射相关，三点共线。若出现 a = b 等退化情形（相应

交点在无穷远处），可对参数作小扰动取极限，结论仍成立。 □
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北京大学数学科学学院

2015 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（90 分）设 y = f(x) 是 R 上的 C∞ 函数，对任意正数 k ≥ 0，记

Mk = sup
x∈R

|f (k)(x)|,

设 m 和 n 为两整数，0 ≤ m < n，试分别就下列情况，给出你的结论和证明。

(1) 如果 Mm 和 Mn 均有界，那么对哪些正数 k, Mk 有界？对哪些整数 k, Mk 可以无界？

(2) 如果 lim
x→+∞

|f (m)(x)| 存在有限极限，而 Mn 有界，则对哪些自然数 k，极限 lim
x→+∞

|f (k)(x)| 也存在
极限？

(3) 如果 lim
x→+∞

|f (m)(x)| 和 lim
x→+∞

|f (n)(x)| 都存在有限极限，则对哪些自然数 k，极限 lim
x→+∞

|f (k)(x)|
也存在极限？

解答 先建立基本引理（Landau–Kolmogorov 型插值不等式）。

引理设 0 ≤ m < k < n 。若 Mm,Mn < +∞，则存在仅依赖于 m, k, n 的常数 C，使

Mk ≤ CM
n−k
n−m
m M

k−m
n−m
n .

证明（有限差分法）对任意 x ∈ R 、 h > 0，用 f (m) 在 x, x+ h, . . . , x+ (k −m)h 处值的 (k −m) 阶

差分逼近 f (k)(x)：
k−m∑
j=0

(−1)k−m−j

(
k −m

j

)
f (m)(x+ jh) = hk−mf (k)(x) +R,

其中余项满足 |R| ≤ C1 h
n−mMn（差商公式的标准余项估计，因 f (m) 有 n−m 阶导数且 |f (n)| ≤ Mn）

。于是

|f (k)(x)| ≤ C2 h
−(k−m)Mm + C1 h

n−kMn.

取 h =
(Mm

Mn

) 1
n−m

（若 Mn = 0 则 f 是次数 < n 的多项式，结论显然），得

|f (k)(x)| ≤ (C1 + C2)M
n−k
n−m
m M

k−m
n−m
n ,

对 x 取上确界即得引理。

(1) 结论：当 m ≤ k ≤ n 时 Mk 必有界；当 k < m 或 k > n 时 Mk 可以无界（也可以有界）。

当 m < k < n 时由引理得 Mk < +∞；k = m,n 由假设。下面构造反例说明其余情形可以无界。

k < m 的情形（设 m ≥ 1）：取 f(x) = xm，则 f (m)(x) = m!，f (n) ≡ 0（n > m），故 Mm,Mn 有界；

但对 0 ≤ k ≤ m− 1，

f (k)(x) = m(m− 1) · · · (m− k + 1)xm−k,

无界，即 Mk = +∞ 。

k > n 的情形：取 f(x) = e−nx sin(ex) 。由 Faà di Bruno 公式，
(sin ex)(r) =

∑
s≤r ±S(r, s) esx

(
sin或 cos

)
(ex)，其中 S(r, s)为第二类 Stirling数，故 |(sin ex)(r)| ≤ Cre

rx

（x ≥ 0）。于是当 j ≤ n 时

|f (j)(x)| =
∣∣∣ j∑
i=0

(
j

i

)
(−n)ie−nx(sin ex)(j−i)

∣∣∣ ≤ j∑
i=0

Cj,i e
(j−i−n)x ≤ C,
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故 M0, . . . ,Mn 均有界（从而 Mm,Mn 有界）；而

f (n+1)(x) = e−nx(sin ex)(n+1) + (有界项) = ± ex sin(ex) +O(1),

沿 xk = ln
(
2kπ + π

2

)
有 |f (n+1)(xk)| = exk +O(1) → +∞，故 Mn+1 = +∞ 。

(2) 结论：当 m ≤ k ≤ n− 1 时极限 limx→+∞ |f (k)(x)| 必存在；当 k ≥ n 或 k < m 时不一定存在。

证明：由 |f (m)(x)| 有有限极限且 f (m) 连续，知 f (m) 最终保号，故 limx→+∞ f (m)(x) =: L 存在，且

Mm < +∞ 。对 m < k < n 及任意 x, y，用引理证明中的差分公式：

f (k)(x) = h−(k−m)

k−m∑
j=0

(−1)k−m−j

(
k −m

j

)
f (m)(x+ jh) +O(Mnh

n−k),

（O 常数一致），于是

|f (k)(x)− f (k)(y)| ≤ h−(k−m)

k−m∑
j=0

(
k −m

j

)∣∣f (m)(x+ jh)− f (m)(y + jh)
∣∣+ C3Mnh

n−k.

因 f (m) 在 +∞ 处有极限，故 x, y → +∞ 时上式第一项 → 0，从而

lim sup
x,y→+∞

|f (k)(x)− f (k)(y)| ≤ C3Mnh
n−k.

令 h → 0+，得 f (k) 在 +∞ 处满足 Cauchy 条件，故 limx→+∞ f (k)(x) 存在，lim |f (k)(x)| 亦存在。
k = m 由假设。

k = n 不一定：取 m = 1，n = 2，f(x) =
´ x

0

sin t2

t
dt，则 f ∈ C∞(R)，limx→∞ f ′(x) = lim sinx2

x
= 0

存在，且

f ′′(x) = 2 cosx2 − sinx2

x2

有界（M2 < +∞），但 |f ′′(x)| 当 x → +∞ 时振荡，无极限。 k < m 的情形用 f(x) = xm 即可

（|f (k)| → +∞）。

(3) 结论：当 m ≤ k ≤ n 时 lim |f (k)| 必存在；当 k < m 或 k > n 时不一定存在。

证明：由 (2)（此时 Mn 亦自动有界，因 |f (n)| 有极限），m ≤ k ≤ n− 1 时极限存在；k = n 由假设。

k > n 不一定：构造 f ∈ C∞ 使 f (n)(x) =
sinx2

x
（在 x = 0 处补充定义 0），且 f (m)（m < n）由反复

的尾部积分定义：

f (j)(x) = (−1)n−j

ˆ +∞

x

f (j+1)(t) dt (j = n− 1, n− 2, . . . ,m).

因
´∞
x

sin t2

t
dt收敛（Dirichlet），且由分部积分

´∞
x

sin t2

t
dt = O(x−2)，故这些积分都收敛，且 f (j)(x) →

0（x → ∞，m ≤ j ≤ n），即 lim |f (j)| 都存在。但

f (n+1)(x) = 2 cosx2 − sinx2

x2

在 x → +∞ 时振荡，lim |f (n+1)(x)| 不存在。

k < m 不一定：仍取 f(x) = xm，则 lim |f (m)| = m! 、 lim |f (n)| = 0 均存在，而 |f (k)(x)| → +∞
（k < m）。 □

2.（30 分）判断级数
∞∑

n=2

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋

的敛散性，其中 bxc 表示 x 的取整。
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解答 （同 2013 年第 4 题。）对 n ≥ 2 有理化：

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋ =

(−1)n
√
n

n− 1
− (−1)n+⌊

√
n⌋

n− 1
.

第一项级数
∑ (−1)n

√
n

n− 1
收敛：

√
n

n− 1
↓ 0，由 Leibniz 判别法（事实上绝对收敛）。

第二项按块 k2 ≤ n ≤ (k+ 1)2 − 1（k ≥ 2）分组。块内 b
√
nc ≡ k，各项符号 (−1)n+k 严格交错，绝对

值
1

n− 1
递减，故块内部分和的绝对值不超过块首项 O(k−2)；块和绝对收敛，块内尾和的绝对值不超

过块首项，趋于 0 。故第二项级数收敛（不绝对收敛）。

因此原级数收敛；又通项绝对值
1

|
√
n± 1|

∼ 1√
n
不绝对可和，故为条件收敛。 □

3.（30 分）证明： ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(xy)xy
dxdy =

ˆ 1

0

1

xy
dx =

∞∑
n=1

1

nn
.

解答 （题中第二项应为

ˆ 1

0

1

xx
dx，即“Sophomore’s dream”恒等式。）

先证第三个等号：
1

xx
= e−x ln x =

∞∑
n=0

(−x lnx)n

n!
，且在 [0, 1] 上

∣∣ 1
xx

∣∣ ≤ e1/e（因 x| lnx| ≤ 1

e
），级数被

可积函数控制，可逐项积分（注意被积函数在 x = 0 处取极限值 1）。利用
ˆ 1

0

xn(− lnx)n dx =
n!

(n+ 1)n+1
,

（令 x = e−t/(n+1) 化为 Γ 积分）得

ˆ 1

0

1

xx
dx =

∞∑
n=0

1

n!

ˆ 1

0

xn(− lnx)n dx =
∞∑

n=0

1

(n+ 1)n+1
=

∞∑
m=1

1

mm
.

再证第一个等号。作变量替换 u = xy，v = x（即 x = v，y =
u

v
），Jacobi 行列式为 1

v
，积分区域

{0 < x < 1, 0 < y < 1} 变为 {0 < u < v < 1}：
ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(xy)xy
dxdy =

ˆ 1

0

ˆ 1

u

u−u 1

v
dv du =

ˆ 1

0

u−u
(ˆ 1

u

dv
v

)
du = −

ˆ 1

0

u−u lnu du.

与上面同样展开 u−u =
∑∞

n=0

(−u lnu)n

n!
并逐项积分，利用

ˆ 1

0

un(− lnu)n+1 du =
(n+ 1)!

(n+ 1)n+2

得

−
ˆ 1

0

u−u lnu du = −
∞∑

n=0

1

n!

ˆ 1

0

un(− lnu)n+1 du =
∞∑

n=0

1

(n+ 1)n+1
=

∞∑
m=1

1

mm
.

故两式均等于
∞∑

n=1

1

nn
。 □

4.（25 分）设 A 是一个 n 阶方阵，且 n ≥ 3，A∗ 是 A 的伴随矩阵（即 A 的代数余子式所组成的矩阵）

。试证明：若 (A∗)∗ 6= 0（零矩阵），则 A 可逆，且此时 (A∗)∗ 是 A 的一个纯量倍。

解答 先证 A 可逆。反设 A 不可逆，则 rankA ≤ n− 1 。由伴随矩阵的秩的基本结论：

rankA∗ =


n, rankA = n,

1, rankA = n− 1,

0, rankA ≤ n− 2,
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故 rankA∗ ≤ 1 。因 n ≥ 3，rankA∗ ≤ 1 < n − 1，A∗ 的每个 n − 1 阶子式均为 0，于是 (A∗)∗ = O，

与题设矛盾。故 A 可逆。

现在设 A 可逆。由 A∗ = |A|A−1，得

(A∗)∗ =
∣∣A∗∣∣(A∗)−1 = |A|n−1 ·

(
|A|A−1

)−1

= |A|n−2A.

（其中用到 |A∗| = |A|n−1 。）故 (A∗)∗ 是 A 的纯量倍：(A∗)∗ = |A|n−2A 。 □

5.（25 分）设 A 是一个 3 阶实方阵，考虑 A 所定义的线性变换 R3 → R3，α 7→ Aα（α 是列向量）。试

证明：若 AAT = ATA（其中 AT 是指 A 的转置矩阵），则上述线性变换必有一个 2 维不变子空间。

解答 A 是正规矩阵。实三次多项式 |λI −A| 必有实根 λ ∈ R，取对应的实特征向量 v 6= 0：Av = λv

。

先证 AT v = λv 。因 AAT = ATA，故 (A− λI)(AT − λI) = (AT − λI)(A− λI)（λ 为实数）。于是

|(AT − λI)v|2 =
〈
(AT − λI)v, (AT − λI)v

〉
=
〈
v, (A− λI)(AT − λI)v

〉
=
〈
v, (AT − λI)(A− λI)v

〉
= 0,

故 AT v = λv 。

令 W = span{v}⊥（二维子空间）。对任意 w ∈ W，

〈Aw, v〉 = 〈w,AT v〉 = 〈w, λv〉 = λ〈w, v〉 = 0,

故 Aw ∈ W 。因此 W 是 A 的 2 维不变子空间。 □

6.（25 分）设 A 和 B 是复数域 C 上的两个 n 阶方阵，并且 A 有 n 个特征值 1, 2, · · · , n，B 也有 n 个特

征值
√
p1, · · · ,

√
pn，其中 p1, · · · , pn 是前 n 个素数（比如 p1 = 2, p2 = 3 等）。试证明：Mn(C) 上的

线性变换 X 7→ AXB 是可以对角化的。

解答 因 A 有 n 个互异特征值 1, . . . , n，B 有 n 个互异特征值
√
p1, . . . ,

√
pn，故 A,B 均可对角化：

存在可逆矩阵 P,Q 使

P−1AP = D1 = diag(1, 2, . . . , n), Q−1BQ = D2 = diag(√p1, . . . ,
√
pn).

考虑 Mn(C) 上的线性变换
Φ : X 7→ AXB.

作可逆线性变换 Ψ : X 7→ P−1XQ，则

ΨΦΨ−1(Y ) = Ψ
(
APY Q−1B

)
= P−1AP Y Q−1BQ = D1Y D2,

即 Φ 相似于变换 Y 7→ D1Y D2 。对矩阵单位 Eij（仅 (i, j) 元为 1），

D1EijD2 = i
√
pj Eij ,

即矩阵单位 Eij（i, j = 1, . . . , n）是 Y 7→ D1Y D2 的一组特征向量，构成 Mn(C) 的一组基。故 Y 7→
D1Y D2 可对角化，从而 Φ 可对角化（其特征值为 {i√pj}，计重数）。 □

7.（25 分）设

A =


−2 1 3

−2 1 2

−1 1 2

 ,

试找出两个没有常数项的多项式 f(x) 和 φ(x)，使得下列三个条件同时成立：
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(1) f(A) 可对角化；

(2) φ(A) 是幂零矩阵；

(3) A = f(A) + φ(A) 。

解答 求 A 的特征多项式：

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 2 −1 −3

2 λ− 1 −2

1 −1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − λ2 − λ+ 1 = (λ− 1)2(λ+ 1).

特征值 1（二重）、 −1 。对 λ = 1，A− I =


−3 1 3

−2 0 2

−1 1 1

 的秩为 2，故 λ = 1 的特征子空间为 1 维，

即 A 的 Jordan 标准形为 J2(1)⊕ J1(−1)；直接计算得

(A− I)2 =


4 0 −4

4 0 −4

0 0 0

 6= O, (A− I)2(A+ I) = O,

故 A 的极小多项式为 (x− 1)2(x+ 1) 。

作 Jordan–Chevalley 分解：A = D + N，其中 D = f(A) 为可对角化部分，N = φ(A) 为幂零部分，

D,N 均为 A 的多项式。要求 f(A) 在 λ = 1 的根子空间上等于 I，在 λ = −1 的根子空间上等于 −I，

即

f(x) ≡ 1 (mod (x− 1)2), f(x) ≡ −1 (mod (x+ 1)),

且 f 无常数项。设 f(x) = ax3 + bx2 + cx（三次以内可解出）。条件化为

f(1) = 1, f ′(1) = 0, f(−1) = −1.

即 
a+ b+ c = 1,

3a+ 2b+ c = 0,

−a+ b− c = −1,

解得 a = −1

2
，b = 0，c =

3

2
。故

f(x) =
3x− x3

2
, φ(x) = x− f(x) =

x3 − x

2
.

两者都无常数项。验证：

• f(A) =
3A−A3

2
：在 V1 = ker(A− I)2 上 f(A) = I，在 V−1 = ker(A+ I) 上 f(A) = −I，故 f(A)

可对角化；

• φ(A) = A−f(A) =
A3 −A

2
：在 V1 上等于 A− I（其平方为 O），在 V−1 上等于 O，故 φ(A)幂零；

• A = f(A) + φ(A) 显然成立（f(x) + φ(x) = x）。

□

8.（几何部分，共 5 小题，每题 10 分）

(1) 三维欧氏空间中取定直角坐标系。有一直线 l 过点 (1, 0, 0) 且方向向量为 (0, 1, 1) 。绕 z 轴旋转

生成一个二次曲面 S 。试写出此二次曲面的代数方程（形如 f(x, y, z) = 0）。
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(2) 设有一固定平面 Σ，具有以下性质：上述直线 l 在绕 z 轴旋转过程中总是与 Σ 相交。考虑与 Σ 平

行的平面族 Σt, t ∈ R, Σ0 = Σ 。试证明 Σt ∩ S 总是椭圆。

(3) 试证明 t 值变化过程中，上述各椭圆中的中心总落在一个过原点的空间定直线 L 上。

(4) 固定 L 上任一点 p，试证明：由 p 向曲面 S 作的各条切线的切点都落在一条椭圆 Γp 上，且椭圆

Γp 所在平面是 Σt 之一。

(5) S 把它在空间的补集分成内外两个连通分支，其中外部区域不包含原点。取上一小题所述椭圆 Γp

所在平面落在 S 外部的一点 p̂ 。试证明：从 p̂ 向 S 所作的各条切线之切点落在一条双曲线 Γ 上，

且 Γ 所在平面过 p 点。

解答 (1) l上的点为 (1, s, s)（s ∈ R）。绕 z 轴旋转后，z = s不变，而 x, y 满足 x2+y2 = 1+s2 = 1+z2

。故

S : x2 + y2 − z2 = 1,

即单叶双曲面。

(2) 设平面族为 Σt : ax+ by + cz = t，法向量 n = (a, b, c) 。 l 绕 z 轴转过角度 θ 后的直线 lθ 的方向

向量为 d(θ) = (− sin θ, cos θ, 1) 。 lθ 与 Σ 平行当且仅当

n · d(θ) = −a sin θ + b cos θ + c = 0.

函数 −a sin θ + b cos θ + c 的取值范围是
[
c−

√
a2 + b2, c+

√
a2 + b2

]
。由题设，l 在旋转过程中总与

Σ 相交，故 lθ 对任何 θ 都不与 Σ 平行（否则平行又不相交），即上式对一切 θ 均非零，故

|c| >
√
a2 + b2, 即c2 > a2 + b2.

特别地 c 6= 0 。将 z =
t− ax− by

c
代入 S 的方程，得 Σt ∩ S 在 (x, y) 坐标下的方程，其二次部分矩

阵为

Q =

1− a2

c2
−ab

c2

−ab

c2
1− b2

c2

 , detQ =
c2 − a2 − b2

c2
> 0, trQ = 2− a2 + b2

c2
> 0,

故 Q 正定。所以每个 Σt ∩ S（非空，事实上对一切 t 均非空）都是椭圆。

(3) 曲面 S 关于方向 n 的共轭直径面为 n · ∇q = 0（q = x2 + y2 − z2 − 1），即 ax+ by− cz = 0 。椭圆

Σt ∩ S 的中心 Ct 是 Σt 与共轭直径面的交点：

Ct =
( ta

c2 − a2 − b2
,

tb

c2 − a2 − b2
,

−tc

c2 − a2 − b2

)
,

故所有中心落在过原点的定直线

L : (x, y, z) = λ(a, b,−c)

上。

(4) 对二次曲面 S : q(x) = x2 + y2 − z2 − 1 = 0，点 p = (p1, p2, p3) 的极平面为

p1x+ p2y − p3z = 1.

（极平面理论的基本事实：q 上一点 u 处的切平面是 p1x + p2y − p3z = 1 的形式当且仅当切平面过 p，

即“从 p 引的切线的切点全体 = 极平面与 S 的交”。）因 p ∈ L，设 p = λ(a, b,−c)，则极平面为

λ(ax+ by + cz) = 1 ⇐⇒ ax+ by + cz =
1

λ
,

即 Σ1/λ 。故切点全体 = S ∩ Σ1/λ，由 (2) 这是椭圆，记作 Γp；其所在平面为 Σ1/λ，是 Σt 之一。
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(5) 设 Γp ⊂ Σt0（t0 =
1

λ
），取 p̂ ∈ Σt0 位于 S 的外部区域（即 p̂21 + p̂22 − p̂23 > 1）。从 p̂ 引 S 的切线，

切点全体为 S 与 p̂ 的极平面

Π : p̂1x+ p̂2y − p̂3z = 1

的交。其法向量 m = (p̂1, p̂2,−p̂3) 满足

m2
3 −m2

1 −m2
2 = p̂23 − p̂21 − p̂22 < 0

（由 p̂ 在外部区域），与 (2) 中的计算相对照（椭圆条件 c2 > a2 + b2 恰为法向量满足 m2
3 > m2

1 +m2
2），

知 S ∩Π 是双曲线（当 m3 = 0 时亦为双曲线：截面 x2 + y2 − z2 = 1 与竖直平面的交线是双曲线），记

作 Γ 。

再证 Π 过 p 。极平面关系是对称的：p ∈ Π ⇐⇒ p1p̂1 + p2p̂2 − p3p̂3 = 1 ⇐⇒ p̂ ∈（p 的极平面）

= Σt0，而 p̂ ∈ Σt0 由选取保证。故 Π 过 p，即双曲线 Γ 所在平面过 p 。证毕。 □
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北京大学数学科学学院

2016 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1.（证明题，共 30 分，每小题 15 分）

(1) 若 f(x) 在实轴上可导且 f ′(x) > f(x), ∀x ∈ (−∞,∞)，则 f(x) 至多有一个零点。

(2) 若 f(x) 处处二阶可导且 f ′′(x) > f(x), ∀x ∈ (−∞,∞)，则 f(x) 至多有两个零点。

解答 (1) 令 g(x) = e−xf(x)，则

g′(x) = e−x
(
f ′(x)− f(x)

)
> 0,

故 g 在 R 上严格单调递增，至多有一个零点，从而 f 至多有一个零点。

(2) 反设 f 有三个零点 a < b < c 。

先证 f 在 [a, b]上没有正的最大值。若 f 在 (a, b)内某点取正的局部极大值 ξ（f(ξ) > 0），则 f ′(ξ) = 0

且 f ′′(ξ) ≤ 0，与 f ′′(ξ) > f(ξ) > 0 矛盾。故 f ≤ 0 于 [a, b] 。同理 f ≤ 0 于 [b, c] 。

于是 f ≤ 0 于 [a, c] 而 f(b) = 0，即 b 是 f 在 (a, c) 内的（局部）最大值点，故 f ′(b) = 0，f ′′(b) ≤ 0

。但由条件 f ′′(b) > f(b) = 0，矛盾。故 f 至多有两个零点。 □

2.（30 分）假设 φ(x, y, z) 是原点 O 某个邻域上 C∞ 函数，且 φ,φx, φy, φxz, φyz 在 O 点为 0，φxx, φyy

在 O 点为 1，φxy(O) =
1

2
, φz(O) = −1

2
, φ(x, y, z) = 0 的隐函数记为 z = z(x, y)（已知 z(0, 0) = 0）

。请讨论 z = z(x, y) 在 (0, 0) 点附近的极值问题。

解答 因 φz(O) = −1

2
6= 0，由隐函数定理，方程 φ = 0 在 O 附近唯一确定 C∞ 函数 z = z(x, y)，

z(0, 0) = 0，且

zx = −φx

φz

, zy = −φy

φz

,

故 zx(0, 0) = zy(0, 0) = 0，(0, 0) 是驻点。

在 O 点将 φ Taylor 展开（注意到 φxz(O) = φyz(O) = 0）：

φ(x, y, z) =
1

2
φxx(O)x2 + φxy(O)xy +

1

2
φyy(O)y2 + φz(O)z + o(x2 + y2 + z2)

=
1

2

(
x2 + xy + y2

)
− 1

2
z + o(x2 + y2 + z2).

令 φ = 0，得

z = x2 + xy + y2 + o(x2 + y2 + z2).

又由隐函数定理 z = O(x2 + y2)（z 的梯度在原点为零），故 z2 = O
(
(x2 + y2)2

)
= o(x2 + y2)，从而

z(x, y) = x2 + xy + y2 + o(x2 + y2).

二次型 x2 +xy+ y2 =
(
x y

)(1 1
2

1
2

1

)(
x

y

)
正定（特征值

3

2
,
1

2
）。故存在 δ > 0，当 0 < x2 + y2 < δ2

时

z(x, y) ≥ 1

2
(x2 + y2) > 0 = z(0, 0),

即 z 在 (0, 0) 处取得严格极小值 0 。 □
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3.（40 分）设 z = z(x, y) 是题 2 中的隐函数，Ωδ 是 (0, 0) 点的 δ 邻域，当 δ 充分小时，证明如下极限存

在并求之：

lim
t→+∞

t

ˆ
Ωδ

e−tz(x,y) dxdy.

解答 作伸缩替换 u =
√
t x，v =

√
t y，得

t

ˆ
Ωδ

e−tz(x,y) dxdy =

ˆ
Ωδ

√
t

e−t z
(

u√
t
, v√

t

)
dudv.

由题 2 的展开，z(x, y) = x2 + xy + y2 + o(x2 + y2)，故对固定 (u, v)，

t z
( u√

t
,
v√
t

)
= u2 + uv + v2 + o(1) (t → +∞),

且收敛在 u2+v2 ≤ R2上一致。另一方面，存在常数 c > 0、 ρ > 0，当 x2+y2 ≤ ρ2时 z(x, y) ≥ c(x2+y2)

（正定二次型主导），于是对 (u, v) 满足 u2 + v2 ≤ tρ2 的被积函数，有

0 ≤ e−t z(u/
√
t, v/

√
t) ≤ e−c(u2+v2).

对固定的 R，先取极限（一致收敛）：ˆ
u2+v2≤R2

e−t z(u/
√
t, v/

√
t) dudv −→

ˆ
u2+v2≤R2

e−(u2+uv+v2) dudv (t → ∞),

再令 R → ∞（由 e−c(u2+v2) 控制，尾项一致趋于 0），得

lim
t→+∞

t

ˆ
Ωδ

e−tz dxdy =

¨
R2

e−(u2+uv+v2) dudv.

计算该 Gaussian 积分：二次型 u2 + uv + v2 的矩阵为 A =

(
1 1

2

1
2

1

)
，|A| = 3

4
，故

¨
R2

e−(u2+uv+v2) dudv =
π√
|A|

=
π√
3/4

=
2π√
3
.

所以极限存在且

lim
t→+∞

t

ˆ
Ωδ

e−tz(x,y) dxdy =
2π√
3
.

□

4.（20 分）设 A 是一个 2 阶复方阵，考虑 2 阶复方阵的线性空间 M2(C) 上的线性变换

φA : M2(C) → M2(C), X 7→ AX −XA.

试确定 dim kerφA 的所有可能的取值。

解答 kerφA = {X ∈ M2(C) : AX = XA} 是 A 的中心化子。按 A 的 Jordan 标准形分三种情况（C
上二阶方阵的 Jordan 形只有这三类）：

• A = λI（纯量矩阵）：任何 X 都与 A 交换，kerφA = M2(C)，dim = 4；

• A ∼ diag(λ1, λ2)，λ1 6= λ2：与 diag(λ1, λ2) 交换的矩阵恰为对角矩阵（由 AX = XA 比较各元素

即得），dim = 2；

• A ∼ J2(λ) =

(
λ 1

0 λ

)
：设 X 与 J2(λ) 交换，由

J2(λ)X = XJ2(λ)

直接解得 X =

(
a b

0 a

)
= aI + bN（N = J2(0)），即中心化子为 {aI + bN}，dim = 2 。
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故 dim kerφA 的所有可能取值为

2, 4.

□

5.（30 分）对于有理数域 Q 上的两个 n 阶方阵

A =


0 1 · · · 1

0 0 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 0

 , B =


0 0 · · · 0

1 0 · · · 0
...

... . . . ...
1 0 · · · 0

 ,

试证明两者是相似的，并求出一个矩阵 T，使得 A = T−1BT 。

解答 先证相似。 A 仅第一行为 (0, 1, . . . , 1)，其余行为零，故 A2 = O，rankA = 1，A 6= O 。同理

B2 = O，rankB = 1，B 6= O 。幂零矩阵的 Jordan 标准形由秩完全确定：秩为 1 且平方为零的 n 阶

幂零矩阵的 Jordan 形为

J = J2(0)⊕ 0n−2 = diag
((0 1

0 0

)
, 0, . . . , 0

)
.

故 A ∼ J，B ∼ J，从而 A ∼ B（且在 Q 上相似，因为两者的有理标准形均为 x2 ⊕ x⊕ · · · ⊕ x 所对应

的矩阵）。

再构造 T（A = T−1BT ⇐⇒ AT = TB）。设 Q 为 (n− 1) 阶循环差分矩阵

Q =



1 −1 0 · · · 0

0 1 −1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · −1

−1 0 0 · · · 1


,

（Q 的每行每列之和均为 0）。取

T =


1 1 · · · 1

1
... Q

1

 ,

即 T11 = 1，T1j = 1（j ≥ 2），Ti1 = 1（i ≥ 2），右下角 n− 1 阶块为 Q 。验证 AT = TB：

AT 仅第一行非零，第一行为 (0, 1, . . . , 1)T = T 的第 2 至 n 行之和。第 2 至 n 行的第一列之和为

n− 1，其余各列之和为 Q 的列和 = 0，故 AT 的第一行为 (n− 1, 0, . . . , 0) 。

TB 仅第一列非零，第一列为 T (0, 1, . . . , 1)T = T 的第 2至 n列之和。第一行为 T12+ · · ·+T1n = n−1，

第 2 至 n 行为 Q 的行和 = 0 。故 TB 的第一列为 (n− 1, 0, . . . , 0)T 。

所以 AT = TB 。再验证 T 可逆：按第一行展开，|T | = 0 · |Q| − 1T adj(Q)1（1 为 (n− 1) 维全 1 列向

量）。因 Q 的秩为 n− 2 且 Q1 = 0，adj(Q) 是 11T 的倍数（adj(Q) = c 11T，c 为 Q 的 (n− 2) 阶主

子式，等于 ±1），故

|T | = −c (n− 1)2 6= 0.

因此 T 可逆，且 A = T−1BT 。 □
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6.（20 分）R[x] 中多项式 f(x) = x4 + a1x
3 + a2x

2 + a3x + a4 。试用系数 a1, a2, a3, a4 的关系式，给出

f(x) 能表示成某个不可约二次多项式 g(x) 之平方的充分必要条件。

解答 设 f = g2，其中 g(x) = x2 + px+ q（R 上不可约二次多项式均可写成此形）。展开：

f = (x2 + px+ q)2 = x4 + 2px3 + (p2 + 2q)x2 + 2pqx+ q2,

故

a1 = 2p, a2 = p2 + 2q, a3 = 2pq, a4 = q2.

而 g 在 R 上不可约当且仅当其判别式 p2 − 4q < 0 。

分两种情况消去 p, q：

情形一：a1 6= 0 。此时 p =
a1
2
，q =

a3
a1
。充要条件为

a21a4 = a23, a2 =
a21
4

+
2a3
a1

,

且不可约性条件

p2 − 4q < 0 ⇐⇒ a21
4

− 4a3
a1

< 0 ⇐⇒ a1(a
3
1 − 16a3) < 0.

情形二：a1 = 0 。此时 p = 0，a3 = 2pq = 0，f = (x2 + q)2 。充要条件为

a3 = 0, a2 = 2q, a4 = q2 =
a22
4
,

且 x2 + q 不可约当且仅当 q > 0，即

a2 > 0.

综上，f 可表示成不可约二次多项式之平方的充要条件是：或 a1 6= 0 且

a21a4 = a23, a2 =
a21
4

+
2a3
a1

, a1(a
3
1 − 16a3) < 0;

或 a1 = a3 = 0 且

a4 =
a22
4
, a2 > 0.

□

7.（30 分）欧氏平面上限定向的等距变换群的一个子群 G，其中每一个非恒同的变换 g 都没有不动点，而

且每一个平面上的点 p 在群 G 作用下得到的轨道（即点集 {g(p) | g ∈ G}）在平面上都没有聚点。试
证明 G 可以由一个或两个平移变换生成，即

G = {nα | n ∈ Z} 或 G = {nα+mβ | n,m ∈ Z},

其中 Z为整数集，n,m为任意整数，α, β 为线性无关的平移向量（也表示其对应的平移变换）。 nα+mβ

即对应线性组合所表示的平移。

解答 第一步：G 中每个元素都是平移。保定向等距变换是旋转或平移。非恒同的旋转有唯一的不动

点（旋转中心），与“非恒同变换无不动点”矛盾，故 G 中无非恒同旋转，即 G 全由平移构成。

第二步：G（视为平移向量的加法群）是 R2 的离散子群。事实上若平移向量 vn ∈ G，vn → v 且 vn 两

两不同，则对任一点 p，轨道点 p+ vn → p+ v 聚于 p+ v，与轨道无聚点矛盾。故 0 不是 G 的聚点，

从而 G 离散。

第三步：分类离散子群。

若 G = {0}，结论显然（可取任意 α）。否则取 G \ {0} 中范数最小的元素 α（因 G 离散，该最小值

可以达到）。
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情形一：G ⊆ Rα 。对任意 g = tα ∈ G，取 n = btc，则 (t− n)α ∈ G 且 0 ≤ t− n < 1，由 α 的最小性

得 t = n，故 G = Zα 。

情形二：G ⊈ Rα 。在 G \Rα 中取到直线 Rα 的垂直距离（即 α⊥ 方向的分量长度）最小的元素 β（离

散性保证其存在）。断言 G = Zα ⊕ Zβ 。任取 g ∈ G，写 g = xα + yβ（x, y ∈ R），取整数 n,m 使

|x− n| ≤ 1

2
，|y −m| ≤ 1

2
，令 g′ = g − nα−mβ ∈ G 。若 g′ 6= 0：当 y −m = 0 时，g′ = (x− n)α 是

G 中非零元素而 |g′| ≤ 1

2
|α| < |α|，矛盾；当 y −m 6= 0 时，g′ ∈ G \ Rα，而 g′ 到 Rα 的垂直距离为

|y−m|·（β 到 Rα 的距离）≤ 1

2
·（β 到 Rα 的距离），与 β 的最小性矛盾。故 g′ = 0，即 g ∈ Zα+Zβ，

所以 G = Zα⊕ Zβ，且 α, β 线性无关。

证毕。 □
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北京大学数学科学学院

2017 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1. (1) (10 分) 证明隐函数 y + sin(xy)− x = 0 在 x = 0 附近可以确定一个函数关系 y = f(x) 。

(2) (5 分) 试简单回答这个函数的光滑度（不必证明）。

(3) (10 分) 求 f(x) 在 x = 0 处的三阶导数 f ′′′(0) 。

解答 (1) 设 F (x, y) = y + sin(xy)− x，则 F ∈ C∞(R2)，F (0, 0) = 0，且

Fy(x, y) = 1 + x cos(xy), Fy(0, 0) = 1 6= 0.

由隐函数存在定理，存在 0 的邻域 I 与 0 的邻域 J，使对每个 x ∈ I，方程在 J 内有唯一解 y = f(x)，

且 f ∈ C1，f(0) = 0 。

(2) 因 F ∈ C∞ 且 Fy 6= 0（在 (0, 0) 附近），由隐函数定理的递归求导，f 也是 C∞（无穷次可微）函

数。

(3) 对 F (x, f(x)) = 0 逐次求导。记 f(0) = 0 。一阶：

f ′ + cos(xf)(f + xf ′)− 1 = 0.

令 x = 0：f ′(0) + 1 · (0 + 0)− 1 = 0 =⇒ f ′(0) = 1 。

二阶：

f ′′ − sin(xf)(f + xf ′)2 + cos(xf)(2f ′ + xf ′′) = 0.

令 x = 0：f ′′(0)− 0 + 1 · (2f ′(0) + 0) = 0 =⇒ f ′′(0) = −2 。

三阶（对二阶式再求导）：

0 = f ′′′ − cos(xf)(f + xf ′)3 − 2 sin(xf)(f + xf ′)(2f ′ + xf ′′)

− sin(xf)(f + xf ′)(2f ′ + xf ′′) + cos(xf)(3f ′′ + xf ′′′).

令 x = 0（注意 f(0) = 0，f + xf ′ 在 0 处为 0）：

0 = f ′′′(0) + 1 ·
(
3f ′′(0) + 0

)
= f ′′′(0)− 6 =⇒ f ′′′(0) = 6.

（亦可用级数验证：f = x− x2 + x3 + · · ·，故 f ′′′(0) = 6 。） □

2. (1) (10 分) 叙述积分第一中值定理，并给出一个几何解释。

(2) (10 分) 叙述一个函数 g(x) = 1，另一个函数 f(x) 单调时的积分第二中值定理（三种情况），并给

出一个几何解释。

(3) (5 分) 请问 (2) 中的函数 f(x) 的单调性是实质性条件还是技术性条件（自由畅谈）。如果是实质

性的，那么本质是什么？如果是技术性的，在哪方面提供了哪些方便？

解答 (1) 积分第一中值定理：设 f ∈ C[a, b]，g 在 [a, b] 上 Riemann 可积且不变号（如 g ≥ 0），则存

在 ξ ∈ [a, b] 使 ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

ˆ b

a

g(x) dx.

特别地（g ≡ 1）：存在 ξ ∈ [a, b] 使

ˆ b

a

f = f(ξ)(b− a) 。

几何解释：曲边梯形（y = f 与 x 轴、 x = a 、 x = b 围成的图形）的面积等于某个高为 f(ξ) 、底为

[a, b] 的矩形面积，即曲边梯形与某个“平均高度”的矩形等积。
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(2) 积分第二中值定理（g = 1 的特例即通常形式）：设 f 在 [a, b] 上单调，g 在 [a, b] 上 Riemann 可积，
则存在 ξ ∈ [a, b] 使 ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(a)

ˆ ξ

a

g(x) dx+ f(b)

ˆ b

ξ

g(x) dx.

三种常见情况：

• f 单调递减且 f(b) ≥ 0：存在 ξ 使

ˆ b

a

fg = f(a)

ˆ ξ

a

g；

• f 单调递增且 f(a) ≥ 0：存在 ξ 使

ˆ b

a

fg = f(b)

ˆ b

ξ

g；

• f 任意单调：

ˆ b

a

fg = f(a)

ˆ ξ

a

g + f(b)

ˆ b

ξ

g 。

当 g ≡ 1 时： ˆ b

a

f(x) dx = f(a)(ξ − a) + f(b)(b− ξ),

几何解释：单调函数 f 的曲边梯形面积等于一个“两级台阶”图形的面积——前段用高 f(a) 的矩形、

后段用高 f(b) 的矩形，分割点 ξ 由中值定理保证。

(3) 我认为单调性是实质性的，但其真正本质是“有界变差”。第二中值定理的标准证法是 Abel 变换
（分部积分）加第一中值定理：令 G(x) =

´ x

a
g，则

ˆ b

a

fg = f(b)G(b)−
ˆ b

a

G df.

当 f 单调时，df 是（不变号的）Stieltjes 测度，第一中值定理可直接应用，故单调性“技术上”保证
了
´
G df 可被 f 的全变差 |f(b)− f(a)| 控制。因此：单调 =⇒ 有界变差 =⇒ 定理成立。在这个意义

上，单调性可放宽为有界变差，故它是“技术性”的；但它不是可有可无的——若无任何变差控制（例

如 f 仅在 L1 意义下可积而剧烈振荡），则不存在这样的 ξ，定理整体失效。所以本质是：f 作为权函

数，其“总变化量”（全变差）有限，使加权平均能取到 f 端点值之间的某个组合。 □

3.（25 分）在考虑函数 f(x) 在给定区间上的傅里叶级数
∑∞

n=1(an cosnx+ bn sinnx) 的收敛时，f(x) 的

光滑性与级数的收敛速度之间有没有一定的关系？请给出一个你自己的理解和描述。

解答 有明确且定量的关系：函数越光滑，其 Fourier 系数衰减越快，级数收敛越快。

设 f 在 [−π, π] 上以 2π 为周期，系数

an =
1

π

ˆ π

−π

f(x) cosnx dx, bn =
1

π

ˆ π

−π

f(x) sinnx dx.

若 f ∈ Ck（k ≥ 1）且 f (j)（j ≤ k）都是周期函数（即 f (j)(−π) = f (j)(π)），对 an 作 k 次分部积分

（边界项因周期性相消）：

an =
(−1)k

πnk

ˆ π

−π

f (k)(x)
(
cos或 sin

)
(nx) dx,

故

|an|, |bn| ≤
Ck

nk

∥∥f (k)
∥∥
L1 , n → ∞.

因此：

• f 仅连续（甚至可积）：an, bn → 0（Riemann–Lebesgue 引理），衰减速度无保证，一般 O(1/n) 都

达不到；若 f 有第一类间断，系数仅为 O(1/n)，且出现 Gibbs 现象；

• f ∈ Ck 且周期匹配：an, bn = O(n−k)；

• f (k) 还满足有界变差时：an, bn = O(n−(k+1))；
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• f ∈ C∞：系数比任何 n−k 衰减都快，级数在任意阶导数意义下都绝对一致收敛。

更进一步，光滑性（Sobolev意义下的导数平方可积性）等价于系数序列的加权平方可和性：f ∈ Hs ⇐⇒∑
n2s(|an|2 + |bn|2) < ∞ 。这给出了光滑性与收敛速度关系的精确刻画。

本质原因：光滑性意味着高频分量（n 大）必须很小——快速振荡的三角函数与光滑函数的积分因“正

负相消”而变小；反之，奇性（间断、尖点）必然包含大量的高频成分，从而减慢收敛并引起 Gibbs 现
象。一句话：光滑性决定高频能量的衰减速率，从而决定 Fourier 级数的收敛速度。 □

4. (1) (10 分) 试讨论广义积分
ˆ
R

sinx

x
dx 的收敛性。

(2) (10 分) 试讨论广义重积分
¨

D

sinx

x
dxdy，其中 D = R× [0, 1] 的敛散性。

(3) (5 分) 请对上述结论给出一个你认为合理且本质的解释。

解答 (1) 在 0 点附近
sinx

x
→ 1，无奇性；在无穷远处，由 Dirichlet 判别法（sinx 的原函数 cosx 有

界，
1

x
↓ 0），

ˆ +∞

0

sinx

x
dx 条件收敛；同理

ˆ 0

−∞
条件收敛。故

ˆ
R

sinx

x
dx 收敛，且

ˆ
R

sinx

x
dx = 2

ˆ ∞

0

sinx

x
dx = π (Dirichlet 积分).

但它不绝对收敛：

ˆ ∞

0

| sinx|
x

dx = +∞（ | sinx|
x

≥ sin2 x

x
=

1− cos 2x
2x

，而

ˆ cos 2x
2x

收敛、

ˆ
1

2x
发

散）。

(2) 广义重积分收敛，且值为 π 。因被积函数与 y 无关：

¨
DR

sinx

x
dxdy =

ˆ 1

0

(ˆ R

−R

sinx

x
dx
)

dy =

ˆ R

−R

sinx

x
dx −→ π (R → ∞),

其中 DR = [−R,R] × [0, 1] 。所以（按矩形截断的广义重积分意义下）收敛于 π 。它同样不绝对收敛

（| sinx|/x 对 x 不可积）。

(3) 本质解释：重积分情形下，条件收敛之所以能发生，是因为沿 x 方向的正负振荡相互抵消，而 y 方

向是平凡（有界区间、被积函数与 y 无关）的。它与一元情形“同源”：
sinx

x
的符号振荡提供抵消机

制，使矩形截断极限存在；但这种抵消依赖于截断的对称方式，这正是绝对可积性缺失的表现。绝对可

积（Lebesgue 可积）才保证积分值与截断方式、积分次序无关（Fubini/Tonelli），而条件收敛时“值”
是脆弱的——对更一般的穷竭序列，广义二重积分可能不存在或取不同值。因此，绝对可积是使重积分

“真正良定义”的实质条件。 □

5.（20 分）求集合 {A ∈ M7×7(R) : A3 = 0} 中矩阵的秩的最大值。

解答 设 A 幂零（A3 = 0），其 Jordan 标准形由 Jordan 块 Jki
(0) 组成，且每个块的阶数 ki ≤ 3 。熟

知幂零 Jordan 块 Jk(0) 的秩为 k − 1，故

rankA =
∑
i

(ki − 1) = 7− (Jordan 块的个数).

在约束
∑

i ki = 7，1 ≤ ki ≤ 3 下，要最大化
∑

(ki − 1)，即最小化块的个数。 7 = 3+ 3+ 1（3 块）已
是块数最少（因每块阶数 ≤ 3）。此时

rankA = (3− 1) + (3− 1) + (1− 1) = 4.

例如

A = J3(0)⊕ J3(0)⊕ J1(0) ∈ M7(R)



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 42

满足 A3 = 0 且秩为 4 。故最大值为

max
{

rankA : A3 = 0
}
= 4.

□

6.（30 分）设 V 是有限维实内积空间，α1, · · · , αr, β1, · · · , βr ∈ V 。假设存在非零向量 α ∈ V 使得∑r
i=1〈α, αi〉βi = 0 。证明存在非零向量 β ∈ V 使得

∑r
i=1〈β, βi〉αi = 0 。

解答 定义线性变换

T : V → V, T (x) =
r∑

i=1

〈x, αi〉βi,

则题设即 α ∈ kerT，α 6= 0 。计算 T 的伴随：

〈Tx, y〉 =
r∑

i=1

〈x, αi〉〈βi, y〉 =
〈
x,

r∑
i=1

〈y, βi〉αi

〉
,

故

T ∗(y) =
r∑

i=1

〈y, βi〉αi.

要证的是存在 0 6= β ∈ V 使 T ∗(β) = 0，即 kerT ∗ 6= {0} 。

由 kerT 6= {0} 及
kerT = (ImT ∗)⊥

（线性代数基本恒等式），知 ImT ∗ ⊊ V 。故存在 0 6= β ∈ V 使 β ⊥ ImT ∗，从而

‖T ∗β‖2 = 〈T ∗β, T ∗β〉 = 〈β, T (T ∗β)〉 = 0

（因 T (T ∗β) ∈ ImT ∗ ⊥ β），即 T ∗(β) = 0 。所以

r∑
i=1

〈β, βi〉αi = T ∗(β) = 0,

且 β 6= 0 。证毕。 □

7.（20 分）证明：对任意 3× 3 复矩阵，存在 3× 3 酉矩阵 U，使得 UAU−1 为形如
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

∗ 0 ∗


的矩阵。

解答 取 A 的一个单位特征向量 u3（特征值 µ），并把它扩充为酉矩阵 U = (u1, u2, u3) 的第三列。此

时

U∗AU =


∗ ∗ 0

∗ ∗ 0

0 0 µ


（第三列为 U∗Au3 = µU∗u3 = (0, 0, µ)T；第三行第 1, 2个元素为 〈u3, Auj〉 = 〈A∗u3, uj〉 = 〈µ̄u3, uj〉 = 0）

。

记左上角 2× 2 块（即 A 在 u⊥
3 上的压缩）为 C，它是 2 阶复矩阵，必有特征向量。取 C 的单位特征

向量作为 u2（在 u⊥
3 内），再取 u1 为 u⊥

3 中与 u2 正交的单位向量。以 (u1, u2, u3) 为列构造酉矩阵 U

。此时在 u⊥
3 的基 {u1, u2} 下，C 的第 (1, 2) 个元素为

〈u1, Cu2〉 = 〈u1, νu2〉 = 0
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（ν 为 u2 对应的特征值）。这恰是 U∗AU 的 (1, 2) 元。于是

U∗AU =


∗ 0 0

∗ ∗ 0

0 0 ∗

 ,

其零元集合包含 (1, 2), (2, 3), (3, 2) 位置（还含 (1, 3), (3, 1)），当然是题中所要求的形式
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

∗ 0 ∗

 .

证毕。 □

8.（30 分）对于空间仿射坐标系中的马鞍面 S : z = xy，记 G 为所有保持 S 作为点集不变的空间仿射变

换构成的群。试决定空间中所有这样的直线 L，使得对于任意的 G 中变换 g，直线 g(L) 都与 L 平行

或重合。

解答 先确定 G 的结构。设 g(x, y, z) = M(x, y, z)T + t ∈ G，其中 M = (mij) 可逆，t = (t1, t2, t3) 。

在 S 上 z = xy，将 z = xy 代入 (g)1(g)2 − (g)3，得到关于 (x, y) 恒为零的多项式：

(m11x+m12y +m13xy + t1)(m21x+m22y +m23xy + t2)− (m31x+m32y +m33xy + t3) ≡ 0.

比较各项系数：

常数项: t1t2 − t3 = 0;

x 项: m11t2 +m21t1 −m31 = 0; y 项: m12t2 +m22t1 −m32 = 0;

x2 : m11m21 = 0; y2 : m12m22 = 0; x2y2 : m13m23 = 0;

x2y : m11m23 +m13m21 = 0; xy2 : m12m23 +m13m22 = 0;

xy : m11m22 +m12m21 +m13t2 +m23t1 −m33 = 0.

由 m11m21 = m12m22 = 0 及 M 可逆，分两种情形：

• m11m22 6= 0（此时 m12 = m21 = 0）：由 x2y 得 m23 = 0，由 xy2 得 m13 = 0，再由 x 、 y 项得

m31 = m11t2，m32 = m22t1，且 m33 = m11m22 。于是

g(x, y, z) =
(
ax+ t1, by + t2, abz + at2x+ bt1y + t1t2

)
, a, b 6= 0;

• m12m21 6= 0（此时 m11 = m22 = 0）：由 x2y 、 xy2 得 m13 = m23 = 0，同理

g(x, y, z) =
(
ay + t1, bx+ t2, abz + at2y + bt1x+ t1t2

)
,

即第一种形式再复合交换 x, y 的变换。

（由系数方程直接可验证上述映射确实把 S 映为自身，且 t3 = t1t2 等条件已自动满足。）

现在确定满足条件的直线。首先，G 包含所有纯伸缩

ga,b(x, y, z) = (ax, by, abz), a, b 6= 0.

若直线 L 对一切 g ∈ G 满足 g(L) ‖ L，则特别地对一切 ga,b 成立。设 L 的方向向量为 d = (d1, d2, d3)，

其像的方向为 (ad1, bd2, abd3)，要求对一切 a, b 6= 0 有

(ad1, bd2, abd3) ‖ (d1, d2, d3).
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若 d1 6= 0，则比例系数必为 a，令 a 变动即得矛盾；同理 d2 6= 0 亦矛盾。故 d1 = d2 = 0，即 L 的方

向必为 (0, 0, 1)（与 z 轴平行）。

反之，任何与 z 轴平行的直线 L = {(x0, y0, t) : t ∈ R} 都满足要求：由上面求出的 G 的结构，g ∈ G

的线性部分的第三列为 (0, 0, ab)T，故 g 把方向 (0, 0, 1) 映为 (0, 0, ab)，g(L) 仍是竖直线（过 (ax0 +

t1, by0 + t2, ·)），与 L 平行。

综上，满足条件的直线恰为与 z 轴平行的所有直线。 □
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北京大学数学科学学院

2019 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1.（20分）设 a > 0, a1 = a, a2 = aa, a3 = aa
a

, · · · , an+1 = aa
aa

, · · ·，集合 S = {a |序列{an} 极限存在}
。

(1) 证明 S 有上界。

(2) 求 S 的上确界。

解答 序列的递推关系为 an+1 = aan（幂塔）。

(1) 设 a ∈ S，{an} 收敛于 L 。由递推式两边取极限得 L = aL，故 a = L1/L 。因 an > 0 恒成立，故

L > 0 。考查函数

φ(x) = x1/x = e
ln x
x , x > 0,

φ′(x) = φ(x) · 1− lnx

x2
,

故 φ 在 (0, e) 上递增、在 (e,+∞) 上递减，最大值

max
x>0

x1/x = φ(e) = e1/e.

于是 a = L1/L ≤ e1/e，即 S ⊆ (0, e1/e]，S 有上界。

(2) 证明 e1/e ∈ S，从而 supS = e1/e 。取 a = e1/e ∈ (1, e) 。先证 {an} 单调递增：a1 = a，a2 = aa >

a1 = a（a > 1）；若 an > an−1，则 an+1 = aan > aan−1 = an 。再证 {an} 有上界 e：a1 = a < e；若

an ≤ e，则 an+1 = aan ≤ (e1/e)e = e 。故 an ↑ L ≤ e，且 L 满足 L = eL/e，即
lnL

L
=

1

e
，而函数

lnx

x

在 (0, e] 上严格递增（只在 x = e 处等于
1

e
），故 L = e 。所以 e1/e ∈ S 。

因此 supS = e1/e 。（事实上可证 S = [e−e, e1/e]：对 1 < a ≤ e1/e 由上面的单调性论证知 {an} 收敛；
对 0 < a < 1，不动点 L = aL ∈ (a, 1)，a = L1/L，幂塔收敛当且仅当 |(ax)′|x=L| = |L ln a| = | lnL| < 1，

即 L > e−1，等价于 a = L1/L ≥ (e−1)e = e−e 。） □

2.（共 20 分，每小题 10 分）

(1) 设 y = arctan 3x(x2 − 1)

x4 − 4x2 + 1
，求

dy
dx 。

(2) 求定积分
ˆ 1

0

1 + x4

1 + x6
dx 。

解答 (1) 记 u =
3x(x2 − 1)

x4 − 4x2 + 1
，则 y′ =

u′

1 + u2
。计算：

u′ =
(9x2 − 3)(x4 − 4x2 + 1)− (3x3 − 3x)(4x3 − 8x)

(x4 − 4x2 + 1)2
=

−3(x6 + x4 + x2 + 1)

(x4 − 4x2 + 1)2
,

1 + u2 =
(x4 − 4x2 + 1)2 + 9x2(x2 − 1)2

(x4 − 4x2 + 1)2
=

x8 + x6 + x2 + 1

(x4 − 4x2 + 1)2
=

(x2 + 1)(x6 + 1)

(x4 − 4x2 + 1)2
.

故
dy
dx =

u′

1 + u2
= −3(x6 + x4 + x2 + 1)

(x2 + 1)(x6 + 1)
= −3(x4 + 1)

x6 + 1
,

也可写成
dy
dx = − 3

1 + x2
− 3x2

1 + x6
.
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（注：函数 u 在 x4 − 4x2 + 1 = 0 处无定义，在其每个连续区间上 y = − arctanx3 − 3 arctanx+C，常

数 C 在各区间可不同。）

(2) 先作部分分式分解：
1 + x4

1 + x6
=

2

3
· 1

1 + x2
+

1

3
· x2 + 1

x4 − x2 + 1
.

（验证：右端通分，分子为
2

3
(x4 − x2 +1)+

1

3
(x2 +1)2 =

2

3
x4 − 2

3
x2 +

2

3
+

1

3
x4 +

2

3
x2 +

1

3
= x4 +1 。）

注意到
d

dx arctan
(
x− 1

x

)
=

1 + 1/x2

1 + (x− 1/x)2
=

x2 + 1

x4 − x2 + 1
.

于是 ˆ 1

0

1 + x4

1 + x6
dx =

[2
3

arctanx+
1

3
arctan

(
x− 1

x

)]1
0+

=
(2
3
· π
4
+

1

3
· 0
)
−
(
0 +

1

3
·
(
−π

2

))
=

π

6
+

π

6
=

π

3
.

□

3.（20 分）试参照积分第二中值定理的表述，给出第一类曲线积分的积分第二中值定理（注意条件和结论
表述的准确性），并给出相应的证明。

解答 定理（第一类曲线积分的积分第二中值定理）：设 Γ 是（分段）光滑的可求长曲线，以弧长 s 为

参数，Γ : r(s)，0 ≤ s ≤ L，起点 A = r(0)，终点 B = r(L) 。设 f 是定义在 Γ 上的函数，且 f(r(s))
关于弧长参数 s 单调；g 在 Γ 上连续。则存在 ξ ∈ Γ（把 Γ 分成从 A 到 ξ 与从 ξ 到 B 两段 Γ1,Γ2），

使得 ˆ
Γ

f g ds = f(A)

ˆ
Γ1

g ds+ f(B)

ˆ
Γ2

g ds,

即 ˆ L

0

f(r(s))g(r(s)) ds = f(r(0))
ˆ s0

0

g(r(s)) ds+ f(r(L))
ˆ L

s0

g(r(s)) ds,

其中 s0 = s(ξ) ∈ [0, L] 。

特别地，若 f 沿 Γ 单调递减且 f ≥ 0，则存在 ξ ∈ Γ 使
ˆ
Γ

fg ds = f(A)

ˆ
Γ1

g ds;

若 f 沿 Γ 单调递增且 f ≥ 0，则 ˆ
Γ

fg ds = f(B)

ˆ
Γ2

g ds.

证明：把 Γ 按弧长参数化后，令 F (s) = f(r(s))，G(s) = g(r(s))，则 F 在 [0, L] 上单调，G 连续，问

题化为一元积分第二中值定理：

ˆ L

0

F (s)G(s) ds = F (0)

ˆ s0

0

G(s) ds+ F (L)

ˆ L

s0

G(s) ds.

现补证一元情形。设 F 单调递减（递增情形类似；一般单调函数可写成 F = F (b) + [F −F (b)] 用递减

情形）。记 H(s) =
´ s

0
G(t) dt，H ∈ C1[0, L] 。对 [0, L] 作分割 0 = s0 < s1 < · · · < sm = L，由 Abel

求和公式，

m∑
i=1

F (si−1)

ˆ si

si−1

G =
m∑
i=1

F (si−1)
(
H(si)−H(si−1)

)
= F (sm−1)H(L)−

m−1∑
i=1

(
F (si)− F (si−1)

)
H(si).

因 F ≥ 0 递减，H 连续，右端在分割加细时趋于

F (L)H(L)−
ˆ L

0

H dF,
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其中 dF 是单调函数产生的非正 Stieltjes 测度，且

F (L)H(L)−
ˆ L

0

H dF = F (L)H(L) +

ˆ L

0

H d(−F ),

对后一项用积分第一中值定理（d(−F ) ≥ 0，H 连续）：存在 s0 ∈ [0, L]使

ˆ L

0

H d(−F ) = H(s0)

ˆ L

0

d(−F ) =

H(s0)(F (0)− F (L)) 。于是左端极限为

ˆ L

0

FG = F (L)H(L) +H(s0)
(
F (0)− F (L)

)
= F (0)

ˆ s0

0

G+ F (L)

ˆ L

s0

G,

（因 H(0) = 0）。这正是一元第二中值定理。取 ξ = r(s0) 即得曲线积分版本。 □

4.（20 分）设 f(x) 和 g(x) 皆为整个实数轴上的连续函数，其中 g(x) 以 T > 0 为周期。证明：函数方程

f(f(x)) = −x3 + g(x) 不可能有连续解。

解答 反证：设连续函数 f 满足 f(f(x)) = −x3 + g(x) =: h(x) 。因 g 连续周期，设 |g| ≤ M 。则当

|x| 充分大时 h′(x) = −3x2 + g′(x) < 0 且 h(x) → ∓∞（x → ±∞），故 h 是满射，f 也满射。

取 R 充分大，使 h 在 [R,+∞) 上严格递减。若 R ≤ a < b 而 f(a) = f(b)，则 h(a) = f(f(a)) =

f(f(b)) = h(b)，与 h 在 [R,∞) 上严格递减矛盾，故 f 在 [R,+∞) 上单射。连续单射必严格单调。

若 f 在 [R,+∞) 上递增：则 f(x) ↑ L ∈ (−∞,+∞]（x → ∞）。若 L < +∞，则 h(x) = f(f(x)) →
f(L−) = f(L)（连续性），与 h(x) → −∞矛盾；若 L = +∞，则 h(x) = f(f(x)) → +∞，亦矛盾。故 f

不递增，只能严格递减。于是 f(x) ↓ L（x → ∞）。若 L > −∞，则 h(x) = f(f(x)) → f(L+) = f(L)

有限，与 h(x) → −∞ 矛盾；故 L = −∞，即 f(x) → −∞（x → +∞）。又 h(x) = f(f(x)) → −∞
（x → ∞）且 f(x) → −∞，说明 f(y) → −∞（y → −∞）。于是 f 在 R 上上有界，设 f ≤ M0 。但

h(x) = f(f(x)) ≤ M0 对一切 x 成立，而

h(x) = −x3 + g(x) → +∞ (x → −∞),

矛盾。故不存在这样的连续函数 f 。证毕。 □

5.（20 分）在单位圆盘 D 内，u = ∆u, u|∂D = 0 。证明：u ≡ 0 。

解答 设 u ∈ C2(D) ∩ C(D) 满足 ∆u = u 于 D，u|∂D = 0 。方程两边乘以 u 并在 D 上积分：

ˆ
D

u2 dxdy =

ˆ
D

u∆u dxdy.

由 Green 第一恒等式， ˆ
D

u∆u+

ˆ
D

|∇u|2 =
ˆ
∂D

u
∂u

∂n
ds = 0

（边界上 u = 0）。故 ˆ
D

u2 = −
ˆ
D

|∇u|2 ≤ 0.

又
´
D
u2 ≥ 0，故

´
D
u2 = 0，从而（u 连续）u ≡ 0 于 D 。 □

6.（15 分）设 a0, a1, a2 为有理数，且 ∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2

a2 a0 + a1 a1 + a2

a1 a2 a0 + a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

证明：a0 = a1 = a2 = 0 。
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解答 直接展开行列式（Sarrus 法则）得

D := a30 + a31 + a32 + 2a20a1 + a0a
2
1 − a21a2 − a0a

2
2 − 3a0a1a2.

关键是模 2 同余：因 x3 ≡ x，x2 ≡ x (mod 2)，2a20a1 ≡ 0，−y ≡ y (mod 2)，故

D ≡ a0 + a1 + a2 + a0a1 + a1a2 + a0a2 + a0a1a2

≡ (1 + a0)(1 + a1)(1 + a2)− 1 (mod 2),

即

D ≡ 1− (1 + a0)(1 + a1)(1 + a2) (mod 2).

若 D = 0，则 (1 + a0)(1 + a1)(1 + a2) ≡ 1 (mod 2)，故 1 + ai ≡ 1 (mod 2)，即 a0, a1, a2 都是偶数。

先证整数情形的结论（无穷递降）：设 a0, a1, a2 ∈ Z 满足 D = 0，由上知 ai = 2bi（bi ∈ Z）。因 D 是

三次齐次多项式，D(a0, a1, a2) = 8D(b0, b1, b2) = 0，故 b0, b1, b2 又是一组整数解。如此反复，ai 可被

任意大的 2k 整除，只能 a0 = a1 = a2 = 0 。

对有理数情形：设 ai =
mi

d
（d ∈ Z>0 为公分母），则 D(m0,m1,m2) = d3D(a0, a1, a2) = 0，由整数情

形得 m0 = m1 = m2 = 0，故 a0 = a1 = a2 = 0 。证毕。 □

7.（25 分）设实二次型 f(x1, x2, x3) = 4x1x2 − 2x1x3 + 3x2
2 − 4x2x3 。

(1) (5 分) 将 f 写成 xTAx 的形式，求实对称矩阵 A 的特征向量与特征值。

(2) (10 分) 求正交矩阵 P 和对角矩阵 D，使得 A = PDP T 。

(3) (10分)求二次型 f(x) = xTAx在单位球面 ‖x‖ = 1上取到的最大值，并确定在何处取到最大值。

解答 (1) 由二次型的对称化规则（xixj 项系数一半分给 aij , aji）：

A =


0 2 −1

2 3 −2

−1 −2 0

 , f = xTAx.

求特征多项式：

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −2 1

−2 λ− 3 2

1 2 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 3λ2 − 9λ− 5 = (λ− 5)(λ+ 1)2.

故特征值为 λ1 = 5，λ2 = λ3 = −1 。

λ = 5：解 (5I −A)v = 0 得特征向量 v1 = (1, 2,−1) 。

λ = −1：解 (−I −A)v = 0，即 x1 + 2x2 − x3 = 0，特征子空间为二维。取两个互相正交的向量：

v2 = (2,−1, 0), v3 = (1, 2, 5)

（验证：v2 · v3 = 2− 2 + 0 = 0，且 v1 · v2 = v1 · v3 = 0）。

(2) 单位化：
e1 =

1√
6
(1, 2,−1), e2 =

1√
5
(2,−1, 0), e3 =

1√
30

(1, 2, 5).

令

P = (e1, e2, e3), D = diag(5,−1,−1),

则 P 为正交矩阵且

A = PDPT.
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(3) 由 Rayleigh 商，对 ‖x‖ = 1，

f(x) = xTAx = λmax = 5 的上界, f(x) ≤ 5,

等号当且仅当 x 是对应于最大特征值 5 的单位特征向量，即

x = ±e1 = ± 1√
6
(1, 2,−1).

故最大值为 5，在 ± 1√
6
(1, 2,−1) 处取得。 □

8.（20 分）设矩阵 A 的列数与矩阵 B 的行数均为 n，证明：

rank(A) + rank(B) = rank(AB) + n

当且仅当 KerA ⊆ ImB 。

解答 （设 A 为 m× n 矩阵，B 为 n× p 矩阵。）先证基本恒等式：对任意矩阵 X,Y（X 的列数 =

Y 的行数），

rank(XY ) = rankY − dim(kerX ∩ ImY ).

（由核像维数公式：rank(XY ) = dimX(ImY ) = dim ImY −dim(kerX ∩ ImY )。）取 X = A，Y = B：

rank(AB) = rankB − dim(kerA ∩ ImB).

于是

rank(A) + rank(B) = rank(AB) + n ⇐⇒ rankA = n− dim(kerA ∩ ImB)

⇐⇒ dim(kerA ∩ ImB) = n− rankA = dim kerA.

因 kerA ∩ ImB ⊆ kerA，维数相等且包含成立等价于

kerA ∩ ImB = kerA ⇐⇒ kerA ⊆ ImB.

证毕。 □

9.（10 分）设 A 为 Mn(C) 中的幂零矩阵，定义 Mn(C) 上的线性变换 TA : B 7→ AB − BA 。证明：若

(TA)
2B = 0，则 AB 是幂零矩阵。

解答 设 An = 0，C = [A,B] = AB −BA = TA(B)，则 (TA)
2B = [A,C] = 0，即 AC = CA 。

第一步（Leibniz 恒等式）：对一切 k ≥ 0，

AkB =
k∑

i=0

(
k

i

)
T i
A(B)Ak−i.

证明：k = 0, 1 显然（A0B = B；AB = BA+C = TA(B)A0 +BA）。若对 k 成立，则（用 AT i
A(B) =

T i+1
A (B) + T i

A(B)A）

Ak+1B = AAkB =
k∑

i=0

(
k

i

)
AT i

A(B)Ak−i

=
k∑

i=0

(
k

i

)(
T i+1
A (B) + T i

A(B)A
)
Ak−i

=
k+1∑
i=0

[( k

i− 1

)
+

(
k

i

)]
T i
A(B)Ak+1−i =

k+1∑
i=0

(
k + 1

i

)
T i
A(B)Ak+1−i.



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 50

由 T 2
A(B) = 0，得

AkB = BAk + k CAk−1 (k ≥ 1).

取 k = n：AnB = 0 = BAn + nCAn−1，故

CAn−1 = 0.

第二步（归纳证明 (AB)2n−1 = 0）。对幂零指标归纳：n = 1 时 A = 0，AB = 0，成立。设结论对幂

零指标 ≤ n− 1 成立。若 An−1 = 0，则由归纳假设（A 的幂零指标 ≤ n− 1）得 (AB)2n−3 = 0，从而

(AB)2n−1 = (AB)2n−3(AB)2 = 0 。若 An−1 6= 0，记 V ′ = ImAn−1 6= {0} 。由 An = 0 知 A(V ′) = 0；

由 CAn−1 = 0 知 C(V ′) = 0，故对 v′ ∈ V ′：

AB v′ = ABv′ −BAv′ = Cv′ = 0 (因Av′ = 0).

在商空间 V /V ′ 上，Ān−1 = 0（An−1(V ) ⊆ V ′），且 C̄ = [Ā, B̄] 、 [Ā, C̄] = 0 仍成立，由归纳假设

(ĀB̄)2n−3 = 0，即 (AB)2n−3(V ) ⊆ V ′ 。于是对任意 v ∈ V，

(AB)2n−1v = (AB)2 (AB)2n−3 v = (AB)
(
(AB)(AB)2n−3v

)
= 0

（因 (AB)2n−3v ∈ V ′，而 AB 在 V ′ 上为零）。故 (AB)2n−1 = 0，AB 幂零。证毕。 □

10.（30 分）定义在平面 y = 0 上的圆 C : (x− 2)2 + z2 = 1 绕 z 轴旋转成一环面 Γ 。

(1) 求环面 Γ 的一个参数方程。

(2) 环面 Γ 的正等测投影（其在平面 x+ y + z = 0 上的垂直投影）外周是否为椭圆？

解答 (1) 圆 C 上的点可写为 (2 + cos t, 0, sin t)（0 ≤ t < 2π）。绕 z 轴旋转角度 θ 后得

r(t, θ) =
(
(2 + cos t) cos θ, (2 + cos t) sin θ, sin t

)
, 0 ≤ t, θ < 2π.

（消去参数得直角坐标方程
(
x2 + y2 + z2 + 3

)2
= 16(x2 + y2) 。）

(2) 不是椭圆。先求正等测投影下的轮廓线。环面在 (t, θ) 处的法向量为

N = rt × rθ = −
(
(2 + cos t) cos t cos θ, (2 + cos t) cos t sin θ, (2 + cos t) sin t

)
,

轮廓（外周）条件是 N 与投影方向 (1, 1, 1) 垂直：

cos t (cos θ + sin θ) + sin t = 0.

令 s = cos θ + sin θ ∈ [−
√
2,
√
2]，则 sin t = − cos t · s，即 tan t = −s，故

cos t = ± 1√
1 + s2

.

取 cos t = +
1√

1 + s2
（外周一支）。在平面 x + y + z = 0 上取标准正交基 a =

1√
2
(1,−1, 0)，b =

1√
6
(1, 1,−2)，则外周轮廓的参数方程为

u = r · a =
1√
2
(2 + cos t)(cos θ − sin θ) = ± 1√

2

(
2 +

1√
1 + s2

)√
2− s2,

v = r · b =
1√
6

[
(2 + cos t)s− 2 sin t

]
=

s√
6

(
2 +

3√
1 + s2

)
,

（s ∈ [−
√
2,
√
2]，其中用到 (cos θ − sin θ)2 = 2− s2）。
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反证其不是椭圆：若外周是椭圆，则其关于 u, v 轴均对称（环面关于 xOy 、 xOz 等坐标面对称），必

形如
u2

a2
+

v2

b2
= 1 。它在 u 轴上的截距为 u = ±3（s = 0 时），故 a = 3；在 v 轴上的截距为 s =

√
2

时的 v 值

b =

√
2√
6

(
2 +

3√
3

)
=

2 +
√
3√

3
.

但取 s = 1（此时 u2 =
(2 + 1/

√
2)2

2
，v =

2 + 3/
√
2√

6
），代入验证：

u2

9
+

v2

b2
=

(2 + 1/
√
2)2

18
+

(2 + 3/
√
2)2

6
· 3

(2 +
√
3)2

≈ 0.4071 + 0.6097 = 1.0168 6= 1,

矛盾。故外周不是椭圆（它是更高次的代数曲线）。 □
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