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南京大学数学学院

2024 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 50 分）

1. 计算题。

(1) lim
x→0

(
1

x2
− 1

tan2 x

)
.

(2) lim
x→0+

x lnx.

(3)

ˆ +∞

0

x

ex − e−x
dx.

(4)

ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(1 + x2y2)3/2
dxdy.

2. 讨论级数
∞∑

n=1

cosn
n
敛散性（包括绝对收敛和条件收敛）。

3. 设有界函数 f(x) 在 R 上可微且满足 |f ′(x)| < 1 (∀x ∈ R) 。

(1) 证明：方程 f(x) = x 在 R 上存在唯一解 x0 。

(2) 设初始值 a0 ∈ R，数列 {an} 由递推关系 an = f(an−1) 生成，证明： lim
n→∞

an = x0 。

4. 设函数 f(x), g(x) : [0, 1] → R 满足
f(x), g(x) ∈ C[0, 1];

f(0) = 1, f(1) = 0, g(0) = 0, g(1) = 1.

证明：存在 x0 ∈ (0, 1)，使得 f(x0) = g(x0) 。

高等代数（满分 50 分）

1. 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos 1 cos 2 cos 3 cos 4
cos 2 cos 3 cos 4 cos 5
cos 5 cos 6 cos 7 cos 8
cos 9 cos 10 cos 11 cos 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的值。

2. 设 V = Rn 为 n 维实向量空间，A 是 n× n 实对称矩阵，其特征值按升序排列为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

设 W 是 V 的任意 k 维子空间，证明：存在单位向量 x ∈ W，使得二次型满足

xTAx ≥ λk.

3. 求二次型 f(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3 的符号差。

4. 设 α =
√
2 +

√
3，Fα = Q(α) 为有理数域 Q 上包含 α 的最小扩域。定义线性变换 Lα : Fα → Fα，其

作用为 Lα(β) = α · β (∀β ∈ Fα) 。求 Lα 的特征多项式。

5. 设 m 阶矩阵 A 与 n 阶矩阵 B 没有公共的特征值，又 C 为 m× n 矩阵，证明：分块矩阵(
A C

O B

)
与

(
A O

O B

)

相似。
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南京大学数学学院

2023 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 50 分）

1.（16 分）计算下列各题。

(1)

ˆ 2

√
2

1

x
√
x2 − 1

dx.

(2)

ˆ
R
x4e−

x2

2 dx.

(3) lim
n→∞

√
1 + · · ·+

√
n

n3/2
.

(4) lim
x→π

2

sin(cos2 x)
ln(sinx)

.

2.（10 分）讨论下列级数的敛散性：

(1)
∞∑

n=1

(
1− 1

n

)n2

n2
.

(2)
∞∑

n=1

(−1)n
sinn

n
.

3.（8 分）计算曲线积分

I =

˛
C

ex

x2 + y2
[
(x cos y + y sinx)dx+ (x sin y + y cosx)dy

]
,

其中 C :
x2

4
+ y2 = 1，积分沿逆时针方向进行。

4.（8 分）设函数 f : Rn → R 满足以下条件：

(1) f ∈ C2(Rn);

(2) f(0) = 0, 且 f(x) ≥ 0 对所有 x ∈ Rn 成立;

(3) f 的 Hessian 矩阵 ∇2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj

(x)

)
1≤i,j≤n

在每一点 x ∈ Rn 处正定。

证明:

(a) f(x) 在 Rn 上仅有一个零点, 且存在常数 c > 0, 使得对任意 x ∈ Rn, 有 f(x) ≥ c∥x∥ 。

(b) 梯度映射 ∇f : Rn → Rn, 即 ∇f(x) =

(
∂f

∂x1

(x),
∂f

∂x2

(x), . . . ,
∂f

∂xn

(x)

)
是单射。

5.（8 分）设函数列 fn(x) = xn + 2023x 。

(a) 证明: 方程 fn(x) = 2023 在 [0,+∞) 上有唯一的实根 xn 。

(b) 证明: 数列 {xn} 有极限, 并求出 lim
n→∞

xn 。

(c) 求 lim
n→∞

nxn
n

lnn
。

高等代数（满分 50 分）

1.（20 分）设 c 是有理系数多项式的根, 定义集合 I = {f(x) ∈ Q[x] | f(c) = 0} 。

(1) (10 分) 证明: 存在唯一的首一多项式 p(x), 使得对任意 f(x) ∈ I, 均有 p(x) | f(x) 。

(2) (5 分) 证明: p(x) 在有理数域 Q 上不可约。

(3) (5 分) 若 c =
√
2 + i, 求 p(x) 。
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2.（10 分）设矩阵 A ∈ M7(C) 的最小多项式为 λ2(λ− 1)3, 求 A 所有可能的 Jordan 标准型。

3.（10 分）定义 n 阶幻方 V ⊂ Mn(C) 是所有满足每行、每列以及两个对角线元素和相等的矩阵全体构成
的集合, 即对任意 i = 1, 2, . . . , n, 矩阵 A = (aij) ∈ V 满足

n∑
j=1

aij =
n∑

j=1

aji =
n∑

j=1

an+1−j,j =
n∑

j=1

ajj .

证明:

(1) V 是 Mn(C) 的一个子空间。

(2) 求 dimV 。

4.（10 分）设 V 是区间 [−1, 1] 上所有次数不超过 n 的实系数多项式构成的线性空间, 在 V 中定义二元

函数:
(f(x), g(x)) =

ˆ 1

−1

f(x)g(x)dx, ∀f(x), g(x) ∈ V.

(1) 验证上述定义是 V 的一个内积, 从而 V 是一个欧氏空间。

(2) 求 V 的一组标准正交基 (由基 1, x, x2, x3 出发作正交化) 。

概率论（仅限应用统计专业，满分 50 分）

1.（10 分）设 X 与 Y 的联合密度函数为

p(x, y) =

3x, 0 < x < 1, 0 < y < x,

0, 其他.

试求 Z = X − Y 的密度函数。

2.（10 分）设在区间 (0, a) 上随机地取 n 个点, 求相距最近的两点间距离的数学期望。

3.（15 分）设随机变量序列 {Xn} 独立同分布, 且 Xi ∼ U(0, 1) 。证明:(
n∏

i=1

Xi

)2/n

P→ c,

其中 c 为常数, 并求出 c 。

4.（15 分）设随机变量序列 {Xn} 独立同分布, 且满足 E(X2
1 ) < +∞, 证明:

max{|X1|, . . . , |Xn|}√
n

L→ 0.
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南京大学数学学院

2022 年夏令营招生考试试题
注：数学分析和高等代数必做, 其余科目可选一。

数学分析（满分 50 分）

1.（10 分）设 a1 > 2, 且当 n ≥ 1 时, an+1 =
a2n

2(an − 1)
。讨论数列 {an} 的收敛性。

2.（10 分）证明:
n∑

k=1

sin
√
k = O(

√
n), n → ∞ 。

3.（15 分）设 f(x) ∈ C2(R), f(x) ≥ 0, f ′′(x) ≤ 1 。证明: |f ′(x)|2 ≤ 2f(x) 。

4.（15 分）设函数 f : Rn → R 处处可微, 且 ∥∇f(x)−∇f(y)∥ ≤ ∥x− y∥, ∀x, y ∈ Rn 。证明:∣∣f(y)− f(x)−∇f(x) · (y − x)
∣∣ ≤ 1

2
∥x− y∥2, ∀x, y ∈ Rn.

高等代数（满分 50 分）

1.（10 分）求由三维空间中四点

A = (1, 1, 1), B = (8, 4, 2), C = (27, 9, 3), D = (64, 16, 4)

组成的三棱锥的体积。

2.（10 分）已知 n 阶实对称矩阵 A 的特征值为 λ1, . . . , λn, 求矩阵

B =

(
A In

In A

)

的特征值。

3.（10 分）设实数域上的矩阵

A =


3 0 9

0 6 0

9 0 3

 ,

求正交矩阵 T , 使得 T−1AT 为对角矩阵。

4.（10 分）假设 A,B 是两个具有相同的秩和极小多项式的 6 阶幂零矩阵, 证明: A,B 相似。

5.（10 分）设 A,B 是两个 n 阶方阵, 令 C = AB − BA, 如果 AC = CA, 证明: 存在正整数 m, 使得
Cm = O 。

实变函数（满分 50 分）

1.（15 分）设 f(x), fn(x), x ∈ [0, 1], (n = 1, 2, 3, . . . ) 是定义在闭区间 [0, 1] 上的 Lebesgue 可积函数。试
分别给出 fn(x) 几乎处处收敛、依测度收敛和在 L1([0, 1]) 中收敛于 f(x) 的定义, 并讨论这三种收敛性
之间的关系。

2.（10 分）试构造闭区间 [0, 1] 上的 Riemann 可积函数列 {fn(x)} 使得下面两个条件成立:

(a) fn(x) 是 L1([0, 1]) 意义下的 Cauchy 列, 即对任意 ε > 0, 存在正整数 N , 使得对任意 m,n > N 有

ˆ 1

0

|fm(x)− fn(x)|dx < ε.
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(b) 不存在 Riemann 可积函数 f(x) 使得 lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)− f(x)|dx = 0 。

3.（10 分）设 f(x) 为闭区间 [0, 1] 上的有界变差函数, 证明: f(x) 是绝对连续函数当且仅当对任意满足

g(0) = 0, g(1) = 0 的连续可微函数 g(x), 下述分部积分公式成立
ˆ 1

0

f(x)g′(x)dx = −
ˆ 1

0

f ′(x)g(x)dx.

4.（15 分）设 L2([0, 1]) 为定义在区间 [0, 1] 上的平方可积函数空间, 称函数列 {fn(x)}∞n=1 ⊂ L2([0, 1]) 弱

收敛于 f(x) ∈ L2([0, 1]), 若对任意 g(x) ∈ L2([0, 1]) 有

lim
n→∞

ˆ 1

0

fn(x)g(x)dx =

ˆ 1

0

f(x)g(x)dx.

证明下列命题:

(a) lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)−f(x)|2dx = 0当且仅当 fn(x)弱收敛于 f(x)和

ˆ 1

0

|fn(x)|2dx收敛于
ˆ 1

0

|f(x)|2dx

同时成立。

(b) fn(x) 弱收敛于 f(x) 当且仅当对任意的 t ∈ [0, 1], lim
n→∞

ˆ t

0

fn(x)dx =

ˆ t

0

f(x)dx 。

近世代数（满分 50 分）

1.（14 分）设 P 是有限群 G 的一个 Sylow p-子群。

(a) (7 分) 证明: NG(NG(P )) = NG(P ), 其中 NG(·) 表示群的正规化子。

(b) (7 分) 设 H 是 G 的一个子群且 H ⊇ NG(P ), 证明: NG(H) = H 。

2.（6 分）证明:
√
2 + 3

√
3 是无理数。

3.（15 分）令 F 是一个域, 定义集合

R =

{(
a −b

b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ F

}
.

(a) (5 分) 证明: 在矩阵加法和乘法下, R 是一个含幺交换环。

(b) (10 分) 当 F 分别为 Q,C,F5,F7 时判断 R 是否构成域。

4.（15 分）设 K 是一个域, F ⊆ K 为子域, 且 F 包含集合 {a2 | a ∈ K} 。

(a) (5 分) 证明: 当 K 的特征不为 2 时, F = K 。

(b) (5 分) 证明: 若 K 的特征为 2 且 K 是有限域, 仍有 F = K 。

(c) (5 分) 若 K 的特征为 2 但 K 不是有限域, 判断是否仍有 F = K 并说明理由。

概率论（满分 50 分）

1.（15 分）设 X,Y 为独立同分布的随机变量, 且 X 服从参数为 1 的指数分布, 求 U =
X

X + Y
的密度函

数。

2.（10 分）设 ξ 为取自然数值的随机变量, φ(t) 为其特征函数, 证明:

P(ξ = k) =
1

2π

ˆ π

−π

e−iktφ(t)dt, k = 0, 1, 2, . . . .
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3.（10 分）设随机变量 X 服从参数为 1 的 Poisson 分布, 对 X 独立重复观察 n 次, Y 表示观察值大于 1

的次数, 求 E(Y 2) 。

4.（15 分）设 X1, X2, . . . , Xn 为独立同分布的随机变量, 其概率密度函数均为 p(x) 。证明:

(a) P
(

max{X1, . . . , Xn} = X1

)
=

1

n
。

(b) 随机变量 max{X1, X2, . . . , Xn} 与 I{X1 = max{X1, . . . , Xn}} 相互独立。

数值分析（满分 50 分）

1.（10 分）设函数 f(x) ∈ C4[a, b], 试构造三次多项式 H3(x) 满足插值条件:

H3(a) = f(a), H3

(
a+ b

2

)
= f

(
a+ b

2

)
, H3(b) = f(b), H ′

3

(
a+ b

2

)
= f ′

(
a+ b

2

)
,

并求余项 f(x)−H3(x) 的表达式。

2.（10 分）确定常数 A,B,C 及正数 a, 使得如下求积公式
ˆ 2

−2

f(x)dx ≈ Af(−a) +Bf(0) + Cf(a)

具有尽可能高的代数精度, 并判断该公式是否为 Gauss 型求积公式。

3. 求二级二阶隐式 Runge–Kutta 法
yn+1 = yn +

h

2
(K1 +K2),

K1 = f(tn, yn),

K2 = f

(
tn + h, yn +

h

2
(K1 +K2)

)
的绝对稳定区间。

4.（10 分）设线性方程组 Ax = b, 其中

A =

(
1 1.0001

1 1

)
, b =

(
2

2

)
,

已知其精确解为 x =

(
2

0

)
。回答以下问题:

(a) 计算矩阵 A 基于无穷范数的条件数 Cond∞(A) 。

(b) 当右端向量 b 有微小扰动 ∆b =

(
0.0001

0

)
时, 方程组变为 A(x+∆x) = b+∆b, 求新的解 x+∆x

。

(c) 计算相对误差 ∥∆b∥∞
∥b∥∞

和
∥∆x∥∞
∥x∥∞

, 并解释这两个值的差异反映了矩阵 A 的何种性质。

5.（10 分）设初值问题 y′ = f(x, y), a ≤ x ≤ b,

y(a) = η,

对区间 [a, b] 进行等距划分, 步长 h =
b− a

n
, 节点为 xi = a+ ih (i = 0, 1, . . . , n), 变形 Euler 方法定义

为

yi+1 = yi + h · f
(
xi +

h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)
.

(a) 证明: 该方法具有二阶精度。

(b) 求出其局部截断误差主项。
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南京大学数学学院

2021 年夏令营招生考试试题

数学分析

1. 设 a0 ∈ R, 当 n ≥ 0 时, an+1 = arctan an, 讨论数列 {an} 的收敛性。

2. 计算定积分

(a)
ˆ 1

0

x2 lnx dx 。

(b)
ˆ 1

0

x2
√
1− x2 dx 。

3. 设 f : R2 → R2 可微且恒有

∥f(x, y)− f(0, 0)∥ ≥
√
x2 + y2, ∀(x, y) ∈ R2.

证明: f 在原点的 Jacobi 矩阵非退化。

4. 设 f(x) 是 [1,+∞) 上定义的正值连续函数, 且无穷积分
ˆ +∞

1

f(x)dx 收敛。

(a) 判断是否必有 lim
x→+∞

f(x) = 0 并说明理由。

(b) 判断无穷积分
ˆ +∞

1

f(x)1−
1
x dx 是否收敛并说明理由。

高等代数

1. 设 3 阶正定矩阵 A 的三个特征值为 6, 3, 3 。又 x = (1, 1, 1)T 是 A 的属于特征值 6 的特征向量。

(a) 求 A 的属于特征值 3 的两个线性无关的特征向量。

(b) 求 A 。

2. 设 α = (1, 2, 3), β = (0, 1, 2) ∈ R3, 求{
γ ∈ R3

∣∣ ∃A ∈ M3(R), s.t. |A| = 0, αA = β, βA = γ, γA = α
}
.

3. 判断多项式

f(x) = 2021 +
2020∏
i=1

(x− i)2

在 Q 上是否可约, 并说明理由。 (提示: 2021 = 43× 47)

实变函数

1. 证明: 存在闭集 C ⊂ (0, 1), 使得 C 不含任何有理数且其测度等于
1

2
。

2. 设 f(x) 在 [0, 1] 处处可导, 判断 f ′(x) 是否为 Lebesgue 可测函数。

3. 设 f(x) ∈ L1(R), 当 x ∈ R 时, 记

g(x) =

ˆ
R
f(x− y) arctan y dy.

证明: g(x) 二阶可导, 且 g′′(x) 为有界函数。

4. 设 f(x) 定义在 R 上且满足 f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R 。

(a) 若 f(x) 在任何闭区间都可积, 证明: f(x) = f(1)x, ∀x ∈ R 。

(b) 当 f(x) 是可测函数时, 上述结论是否成立? 请给出理由。
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