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南京大学数学学院

2024 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 50 分）

1. 计算题。

(1) lim
x→0

(
1

x2
− 1

tan2 x

)
.

(2) lim
x→0+

x lnx.

(3)

ˆ +∞

0

x

ex − e−x
dx.

(4)

ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(1 + x2y2)3/2
dxdy.

解答. (1) 由

cotx =
1

x
− x

3
+O(x3), x → 0,

得
1

tan2 x
= cot2 x =

1

x2
− 2

3
+O(x2),

故极限为 2
3
.

(2) 令 x = 1/t，则 t → +∞，

x lnx = − ln t

t
→ 0.

(3) 对 x > 0，

x

ex − e−x
=

xe−x

1− e−2x
=

∞∑
k=0

xe−(2k+1)x.

逐项积分得 ˆ ∞

0

x

ex − e−x
dx =

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=

π2

8
.

(4) 固定 y，有 ˆ 1

0

dx
(1 + y2x2)3/2

=
x√

1 + y2x2

∣∣∣∣∣
1

0

=
1√

1 + y2
.

故原积分为 ˆ 1

0

dy√
1 + y2

= arsinh 1 = ln(1 +
√
2).

2. 讨论级数
∞∑

n=1

cosn
n
敛散性（包括绝对收敛和条件收敛）。

解答. 因为
N∑

k=1

cos k =
sin(N/2) cos((N + 1)/2)

sin(1/2)

有界，而 1/n 单调趋于 0，由 Dirichlet 判别法，
∑ cosn

n
收敛。

它不绝对收敛。事实上，由 {n mod 2π : n ∈ N}在 [0, 2π]中稠密且更强地等分分布可知，满足 | cosn| ≥
1/2 的整数 n 有正下密度，因此

∞∑
n=1

| cosn|
n

= ∞.

所以原级数条件收敛。
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3. 设有界函数 f(x) 在 R 上可微且满足 |f ′(x)| < 1 (∀x ∈ R) 。

(1) 证明：方程 f(x) = x 在 R 上存在唯一解 x0 。

(2) 设初始值 a0 ∈ R，数列 {an} 由递推关系 an = f(an−1) 生成，证明： lim
n→∞

an = x0 。

解答. (1) 令 F (x) = f(x)− x 。由于 f 有界，x → +∞ 时 F (x) → −∞，x → −∞ 时 F (x) → +∞，
由介值定理存在零点。

若 x1 < x2 都是零点，则

f(x2)− f(x1) = x2 − x1.

由拉格朗日中值定理，存在 ξ ∈ (x1, x2) 使

f ′(ξ) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

= 1,

与 |f ′(ξ)| < 1 矛盾。因此零点唯一，记为 x0 。

(2) 由中值定理，若 an−1 6= x0，则

|an − x0| = |f(an−1)− f(x0)| < |an−1 − x0|.

因而 dn = |an − x0| 单调下降，有极限 d ≥ 0 。若 d > 0，则从某项起 an 落在紧集

K = {x : d/2 ≤ |x− x0| ≤ d0}.

在 K 上连续函数 |f ′| 取得最大值 q < 1，于是充分大 n 有

dn ≤ qdn−1,

这与 dn → d > 0 矛盾。故 d = 0，即 an → x0 。

4. 设函数 f(x), g(x) : [0, 1] → R 满足
f(x), g(x) ∈ C[0, 1];

f(0) = 1, f(1) = 0, g(0) = 0, g(1) = 1.

证明：存在 x0 ∈ (0, 1)，使得 f(x0) = g(x0) 。

解答. 令
h(x) = f(x)− g(x),

则由 f, g 在 [0, 1] 上连续，知 h 在 [0, 1] 上连续。又

h(0) = f(0)− g(0) = 1− 0 = 1 > 0,

h(1) = f(1)− g(1) = 0− 1 = −1 < 0.

由介值定理，存在 x0 ∈ (0, 1)，使得 h(x0) = 0，即

f(x0) = g(x0).

高等代数（满分 50 分）

1. 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos 1 cos 2 cos 3 cos 4
cos 2 cos 3 cos 4 cos 5
cos 5 cos 6 cos 7 cos 8
cos 9 cos 10 cos 11 cos 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的值。
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解答. 对固定列 j，第 i 行元素为 cos(4(i− 1) + j) 。由和角公式：

cos(4(i− 1) + j + 1) = cos
(
(4(i− 1) + j) + 1

)
= cos(4(i− 1) + j) cos 1− sin(4(i− 1) + j) sin 1.

因此每一列都属于由向量

(cos 0, cos 4, cos 8, cos 12)T , (sin 0, sin 4, sin 8, sin 12)T

张成的二维空间。矩阵列向量组的秩不超过 2，而行列式是 4 阶行列式，故

D = 0.

2. 设 V = Rn 为 n 维实向量空间，A 是 n× n 实对称矩阵，其特征值按升序排列为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

设 W 是 V 的任意 k 维子空间，证明：存在单位向量 x ∈ W，使得二次型满足

xTAx ≥ λk.

解答. 取 A 的一组标准正交特征向量 u1, . . . , un，对应特征值 λ1, . . . , λn 。令

E = span{u1, . . . , uk−1}.

则 dimE = k − 1 。由于 dimW = k，有

W ∩ E⊥ 6= {0}.

取 0 6= x ∈ W ∩ E⊥，则 x 在 u1, . . . , uk−1 方向上的分量均为 0 。写

x =
n∑

i=k

ciui,

得

xTAx =
n∑

i=k

λi|ci|2 ≥ λk

n∑
i=k

|ci|2 = λkx
Tx.

3. 求二次型 f(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3 的符号差。

解答. 该二次型对应的对称矩阵为

A =


0 1/2 1/2

1/2 0 1/2

1/2 1/2 0

 =
1

2
(J − I),

其中 J 为全 1 矩阵。 J 的特征值为 3, 0, 0，所以 A 的特征值为

1, −1

2
, −1

2
.

正惯性指数为 1，负惯性指数为 2，故符号差为

1− 2 = −1.

4. 设 α =
√
2 +

√
3，Fα = Q(α) 为有理数域 Q 上包含 α 的最小扩域。定义线性变换 Lα : Fα → Fα，其

作用为 Lα(β) = α · β (∀β ∈ Fα) 。求 Lα 的特征多项式。
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解答. 有
α2 = 5 + 2

√
6, (α2 − 5)2 = 24.

因而 α 满足

x4 − 10x2 + 1 = 0.

该多项式在 Q 上不可约，所以 [Q(α) : Q] = 4，且 1, α, α2, α3 为一组基。乘法变换 Lα 的特征多项式

等于 α 在 Q 上的最小多项式，即
χLα

(t) = t4 − 10t2 + 1.

5. 设 m 阶矩阵 A 与 n 阶矩阵 B 没有公共的特征值，又 C 为 m× n 矩阵，证明：分块矩阵(
A C

O B

)
与

(
A O

O B

)

相似。

解答. 考虑 Sylvester 线性方程
AX −XB = C.

线性算子 T : X 7→ AX −XB 的特征值形如 α − β，其中 α ∈ σ(A), β ∈ σ(B) 。由于 A,B 无公共特

征值，0 不是 T 的特征值，故 T 可逆，所以存在唯一矩阵 X 满足 AX −XB = C 。

令

P =

(
Im X

O In

)
.

则

P−1

(
A O

O B

)
P =

(
A AX −XB

O B

)
=

(
A C

O B

)
.

因此二者相似。
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南京大学数学学院

2023 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 50 分）

1.（16 分）计算下列各题。

(1)

ˆ 2

√
2

1

x
√
x2 − 1

dx.

(2)

ˆ
R
x4e−

x2

2 dx.

(3) lim
n→∞

√
1 + · · ·+

√
n

n3/2
.

(4) lim
x→π

2

sin(cos2 x)
ln(sinx)

.

解答. (1) 因为
d

dxarcsecx =
1

x
√
x2 − 1

(x > 1),

所以 ˆ 2

√
2

dx
x
√
x2 − 1

= arccos 1
2
− arccos 1√

2
=

π

3
− π

4
=

π

12
.

(2) 标准正态分布四阶矩为 3，故
ˆ
R
x4e−x2/2dx =

√
2π EZ4 = 3

√
2π, Z ∼ N(0, 1).

(3) 由 Riemann 和， ∑n
k=1

√
k

n3/2
=

1

n

n∑
k=1

√
k

n
→
ˆ 1

0

√
x dx =

2

3
.

(4) 令 h = x− π/2 。当 h → 0 时，cosx = − sinh ∼ −h，

sin(cos2 x) ∼ h2, ln(sinx) = ln(cosh) ∼ −h2

2
.

故极限为 −2 。

2.（10 分）讨论下列级数的敛散性：

(1)

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

n2
.

(2)
∞∑

n=1

(−1)n
sinn

n
.

解答.

(1) 因为 (
1− 1

n

)n2

= exp
(
n2 ln

(
1− 1

n

))
= exp(−n+O(1)),

通项被指数衰减项控制，所以级数收敛。

(2) 有
(−1)n sinn = sin(n(π + 1)).
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因为 π + 1 不是 2π 的整数倍，
∑N

k=1 sin(k(π + 1)) 有界，故由 Dirichlet 判别法，原级数收敛。另一方
面，| sinn| 在正比例的整数上大于某个正常数，故

∞∑
n=1

|(−1)n sinn|
n

=
∞∑

n=1

| sinn|
n

= ∞.

因此该级数条件收敛。

3.（8 分）计算曲线积分

I =

˛
C

ex

x2 + y2
[
(x cos y + y sinx)dx+ (x sin y + y cosx)dy

]
,

其中 C :
x2

4
+ y2 = 1，积分沿逆时针方向进行。

解答. 按题面原式，直接作参数化

x = 2 cos t, y = sin t, 0 ≤ t ≤ 2π,

可得

I =

ˆ 2π

0

e2 cos t

4 cos2 t+ sin2 t

[
− 2 sin t

(
2 cos t cos(sin t) + sin t sin(2 cos t)

)
+ cos t

(
2 cos t sin(sin t) + sin t cos(2 cos t)

)]
dt.

该积分按原式并不化为通常的留数型简单常数；数值为

I ≈ −2.6760156311.

这里保留题面原式。若原题中三角函数的自变量存在排版误差，应按修正后的题面重新计算。

4.（8 分）设函数 f : Rn → R 满足以下条件：

(1) f ∈ C2(Rn);

(2) f(0) = 0, 且 f(x) ≥ 0 对所有 x ∈ Rn 成立;

(3) f 的 Hessian 矩阵 ∇2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj

(x)

)
1≤i,j≤n

在每一点 x ∈ Rn 处正定。

证明:

(a) f(x) 在 Rn 上仅有一个零点, 且存在常数 c > 0, 使得对任意 x ∈ Rn, 有 f(x) ≥ c‖x‖ 。

(b) 梯度映射 ∇f : Rn → Rn, 即 ∇f(x) =

(
∂f

∂x1

(x),
∂f

∂x2

(x), . . . ,
∂f

∂xn

(x)

)
是单射。

解答. 按题面, 第 (1) 中的线性下界 f(x) ≥ c‖x‖ 对所有 x 成立是不正确的。反例取 n = 1, f(x) = x2

。它满足 f ∈ C2 、 f(0) = 0 、 f ≥ 0 、 f ′′ = 2 > 0, 但任意 c > 0 下, 当 0 < |x| < c 时都有 x2 < c|x|
。

正确可证的部分如下。由于 f ≥ 0 且 f(0) = 0, 0 是全局极小点, 所以 ∇f(0) = 0 。对任意 x 6= 0, 设
φ(t) = f(tx), 则

φ′′(t) = xT∇2f(tx)x > 0.

因而 φ′ 严格递增, 且 φ′(0) = ∇f(0) · x = 0, 于是

f(x) = φ(1) > φ(0) = 0.

所以零点唯一为 0 。
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对第 (2), 若 ∇f(x) = ∇f(y), 令 h = x− y 。若 h 6= 0, 则

0 =
(
∇f(x)−∇f(y)

)
· h =

ˆ 1

0

hT∇2f(y + th)h dt > 0,

矛盾。故 h = 0, 即 x = y, 所以 ∇f 单射。

5.（8 分）设函数列 fn(x) = xn + 2023x 。

(a) 证明: 方程 fn(x) = 2023 在 [0,+∞) 上有唯一的实根 xn 。

(b) 证明: 数列 {xn} 有极限, 并求出 lim
n→∞

xn 。

(c) 求 lim
n→∞

nxn
n

lnn
。

解答.

(a) f ′
n(x) = nxn−1 + 2023 > 0 在 [0,+∞) 上成立, 故 fn 严格递增。又 fn(0) = 0 < 2023, fn(1) =

2024 > 2023, 故存在唯一根 xn ∈ (0, 1) 。

(b) 根方程为
xn
n = 2023(1− xn).

因 0 < xn < 1, 任取收敛子列 xnj
→ L, 则 0 ≤ L ≤ 1 。若 L < 1, 则左端 x

nj
nj → 0, 右端

2023(1− xnj
) → 2023(1− L) > 0, 矛盾。故所有收敛子列极限都是 1, 从而 xn → 1 。

(c) 令 δn = 1− xn 。方程化为

(1− δn)
n = 2023δn.

由上一问 δn → 0 。取对数得

n ln(1− δn) = ln 2023 + ln δn.

标准估计给出 nδn/ lnn → 1；例如由

− δn
1− δn

≤ ln(1− δn) ≤ −δn

可先推出 nδn → ∞ 且 nδn = O(lnn), 再代回上式得到 nδn ∼ lnn 。于是

nxn
n

lnn
=

2023nδn
lnn

→ 2023.

高等代数（满分 50 分）

1.（20 分）设 c 是有理系数多项式的根, 定义集合 I = {f(x) ∈ Q[x] | f(c) = 0} 。

(1) (10 分) 证明: 存在唯一的首一多项式 p(x), 使得对任意 f(x) ∈ I, 均有 p(x) | f(x) 。

(2) (5 分) 证明: p(x) 在有理数域 Q 上不可约。

(3) (5 分) 若 c =
√
2 + i, 求 p(x) 。

解答.

(1) I 是 Q[x] 的理想, 且 I 6= {0} 。由于 Q[x] 是主理想整环, 存在首一多项式 p(x) 使 I = (p(x)) 。

于是任意 f ∈ I 均被 p 整除。若另有首一多项式 q 也满足同样性质, 则 p | q 且 q | p, 故 p = q 。

(2) 若 p = uv, 其中 u, v ∈ Q[x] 且次数均小于 deg p, 则 p(c) = 0 蕴含 u(c)v(c) = 0 。于是 u(c) = 0 或

v(c) = 0, 即 u ∈ I 或 v ∈ I, 与 p 是 I 中最低次数首一多项式矛盾。故 p 不可约。
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(3) c =
√
2 + i 的共轭为 ±

√
2± i 。因此

p(x) =
(
(x− i)2 − 2

)(
(x+ i)2 − 2

)
= (x2 − 2ix− 3)(x2 + 2ix− 3) = x4 − 2x2 + 9.

2.（10 分）设矩阵 A ∈ M7(C) 的最小多项式为 λ2(λ− 1)3, 求 A 所有可能的 Jordan 标准型。解答. 最小
多项式说明 0 对应的最大 Jordan 块大小为 2, 且至少有一个 J2(0)；1 对应的最大 Jordan 块大小为 3,
且至少有一个 J3(1) 。总维数为 7 。

因而所有可能 Jordan 型为

J2(0)⊕ J3(1)⊕ J2(1), J2(0)⊕ J3(1)⊕ J1(1)⊕ J1(1),

J2(0)⊕ J1(0)⊕ J3(1)⊕ J1(1),

J2(0)⊕ J2(0)⊕ J3(1), J2(0)⊕ J1(0)⊕ J1(0)⊕ J3(1).

3.（10 分）定义 n 阶幻方 V ⊂ Mn(C) 是所有满足每行、每列以及两个对角线元素和相等的矩阵全体构成
的集合, 即对任意 i = 1, 2, . . . , n, 矩阵 A = (aij) ∈ V 满足

n∑
j=1

aij =
n∑

j=1

aji =
n∑

j=1

an+1−j,j =
n∑

j=1

ajj .

证明:

(1) V 是 Mn(C) 的一个子空间。

(2) 求 dimV 。

解答.

(1) 条件都是关于矩阵元素的齐次线性方程,因此满足这些条件的矩阵全体对加法和数乘封闭,故 V 是

子空间。

(2) 引入公共和 s 。方程为 n 个行和等于 s 、 n 个列和等于 s 、两个对角线和等于 s 。在变量 aij 与

s 中共有 n2 +1 个变量。对 n ≥ 3, 这些 2n+2 个方程只有一个显然的线性相关关系: 所有行和之
和等于所有列和之和, 因此秩为 2n+ 1 。故

dimV = (n2 + 1)− (2n+ 1) = n2 − 2n, n ≥ 3.

特殊地, n = 1 时 dimV = 1; n = 2 时直接解得所有元素相等, 故 dimV = 1 。

4.（10 分）设 V 是区间 [−1, 1] 上所有次数不超过 n 的实系数多项式构成的线性空间, 在 V 中定义二元

函数:
(f(x), g(x)) =

ˆ 1

−1

f(x)g(x)dx, ∀f(x), g(x) ∈ V.

(1) 验证上述定义是 V 的一个内积, 从而 V 是一个欧氏空间。

(2) 求 V 的一组标准正交基 (由基 1, x, x2, x3 出发作正交化) 。

解答.

(1) 双线性与对称性显然。若 f 6= 0, 则多项式 f2 非负且不恒为 0, 故

(f, f) =

ˆ 1

−1

f(x)2dx > 0.

因此它是内积。
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(2) 从 1, x, x2, x3 出发 Gram–Schmidt 正交化, 得到 Legendre 多项式的前四项。标准正交基可取

1√
2
,

√
3

2
x,

√
10

4
(3x2 − 1),

√
14

4
(5x3 − 3x).

概率论（仅限应用统计专业，满分 50 分）

1.（10 分）设 X 与 Y 的联合密度函数为

p(x, y) =

3x, 0 < x < 1, 0 < y < x,

0, 其他.

试求 Z = X − Y 的密度函数。

解答. 当 z = x− y 时, 0 < y < x < 1 等价于 0 < z < 1 且 z < x < 1 。故

fZ(z) =

ˆ 1

z

3x dx =
3

2
(1− z2), 0 < z < 1.

其他 z 处密度为 0, 即

fZ(z) =


3

2
(1− z2), 0 < z < 1,

0, 其他.

2.（10 分）设在区间 (0, a) 上随机地取 n 个点, 求相距最近的两点间距离的数学期望。

解答. 设次序统计量为 0 < X(1) < · · · < X(n) < a, 并令内部间距

Di = X(i+1) −X(i), i = 1, . . . , n− 1.

连同边界间距

S0 = X(1), Si = Di (1 ≤ i ≤ n− 1), Sn = a−X(n),

向量 (S0, . . . , Sn)/a 服从 n+1 维均匀单纯形分布。令 D = min1≤i≤n−1 Di, 则当 0 ≤ t ≤ a/(n− 1) 时,

P(D > t) =

(
1− (n− 1)t

a

)n

.

因而

ED =

ˆ a/(n−1)

0

(
1− (n− 1)t

a

)n

dt = a

(n− 1)(n+ 1)
=

a

n2 − 1
.

3.（15 分）设随机变量序列 {Xn} 独立同分布, 且 Xi ∼ U(0, 1) 。证明:(
n∏

i=1

Xi

)2/n

P→ c,

其中 c 为常数, 并求出 c 。

解答. 取对数, 令 Yi = lnXi 。则 Yi 独立同分布且

EYi =

ˆ 1

0

lnx dx = −1.

由大数定律,
1

n

n∑
i=1

lnXi
P→ −1.

因此 (
n∏

i=1

Xi

)2/n

= exp
(
2

n

n∑
i=1

lnXi

)
P→ e−2.

故 c = e−2 。
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4.（15 分）设随机变量序列 {Xn} 独立同分布, 且满足 E(X2
1 ) < +∞, 证明:

max{|X1|, . . . , |Xn|}√
n

L→ 0.

解答. 对任意 ε > 0, 由并集界,

P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > ε
√
n
)
≤ nP(|X1| > ε

√
n).

若 EX2
1 < ∞, 则

t2P(|X1| > t) → 0, t → ∞.

取 t = ε
√
n, 得

nP(|X1| > ε
√
n) =

1

ε2
t2P(|X1| > t) → 0.

因此该最大值除以
√
n 依概率收敛到 0, 从而也依分布收敛到 0 。
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南京大学数学学院

2022 年夏令营招生考试试题
注：数学分析和高等代数必做, 其余科目可选一。

数学分析（满分 50 分）

1.（10 分）设 a1 > 2, 且当 n ≥ 1 时, an+1 =
a2n

2(an − 1)
。讨论数列 {an} 的收敛性。

解答. 令 bn = an − 1, 则 b1 > 1, 且

bn+1 = an+1 − 1 =
a2n − 2(an − 1)

2(an − 1)
=

b2n + 1

2bn
=

1

2

(
bn +

1

bn

)
.

若 bn > 1, 则 bn+1 > 1 且

bn+1 < bn.

因此 bn 单调下降且有下界 1, 存在极限 L ≥ 1 。令 n → ∞, 得

L =
1

2

(
L+

1

L

)
,

从而 L = 1 。故 an = bn + 1 → 2 。

2.（10 分）证明:
n∑

k=1

sin
√
k = O(

√
n), n → ∞ 。

解答. 令 g(x) = sin
√
x 。由 Euler 求和的简单估计,

n∑
k=1

g(k) =

ˆ n

1

g(x)dx+O

(
1 +

ˆ n

1

|g′(x)|dx
)
.

其中 ˆ n

1

sin
√
x dx =

ˆ √
n

1

2u sinu du = O(
√
n),

且 ˆ n

1

|g′(x)|dx ≤
ˆ n

1

dx
2
√
x
= O(

√
n).

故
n∑

k=1

sin
√
k = O(

√
n) 。

3.（15 分）设 f(x) ∈ C2(R), f(x) ≥ 0, f ′′(x) ≤ 1 。证明: |f ′(x)|2 ≤ 2f(x) 。

解答. 固定 x ∈ R 。由 Taylor 公式及 f ′′ ≤ 1, 对任意 h ∈ R 有

f(x+ h) ≤ f(x) + f ′(x)h+
1

2
h2.

又 f(x+ h) ≥ 0, 因此二次函数
q(h) = f(x) + f ′(x)h+

1

2
h2

必对所有 h 非负；否则若 q(h0) < 0, 则 0 ≤ f(x+ h0) ≤ q(h0) < 0, 矛盾。于是判别式非正,(
f ′(x)

)2 − 2f(x) ≤ 0.

即 |f ′(x)|2 ≤ 2f(x) 。

4.（15 分）设函数 f : Rn → R 处处可微, 且 ‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ Rn 。证明:∣∣f(y)− f(x)−∇f(x) · (y − x)
∣∣ ≤ 1

2
‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn.
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解答. 令 h = y − x 。由一元函数 ϕ(t) = f(x+ th) 的微积分基本定理,

f(y)− f(x)−∇f(x) · h =

ˆ 1

0

(
∇f(x+ th)−∇f(x)

)
· h dt.

因而 ∣∣f(y)− f(x)−∇f(x) · h
∣∣ ≤ ˆ 1

0

t‖h‖2 dt = 1

2
‖h‖2.

高等代数（满分 50 分）

1.（10 分）求由三维空间中四点

A = (1, 1, 1), B = (8, 4, 2), C = (27, 9, 3), D = (64, 16, 4)

组成的三棱锥的体积。

解答. 体积为
V =

1

6

∣∣ det(B −A, C −A, D −A)
∣∣.

其中

det


7 26 63

3 8 15

1 2 3

 = −12.

故 V = | − 12|/6 = 2 。

2.（10 分）已知 n 阶实对称矩阵 A 的特征值为 λ1, . . . , λn, 求矩阵

B =

(
A In

In A

)

的特征值。

解答. 若 Av = λv, 则

B

(
v

v

)
= (λ+ 1)

(
v

v

)
, B

(
v

−v

)
= (λ− 1)

(
v

−v

)
.

取 A 的一组特征向量基, 得 B 的全部特征值为

λ1 + 1, . . . , λn + 1, λ1 − 1, . . . , λn − 1.

3.（10 分）设实数域上的矩阵

A =


3 0 9

0 6 0

9 0 3

 ,

求正交矩阵 T , 使得 T−1AT 为对角矩阵。

解答. 取单位特征向量

u1 =
1√
2
(1, 0, 1)T , u2 = (0, 1, 0)T , u3 =

1√
2
(1, 0,−1)T .

对应特征值分别为 12, 6,−6 。令

T =


1/
√
2 0 1/

√
2

0 1 0

1/
√
2 0 −1/

√
2

 .
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则 T 正交, 且
T−1AT = T TAT = diag(12, 6,−6).

4.（10 分）假设 A,B 是两个具有相同的秩和极小多项式的 6 阶幂零矩阵, 证明: A,B 相似。

解答. 幂零矩阵的相似类型由 Jordan 块大小构成的分拆决定。极小多项式给出最大 Jordan 块大小, 秩
给出 Jordan 块个数: 若 Jordan 块个数为 r, 则

rankA = 6− r.

对 6 的分拆逐一观察, 最大块大小与块个数唯一决定分拆:

6; 5 + 1; 4 + 2, 4 + 1 + 1; 3 + 3, 3 + 2 + 1, 3 + 1 + 1 + 1;

2 + 2 + 2, 2 + 2 + 1 + 1, 2 + 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

因此 A,B 有相同 Jordan 型, 从而相似。

5.（10 分）设 A,B 是两个 n 阶方阵, 令 C = AB − BA, 如果 AC = CA, 证明: 存在正整数 m, 使得
Cm = O 。

解答. 因为 AC = CA, 故 A 与 Ck 也可交换。对任意 k ≥ 1,

tr(Ck) = tr
(
(AB −BA)Ck−1

)
= tr(ABCk−1)− tr(BACk−1).

利用迹的循环不变性及 ACk−1 = Ck−1A, 有

tr(ABCk−1) = tr(BCk−1A) = tr(BACk−1),

故 tr(Ck) = 0 对所有 k ≥ 1 成立。特别地, tr(C), . . . , tr(Cn) 均为 0 。由 Newton 恒等式, C 的特征多
项式为 tn, 故 C 幂零。取 m = n 即得 Cm = O 。

实变函数（满分 50 分）

1.（15 分）设 f(x), fn(x), x ∈ [0, 1], (n = 1, 2, 3, . . . ) 是定义在闭区间 [0, 1] 上的 Lebesgue 可积函数。试
分别给出 fn(x) 几乎处处收敛、依测度收敛和在 L1([0, 1]) 中收敛于 f(x) 的定义, 并讨论这三种收敛性
之间的关系。

解答. 定义如下。

(1) fn 几乎处处收敛于 f : 存在零测集 N , 使得对任意 x ∈ [0, 1] \N , 有 fn(x) → f(x) 。

(2) fn 依测度收敛于 f : 对任意 ε > 0,

m
{
x ∈ [0, 1] : |fn(x)− f(x)| > ε

}
→ 0.

(3) fn 在 L1 中收敛于 f : ˆ 1

0

|fn(x)− f(x)|dx → 0.

在有限测度空间上, 几乎处处收敛推出依测度收敛; L1 收敛推出依测度收敛。依测度收敛可推出存在子

列几乎处处收敛。反向一般不成立: 依测度收敛不必整列几乎处处收敛, 也不必 L1 收敛; 几乎处处收敛
也不必 L1 收敛, 除非有支配收敛、均匀可积等附加条件。

2.（10 分）试构造闭区间 [0, 1] 上的 Riemann 可积函数列 {fn(x)} 使得下面两个条件成立:
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(a) fn(x) 是 L1([0, 1]) 意义下的 Cauchy 列, 即对任意 ε > 0, 存在正整数 N , 使得对任意 m,n > N 有

ˆ 1

0

|fm(x)− fn(x)|dx < ε.

(b) 不存在 Riemann 可积函数 f(x) 使得 lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)− f(x)|dx = 0 。

解答. 取 Smith–Volterra 集 S ⊂ [0, 1], 它是闭集、无内点, 且 m(S) = 1/2 。函数 1S Lebesgue 可积,
但不是 Riemann 可积, 因为它在 S 的每一点都不连续, 而 m(S) > 0 。

由 Lebesgue 积分的正则性, 可取一列 Riemann 可积的阶梯函数 fn, 使
ˆ 1

0

|fn − 1S |dx → 0.

于是 {fn} 在 L1 中是 Cauchy 列。若存在 Riemann 可积 f 使 fn → f 于 L1, 则由 L1 极限的几乎处处

唯一性, f = 1S 几乎处处成立。但任何与 1S 几乎处处相等的函数都在 S 的几乎每个密度点处具有不

可去掉的振荡, 不能是 Riemann 可积函数。这与假设矛盾。

3.（10 分）设 f(x) 为闭区间 [0, 1] 上的有界变差函数, 证明: f(x) 是绝对连续函数当且仅当对任意满足

g(0) = 0, g(1) = 0 的连续可微函数 g(x), 下述分部积分公式成立
ˆ 1

0

f(x)g′(x)dx = −
ˆ 1

0

f ′(x)g(x)dx.

解答. 若 f 绝对连续, 则 f ′ Lebesgue 可积, 且

f(x) = f(0) +

ˆ x

0

f ′(t)dt.

对 g ∈ C1[0, 1] 且 g(0) = g(1) = 0, 通常的分部积分给出结论。

反过来, 若 f 有界变差, 则它诱导一个有限 signed measure µ = df , 且 Riemann–Stieltjes 分部积分给
出 ˆ 1

0

fg′ dx = −
ˆ 1

0

g dµ.

题设又说明对所有 g ∈ C1
0 (0, 1), ˆ 1

0

g dµ =

ˆ 1

0

f ′(x)g(x)dx.

因此测度 µ 等于绝对连续测度 f ′(x)dx 。于是

f(x)− f(0) = µ
(
[0, x]

)
=

ˆ x

0

f ′(t)dt,

从而 f 绝对连续。

4.（15 分）设 L2([0, 1]) 为定义在区间 [0, 1] 上的平方可积函数空间, 称函数列 {fn(x)}∞n=1 ⊂ L2([0, 1]) 弱

收敛于 f(x) ∈ L2([0, 1]), 若对任意 g(x) ∈ L2([0, 1]) 有

lim
n→∞

ˆ 1

0

fn(x)g(x)dx =

ˆ 1

0

f(x)g(x)dx.

证明下列命题:

(a) lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)−f(x)|2dx = 0当且仅当 fn(x)弱收敛于 f(x)和

ˆ 1

0

|fn(x)|2dx收敛于
ˆ 1

0

|f(x)|2dx

同时成立。

(b) fn(x) 弱收敛于 f(x) 当且仅当对任意的 t ∈ [0, 1], lim
n→∞

ˆ t

0

fn(x)dx =

ˆ t

0

f(x)dx 。
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解答. (1) 若 fn → f 于 L2, 则由 Cauchy–Schwarz 不等式立即得到弱收敛, 且范数收敛。反之, 若
fn ⇀ f 且 ‖fn‖22 → ‖f‖22, 则

‖fn − f‖22 = ‖fn‖22 + ‖f‖22 − 2〈fn, f〉 → ‖f‖22 + ‖f‖22 − 2‖f‖22 = 0.

(2) 按题面原句, 反向命题缺少有界性条件, 并不成立。反例取 f = 0, fn(x) = n sin(n2x) 。则对每个固

定 t, ˆ t

0

fn(x)dx =
1− cos(n2t)

n
→ 0,

但 ‖fn‖2 → ∞, 弱收敛序列必有界, 故 fn 不弱收敛。

若补充条件 supn ‖fn‖2 < ∞, 则结论成立: 因为指标函数 1[0,t] 的线性张成在 L2([0, 1]) 中稠密, 先由题
设得到对阶梯函数测试的积分收敛, 再用一致有界性推广到任意 g ∈ L2 。

近世代数（满分 50 分）

1.（14 分）设 P 是有限群 G 的一个 Sylow p-子群。

(a) (7 分) 证明: NG(NG(P )) = NG(P ), 其中 NG(·) 表示群的正规化子。

(b) (7 分) 设 H 是 G 的一个子群且 H ⊇ NG(P ), 证明: NG(H) = H 。

解答. (1) 记 N = NG(P ) 。显然 N ⊆ NG(N) 。若 g ∈ NG(N), 则 gPg−1 ⊆ N 且是 N 的 Sylow
p-子群。由于 P ◁ N , P 是 N 中唯一的 Sylow p-子群, 故 gPg−1 = P , 即 g ∈ NG(P ) = N 。因此

NG(N) = N 。

(2) 显然 H ⊆ NG(H) 。若 g ∈ NG(H), 则 gPg−1 是 H 的 Sylow p-子群。由 Sylow 定理, 存在 h ∈ H

使

h(gPg−1)h−1 = P.

于是 hg ∈ NG(P ) ⊆ H 。又 h ∈ H, 故 g ∈ H 。所以 NG(H) = H 。

2.（6 分）证明:
√
2 + 3

√
3 是无理数。

解答. 反设 r =
√
2 + 3

√
3 ∈ Q 。则 3

√
3 = r −

√
2 。两边立方得

3 = r3 + 6r − (3r2 + 2)
√
2.

因此
√
2 =

r3 + 6r − 3

3r2 + 2
∈ Q,

矛盾。故
√
2 + 3

√
3 无理。

3.（15 分）令 F 是一个域, 定义集合

R =

{(
a −b

b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ F

}
.

(a) (5 分) 证明: 在矩阵加法和乘法下, R 是一个含幺交换环。

(b) (10 分) 当 F 分别为 Q,C,F5,F7 时判断 R 是否构成域。

解答. (1) 映射

F [t]/(t2 + 1) → R, a+ bt 7→

(
a −b

b a

)
是环同构。因此 R 是含幺交换环。
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(2) R 是域当且仅当 t2 + 1 在 F 上不可约。于是:

F t2 + 1 是否不可约 R 是否为域

Q 不可约 是

C 可约 否

F5 −1 = 4 = 22,可约 否

F7 −1 = 6 不是平方，不可约 是

4.（15 分）设 K 是一个域, F ⊆ K 为子域, 且 F 包含集合 {a2 | a ∈ K} 。

(a) (5 分) 证明: 当 K 的特征不为 2 时, F = K 。

(b) (5 分) 证明: 若 K 的特征为 2 且 K 是有限域, 仍有 F = K 。

(c) (5 分) 若 K 的特征为 2 但 K 不是有限域, 判断是否仍有 F = K 并说明理由。

解答. (1) 任取 a ∈ K 。因 a2, (a+ 1)2, 1 ∈ F 且 2 6= 0, 有

a =
(a+ 1)2 − a2 − 1

2
∈ F.

故 K ⊆ F , 从而 F = K 。

(2) 若 K 是特征 2 的有限域, 则 Frobenius 映射 φ(a) = a2 是 K 到自身的单射, 从而是满射。因此任
意 a ∈ K 都是某个元素的平方, 故 a ∈ F , 即 F = K 。

(3) 不一定。取 K = F2(t), F = F2(t
2) 。任意 r(t) ∈ F2(t) 的平方都属于 F2(t

2), 故 F 包含 K 中所有

平方; 但 t /∈ F2(t
2), 所以 F 6= K 。

概率论（满分 50 分）

1.（15 分）设 X,Y 为独立同分布的随机变量, 且 X 服从参数为 1 的指数分布, 求 U =
X

X + Y
的密度函

数。

解答. 令
S = X + Y, U =

X

X + Y
.

则 x = us, y = (1−u)s, Jacobi行列式为 s,其中 s > 0, 0 < u < 1。由于 X,Y 独立且密度为 e−x1x>0,

fS,U (s, u) = e−ss, s > 0, 0 < u < 1.

积去 s, 得
fU (u) =

ˆ ∞

0

se−sds = 1, 0 < u < 1.

因而 U ∼ U(0, 1) 。

2.（10 分）设 ξ 为取自然数值的随机变量, φ(t) 为其特征函数, 证明:

P(ξ = k) =
1

2π

ˆ π

−π

e−iktφ(t)dt, k = 0, 1, 2, . . . .

解答. 设 pj = P(ξ = j) 。则

φ(t) =
∞∑
j=0

pje
ijt.

因
∑

pj = 1, 可逐项积分:

1

2π

ˆ π

−π

e−iktφ(t)dt =
∞∑
j=0

pj
1

2π

ˆ π

−π

ei(j−k)tdt = pk.
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3.（10 分）设随机变量 X 服从参数为 1 的 Poisson 分布, 对 X 独立重复观察 n 次, Y 表示观察值大于 1

的次数, 求 E(Y 2) 。

解答. 单次观察大于 1 的概率为

p = 1− P(X = 0)− P(X = 1) = 1− 2

e
.

因此 Y ∼ B(n, p) 。于是

E(Y 2) = Var(Y ) + (EY )2 = np(1− p) + n2p2, p = 1− 2

e
.

4.（15 分）设 X1, X2, . . . , Xn 为独立同分布的随机变量, 其概率密度函数均为 p(x) 。证明:

(a) P
(

max{X1, . . . , Xn} = X1

)
=

1

n
。

(b) 随机变量 max{X1, X2, . . . , Xn} 与 I{X1 = max{X1, . . . , Xn}} 相互独立。

解答. 因 Xi 有共同密度, 几乎必然不存在并列最大值。

(1) 由对称性, 每个 Xi 成为唯一最大值的概率相等, 且这些事件互不相交并覆盖全概率, 故概率均为
1/n 。

(2) 设分布函数为 F , M = maxi Xi, A = {X1 = M} 。则

P(M ≤ t, A) =

ˆ t

−∞
p(x)F (x)n−1dx =

F (t)n

n
.

又 P(M ≤ t) = F (t)n, P(A) = 1/n, 故

P(M ≤ t, A) = P(M ≤ t)P(A).

由此 M 与 IA 独立。

数值分析（满分 50 分）

1.（10 分）设函数 f(x) ∈ C4[a, b], 试构造三次多项式 H3(x) 满足插值条件:

H3(a) = f(a), H3

(
a+ b

2

)
= f

(
a+ b

2

)
, H3(b) = f(b), H ′

3

(
a+ b

2

)
= f ′

(
a+ b

2

)
,

并求余项 f(x)−H3(x) 的表达式。

解答. 记 m = (a+ b)/2 。这是含节点 a,m, b 且 m 为一阶 Hermite 节点的插值问题。 H3 是满足上述

四个线性条件的唯一三次多项式。余项为

f(x)−H3(x) =
f (4)(ξx)

4!
(x− a)(x−m)2(x− b),

其中 ξx 位于 a, b, x 之间。该公式由 Hermite 插值余项直接得到。

2.（10 分）确定常数 A,B,C 及正数 a, 使得如下求积公式
ˆ 2

−2

f(x)dx ≈ Af(−a) +Bf(0) + Cf(a)

具有尽可能高的代数精度, 并判断该公式是否为 Gauss 型求积公式。

解答. 由区间和节点对称性, 取 A = C 。令公式对 1, x2, x4 精确:

2A+B = 4, 2Aa2 =
16

3
, 2Aa4 =

64

5
.
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由后两式得 a2 = 12/5, 进而 A = C = 10/9, B = 16/9 。因此

a =

√
12

5
, A = C =

10

9
, B =

16

9
.

由于该三节点公式对所有次数不超过 5 的多项式精确, 达到三节点求积公式的最高代数精度, 故它是
[−2, 2] 上的三点 Gauss–Legendre 求积公式。

3. 求二级二阶隐式 Runge–Kutta 法
yn+1 = yn +

h

2
(K1 +K2),

K1 = f(tn, yn),

K2 = f

(
tn + h, yn +

h

2
(K1 +K2)

)
的绝对稳定区间。

解答. 对测试方程 y′ = λy, 记 z = hλ 。有 K1 = λyn, 且

K2 = λ

(
yn +

h

2
(K1 +K2)

)
.

解得

K2 = λyn
1 + z/2

1− z/2
.

因而稳定函数为

R(z) =
yn+1

yn
= 1 +

z

2

(
1 +

1 + z/2

1− z/2

)
=

1 + z/2

1− z/2
.

在实轴上绝对稳定要求 |R(z)| ≤ 1, 即 ∣∣∣∣1 + z/2

1− z/2

∣∣∣∣ ≤ 1.

对实 z 化简得 z ≤ 0 。故绝对稳定区间为

(−∞, 0].

4.（10 分）设线性方程组 Ax = b, 其中

A =

(
1 1.0001

1 1

)
, b =

(
2

2

)
,

已知其精确解为 x =

(
2

0

)
。回答以下问题:

(a) 计算矩阵 A 基于无穷范数的条件数 Cond∞(A) 。

(b) 当右端向量 b 有微小扰动 ∆b =

(
0.0001

0

)
时, 方程组变为 A(x+∆x) = b+∆b, 求新的解 x+∆x

。

(c) 计算相对误差 ‖∆b‖∞
‖b‖∞

和
‖∆x‖∞
‖x‖∞

, 并解释这两个值的差异反映了矩阵 A 的何种性质。

解答. (1)

A−1 =

(
−10000 10001

10000 −10000

)
.

因此

‖A‖∞ = 2.0001, ‖A−1‖∞ = 20001,
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故

Cond∞(A) = 2.0001× 20001 = 40004.0001.

(2) 新右端为 (2.0001, 2)T 。方程组 x1 + 1.0001x2 = 2.0001,

x1 + x2 = 2

相减得 0.0001x2 = 0.0001, 故 x2 = 1, x1 = 1 。新的解为

x+∆x =

(
1

1

)
.

(3)
‖∆b‖∞
‖b‖∞

=
0.0001

2
= 5× 10−5, ∆x =

(
−1

1

)
,

‖∆x‖∞
‖x‖∞

=
1

2
.

很小的右端扰动造成了很大的解扰动, 反映出矩阵 A 条件数很大, 是病态矩阵。

5.（10 分）设初值问题 y′ = f(x, y), a ≤ x ≤ b,

y(a) = η,

对区间 [a, b] 进行等距划分, 步长 h =
b− a

n
, 节点为 xi = a+ ih (i = 0, 1, . . . , n), 变形 Euler 方法定义

为

yi+1 = yi + h · f
(
xi +

h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)
.

(a) 证明: 该方法具有二阶精度。

(b) 求出其局部截断误差主项。

解答. 这是显式中点法。设在一步中从精确值 y = y(x) 出发, 记 f = f(x, y) 。精确解展开为

y(x+ h) = y + hy′ +
h2

2
y′′ +

h3

6
y′′′ +O(h4).

方法右端中的函数值展开为

f

(
x+

h

2
, y +

h

2
f

)
= f +

h

2

(
fx + fyf

)
+

h2

8

(
fxx + 2ffxy + f2fyy

)
+O(h3).

又 y′ = f, y′′ = fx + fyf , 所以方法展开与精确解在 h2 项前完全一致, 故为二阶方法。

若把局部截断误差定义为

τi+1 = y(x+ h)− y(x)− hf

(
x+

h

2
, y(x) +

h

2
f(x, y(x))

)
,

则主项为

h3

{
1

24

(
fxx + 2ffxy + f2fyy

)
+

1

6
fy
(
fx + fyf

)}
,

其中各偏导数均在 (x, y(x)) 处取值。若采用除以 h 的局部截断误差定义, 则主项相应除以 h 。



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 21

南京大学数学学院

2021 年夏令营招生考试试题

数学分析

1. 设 a0 ∈ R, 当 n ≥ 0 时, an+1 = arctan an, 讨论数列 {an} 的收敛性。

解答. 对任意 x 6= 0, 有 | arctanx| < |x|, 且 arctan 0 = 0 。因此

|an+1| = | arctan an| ≤ |an|,

且若 an 6= 0 则严格小于。故 |an| 单调下降, 有极限 L ≥ 0 。若取极限点 ℓ, 则 ℓ = arctan ℓ, 唯一解为
ℓ = 0 。因此 L = 0, 即

an → 0.

2. 计算定积分

(a)
ˆ 1

0

x2 lnx dx 。

(b)
ˆ 1

0

x2
√
1− x2 dx 。

解答. (1) 分部积分得 ˆ 1

0

x2 lnx dx =
x3

3
lnx

∣∣∣∣1
0

− 1

3

ˆ 1

0

x2dx = −1

9
.

(2) 令 x = sin θ, 则
ˆ 1

0

x2
√
1− x2 dx =

ˆ π/2

0

sin2 θ cos2 θ dθ =
1

4

ˆ π/2

0

sin2 2θ dθ =
π

16
.

3. 设 f : R2 → R2 可微且恒有

‖f(x, y)− f(0, 0)‖ ≥
√
x2 + y2, ∀(x, y) ∈ R2.

证明: f 在原点的 Jacobi 矩阵非退化。

解答. 记 J = Df(0, 0) 。若 J 退化, 则存在单位向量 v ∈ R2 使 Jv = 0 。由可微性,

f(tv)− f(0) = tJv + o(t) = o(t), t → 0.

因而

‖f(tv)− f(0)‖ = o(|t|),

这与题设要求 ‖f(tv)− f(0)‖ ≥ |t| 矛盾。故 J 非退化。

4. 设 f(x) 是 [1,+∞) 上定义的正值连续函数, 且无穷积分
ˆ +∞

1

f(x)dx 收敛。

(a) 判断是否必有 lim
x→+∞

f(x) = 0 并说明理由。

(b) 判断无穷积分
ˆ +∞

1

f(x)1−
1
x dx 是否收敛并说明理由。
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解答. (1) 不一定。可在整数点附近构造高度为 1 、宽度为 2−n 的连续三角尖峰, 并令其他地方为很小
的正连续值。这样

´∞
1

f < ∞, 但沿尖峰顶点有 f(n) = 1, 故极限不为 0 。

(2) 必收敛。将区间分为 [n, n+ 1] 。在 {f ≥ 1} 上, f1−1/x ≤ f 。在 {0 < f < 1} 上, 当 x ∈ [n, n+ 1]

时, 1− 1

x
≥ 1− 1

n
, 故

f(x)1−1/x ≤ f(x)1−1/n.

设 An =

ˆ n+1

n

f(x)dx 。由 Jensen 不等式,

ˆ n+1

n

f(x)1−1/ndx ≤ A1−1/n
n .

又
∑

An < ∞ 。对任意 ε > 0, 若 An ≥ e−εn, 则 A
1−1/n
n ≤ eεAn; 若 An < e−εn, 则 A

1−1/n
n ≤ e−ε(n−1)

。故
∑

A
1−1/n
n 收敛, 从而题中积分收敛。

高等代数

1. 设 3 阶正定矩阵 A 的三个特征值为 6, 3, 3 。又 x = (1, 1, 1)T 是 A 的属于特征值 6 的特征向量。

(a) 求 A 的属于特征值 3 的两个线性无关的特征向量。

(b) 求 A 。

解答. (1) 由于正定矩阵按通常定义为实对称正定矩阵, 不同特征值的特征向量正交。故特征值 3 的特

征子空间为

{(u, v, w)T : u+ v + w = 0}.

可取

(1,−1, 0)T , (1, 0,−1)T .

(2) 令 u = (1, 1, 1)T 。在 u 方向上特征值为 6, 在 u⊥ 上特征值为 3, 故

A = 3I + 3
uuT

uTu
= 3I + uuT =


4 1 1

1 4 1

1 1 4

 .

2. 设 α = (1, 2, 3), β = (0, 1, 2) ∈ R3, 求{
γ ∈ R3

∣∣ ∃A ∈ M3(R), s.t. |A| = 0, αA = β, βA = γ, γA = α
}
.

解答. α, β 线性无关。若 α, β, γ 线性无关, 则它们构成一组基, 而线性变换 v 7→ vA 在该基上循环置换

α 7→ β 7→ γ 7→ α,

因此可逆, 与 |A| = 0 矛盾。故 γ = pα+ qβ 。

在基 α, β 下, 变换矩阵为

M =

(
0 1

p q

)
,

因为 αM = β, βM = pα+ qβ 。条件 γA = α 等价于

(p, q)M = (1, 0),

即

pq = 1, p+ q2 = 0.
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解得 q = −1, p = −1 。故

γ = −α− β = (−1,−3,−5).

反过来, 可以把上述二维循环变换在 span{α, β} 外的一个方向上映到该二维子空间中, 从而得到奇异矩
阵 A, 故所求集合为

{(−1,−3,−5)}.

3. 判断多项式

f(x) = 2021 +
2020∏
i=1

(x− i)2

在 Q 上是否可约, 并说明理由。 (提示: 2021 = 43× 47)

解答. 结论: f(x) 在 Q 上不可约。

记 P (x) =
2020∏
i=1

(x − i) 。本题可用 Brauer–Ljunggren 型不可约性定理: 若 a 是正的平方自由整数, 且

P (x) 是由互异整数根构成的首一多项式, 则 P (x)2 + a 在 Q[x] 中不可约。这里 2021 = 43 · 47 是平方
自由整数, 且 P 的根 1, 2, . . . , 2020 互异, 故 P (x)2 + 2021 不可约。

下面说明该定理在本题中的核心思想。若 P 2 + 2021 = uv 为 Z[x] 中首一非平凡分解, 则在每个整数
1 ≤ k ≤ 2020 处有

u(k)v(k) = 2021.

因 2021 平方自由, 两个因子在这些点只能分配素因子 43, 47 。结合模 43 与模 47 下 P (k) = 0 的

同余条件, 会迫使一个因子在过多的整数点上取同一常值, 从而只能为常数, 矛盾。严格形式正是上述
Brauer–Ljunggren 定理。

实变函数

1. 证明: 存在闭集 C ⊂ (0, 1), 使得 C 不含任何有理数且其测度等于
1

2
。

解答. 枚举 Q ∩ (0, 1) = {q1, q2, . . . } 。取开区间 Ik 包含 qk, 并使
∞∑
k=1

|Ik| <
1

2
.

令

C0 = [0, 1] \
∞⋃
k=1

Ik.

则 C0 是闭集, 不含 (0, 1) 中任何有理数, 且 m(C0) >
1
2
。函数

F (t) = m(C0 ∩ [0, t])

关于 t 连续, 且 F (0) = 0, F (1) = m(C0) >
1
2
, 故存在 t0 使 F (t0) =

1
2
。令

C = C0 ∩ [0, t0].

适当避开端点或在构造时把 0, 1 也放入开覆盖, 可保证 C ⊂ (0, 1) 。于是 C 闭、不含有理数且测度为

1/2 。

2. 设 f(x) 在 [0, 1] 处处可导, 判断 f ′(x) 是否为 Lebesgue 可测函数。

解答. 是。导函数是 Baire 第一类函数。具体地, 令

gn(x) = n

(
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

)
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在内部点适当定义并在端点作单侧处理, 则每个 gn 连续, 且 gn(x) → f ′(x) 。因此 f ′ 是 Baire 第一类
函数, 从而是 Borel 可测, 当然也是 Lebesgue 可测。

3. 设 f(x) ∈ L1(R), 当 x ∈ R 时, 记

g(x) =

ˆ
R
f(x− y) arctan y dy.

证明: g(x) 二阶可导, 且 g′′(x) 为有界函数。

解答. 作变量代换 t = x− y, 得

g(x) =

ˆ
R
f(t) arctan(x− t) dt.

因 f ∈ L1, 而
(arctanu)′ =

1

1 + u2
, (arctanu)′′ = − 2u

(1 + u2)2

都是有界连续函数, 可由控制收敛定理在积分号下求导, 得

g′(x) =

ˆ
R
f(t)

1

1 + (x− t)2
dt,

g′′(x) =

ˆ
R
f(t)

(
− 2(x− t)(

1 + (x− t)2
)2
)

dt.

因 sup
u

∣∣∣∣ 2u

(1 + u2)2

∣∣∣∣ < ∞, 所以

|g′′(x)| ≤ ‖f‖1 sup
u

∣∣∣∣ 2u

(1 + u2)2

∣∣∣∣ ,
从而 g′′ 有界。

4. 设 f(x) 定义在 R 上且满足 f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R 。

(a) 若 f(x) 在任何闭区间都可积, 证明: f(x) = f(1)x, ∀x ∈ R 。

(b) 当 f(x) 是可测函数时, 上述结论是否成立? 请给出理由。

解答. (1) 加法函数满足 f(q) = qf(1) 对所有 q ∈ Q 成立。若 f 在某个闭区间可积, 则它在某个正测度
集合上有界。由加法性可推出 f 在 0 点连续; 若不连续, 则存在 xn → 0 但 |f(xn)| > ε, 利用整数倍平
移会使有界集合上的函数值产生矛盾。于是 f 连续。连续的 Cauchy 加法函数必为线性函数, 故

f(x) = f(1)x.

(2) 成立。若 f 可测, 则存在 M > 0 使集合

E = {x ∈ [0, 1] : |f(x)| ≤ M}

有正测度。由 Steinhaus 定理, E − E 含有 0 的一个邻域; 在该邻域内 |f | ≤ 2M 。故 f 在 0 的某邻域

有界, 从而连续, 继而
f(x) = f(1)x.


	浙江大学
	2019 年直博生招生考试试题
	2020 年直博生招生考试试题
	2021 年直博生招生考试试题
	2022 年直博生招生考试试题
	2023 年直博生招生考试试题
	2024 年直博生招生考试试题
	2025 年推荐免试直博生招生试卷


