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复旦大学数学科学学院

2019 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) 是 R 上的有界函数，{(x, f(x)) | x ∈ R} 是 R2 中的闭集，判断 f(x) ∈ C(R) 是否成立.

2. 设 Z 为整环，
A =

(
3, x3 − x2 + 2x− 1

)
为 Z[x] 的理想. 问：

(1) A 是否为主理想？请说明理由.

(2) Z[x]/A 是否为整环？请说明理由.

3. 求极限

lim
x→0+

∞∑
n=2020

(−1)n

lnx n
.

4. 设 A ∈ Mn×n(C), B ∈ Mm×m(C), C ∈ Mn×m(C). 求证：若 A,B 无公共特征值，则(
A C

O B

)

相似于 (
A O

O B

)
.

并举例说明去掉条件 A,B 无公共特征值后结论不成立.

5. 设 f(x) ∈ C2[0, 1], f(0) = 10, f

(
1

2

)
= 1, f(1) = 7. 问：f ′′(x) 是否一定能取到某个值，并说明理由.

6. 设 G 为有限群，|G| 无平方因子，φ : G → G, g 7→ g3 是单同态. 求证：G 是循环群.

7. 设 f ∈ C[0, 1], 求证：

lim
n→∞

n

ˆ 1

0

xnf(x) dx = f(1).

8. 设 {α1, · · · , αn} 是 Rn 的一组基. 求证：

|det(α1, · · · , αn)| ≤
n∏

k=1

‖αk‖.

等号成立当且仅当 {α1, · · · , αn} 是 Rn 的一组正交基.
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复旦大学数学科学学院

2021 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) ∈ C∞(R), f
(
1

n

)
=

n3

n4 + 1
, ∀n ∈ N.

(1) 上述条件是否可以确定 f (k)(0), ∀k ∈ N?

(2) 若 f1(x), f2(x) 为满足上述要求的两个函数，是否存在 δ > 0，使得 f1(x) = f2(x) 在 [0, δ] 上成立？

2. 求极限 lim
n→+∞

ˆ +∞

0

cosxn dx.

3. 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上定义，f([a, b]) ⊂ (a, b)，并存在一个常数 α，满足 0 < α < 1，使得对一切

x, y ∈ [a, b]，成立不等式 |f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|，证明：

(1) f(x) 在 [a, b] 中存在唯一的不动点 ξ = f(ξ).

(2) 由任何初始值 a0 ∈ [a, b] 和递推公式 an+1 = f(an) 生成的数列 {an} 一定收敛于 ξ.

4. (存疑) 计算积分
˛
|z|=2

(1 + z)1/2

z3
dz.

5. 设复方阵

A =


1 i 0

−i 1 0

0 0 2

 ,

求酉矩阵 U 使得 U∗AU 为对角阵.

6. 设 A ∈ Mm×n(F), B ∈ Mp×q(F), C ∈ Mm×q(F)，证明：矩阵方程

AX − Y B = C

有解 X,Y 的充分必要条件是

rank
(
A O

O B

)
= rank

(
A C

O B

)
.

7. 设 φ 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，证明下列两个结论等价：

(1) V 中任一非零向量都是循环向量，使 V 成为循环空间.

(2) V 只有平凡的 φ− 不变子空间.

8. 设 A ∈ Mm×m(F), B ∈ Mn×n(F),

φ : Mm×n(F) → Mm×n(F),

X 7→ AX −XB.

证明：φ 可对角化等价于 A,B 可对角化.
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复旦大学数学科学学院

2022 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) 是 [0,+∞) 上二阶连续可微的有界下凸函数.

(1) 证明：存在 A ∈ R, 使得 lim
x→+∞

f(x) = A.

(2) 计算反常积分
ˆ ∞

0

xf ′′(x) dx.

2. 设 f(x) ∈ C1[−1, 1] 是一个正值函数，f ′(x) 6= 0，并且当 x ∈ [−1, 1] 时，∣∣∣∣x+
f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≥ 1.

还设 a, b 是 (−1, 1) 中任意两个数，满足 a < b. 证明：

(1) 对于任意 x ∈ (a, b), 成立 f(x) < f(a) + f(b).

(2) 1 + a

1 + b
≤ f(b)

f(a)
≤ 1− a

1− b
.

3. 设函数 f(x) 在 x0 可以展开为收敛的幂级数，即

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, ∀x ∈ (x0 − r0, x0 + r0),

其中 r0 > 0. 证明：对任意 x1 ∈ (x0 − r0, x0 + r0), f(x) 在 x1 也可以展开为收敛的幂级数

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x1)

n!
(x− x1)

n, ∀x ∈ (x1 − r1, x1 + r1),

其中 r1 ≥
1

2

(
r0 − |x1 − x0|

)
.

4. 设 A ∈ Mn×n(C)是 n阶复方阵，且 A有 n个不同的特征值. 设 VA 是Mn×n(C)中所有形如 BA−AB

的矩阵全体构成的子空间. 求 VA 作为复线性空间的维数.

5. 记 Mn×n(C) 是 n 阶复方阵全体构成的空间. 令

A = (aij), B = (bij) ∈ Mn×n(C)

是 n 阶复方阵. 定义线性变换 T : Mn×n(C) → Mn×n(C)

M 7→ AMB.

(1) 求 T 的所有特征值（记代数重数）之和，答案用 aij , bij 表示.

(2) 证明：T 幂零当且仅当 A 或 B 至少有一个幂零.

6. 设 A 是 n 阶可逆实方阵. 证明：

(1) 存在唯一的 n 阶正交阵 P 和实对称正定阵 H, 使得 A = PH.

(2) 在 (1) 中, PH = HP 当且仅当 AA⊤ = A⊤A.
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复旦大学数学科学学院

2023 年夏令营招生考试试题（6 月 25 日）
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷仅适用于学术学位营员，考试时间 120 分钟.

1. 令 f(x) =
∞∑

n=1

(x− rn)
1
3

2n
, 其中 {rn} 是 [0, 1] 中有理数的一个排列，证明：

(1) f ∈ C(R).

(2) f 在 R \ [0, 1] 上可导.

(3) ∀x0 ∈ [0, 1] \Q, 存在 {rn} 的一个排列，使得 f 在 x0 处可导.

2. 设 V 是由点 (2,−1,−1), (2, 1, 1), (1, 0, 0) 构成的三角形绕 y 轴旋转得到的几何体.

(1) 记 x0 = (3, 0, 0), 求点 x0 到 V 的最短距离.

(2) 求 V 的体积.

3. (1) 设
¨

R2

ek(x2+y2)dxdy = 1, 求 k 的值.

(2) 在 (1) 的条件下，证明：(¨
D1

ek(x2+y2)dxdy
)(¨

D2

ek(x2+y2)dxdy
)

<

¨
D1∩D2

ek(x2+y2)dxdy.

其中区域 D1 = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 2}, D2 = {(x, y) | |y| ≤ 1}.

4. 设 T 是 Mn(C) 上的线性变换，A ∈ Mn(C), 并且 T 可逆当且仅当 A 可逆，证明：

∃c ∈ C, s.t. det(T A) = c · detA.

5. 设 A 为 n 阶复方阵，定义 eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
. 证明：

(1) det(eA) = etr(A).

(2) eA 可对角化的充分必要条件是 A 可对角化.

(3) 对任意行列式为 1 的 2 阶实方阵 A, 都存在矩阵 B 使得 A = eB.

6. 设 Q 为 n×m 实矩阵且满足 Q⊤Q = Im, A 为 n 阶实正定矩阵. 证明：

Q⊤A−1Q−
(
Q⊤AQ

)−1

半正定.
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复旦大学数学科学学院

2023 年夏令营招生考试试题（6 月 27 日）
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷仅适用于专业学位营员，考试时间 120 分钟.

1. 求极限 lim
x→+∞

[
x− x2 ln

(
1 +

1

x

)]
.

2. 设 f(x) =
(
ex cos

√
3x
)
, 求 f (98)(x).

3. 计算二重积分 ¨
D

(x2 + y2 − xy) dxdy.

其中区域 D = {(x, y) | (x2 + y2)2 ≤ x2 − y2, x ≥ 0}.

4. 求函数 f(x) = sin2 x 在 x = π 处的 Taylor 展开式，并确定其收敛区间.

5. 设 y(x) 为下述常微分方程 y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = e3x 满足 y(0) = y′(0) = 0 的解，计算

lim
x→0

ln(1 + x2)− 2(arctanx)2

y(x)
.

6. 设

f(x) =


ˆ x

0

cos 1
t

dt, x > 0

0, x = 0

计算 f ′
+(0) 的值.

7. 设

f(x) =


x, 0 ≤ x ≤ 1

2

2− 2x,
1

2
< x ≤ 1

,

且 f(x) 是以 2 为周期的偶函数.

S(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnπx

是 f(x) 的傅里叶级数，求 S

(
−5

2

)
的值.

8. 计算二重积分 ¨
D

(x− y)2 tan2(x+ y) dxdy,

其中 D =
{
(x, y)

∣∣ − π

4
≤ x ≤ π

4
, −π

4
≤ y ≤ π

4

}
.

9. 求满足
f(x) = sinx−

ˆ x

0

(x− t)f(t) dt

的二次连续可微函数 f(x).

10. 设数列 an = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n.

(1) 证明：{an} 收敛.

(2) 计算极限 lim
n→∞

1√
n

(
1 +

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n

)
.
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复旦大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题
来源：小红书作者 Relax
注：考试时间 120 分钟.

1. 填空题 (12 分)

(1) 已知二次型 f(x1, x2, x3) = x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 + 2tx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 正定，则参数 t 的取值范围

为 .(存疑)

(2) 已知矩阵 A =


1 −2 4

4 −5 0

2b −b− 1 1

 可对角化，则 b 的取值范围为 .

(3) 设 A 是 6 阶矩阵，满足 A2 = O, rankA = 3, 则 A 的 Jordan 标准形为 .

2. 计算题 (30 分)

(1) 求函数

f(x) =


cos
(
1

x

)
, x 6= 0

0, x = 0

的原函数.

(2) 计算二重积分
¨

0≤x≤y≤π

ln | sin(x− y)| dxdy.

(3) 已知 lim
n→∞

nan = 1, 求极限 lim
x→1−

∑∞
n=0 anx

n

ln(1− x)
.

3. 解答题 (58 分)

(1) 已知 f(x) 是连续函数，且

ˆ 1

0

f(x)dx = 1, 求积分

ˆ 1

0

(1 + x2)f2(x) dx

能取到的最小值，并求出此时的 f(x).

(2) f(x) 在 [0, 2] 上连续并且一阶可导，f ′(1) = 0, 证明：存在 ξ ∈ (0, 2) 使得

f ′(ξ) = 2024
(
f(ξ)− f(0)

)
.

(3) 已知方阵 C ∈ Mm(R), D ∈ Mn(R), 对于任意矩阵 A,B 都有

rank(C −AB) + n = rank(D −BA) +m.

证明：存在非零数 k 使得 C = kIm, D = kIn.

(4) 已知 A, B 为 n 阶复方阵，存在正整数 m 使得

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
AkBm−k = O,

证明：|A| = |B|.
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复旦大学数学科学学院

2025 年学术营笔试
来源：小红书作者 Relax

回忆版整理

1. 设 (V, 〈·, ·〉) 为实内积空间，T : V → V 为线性映射。

(a) 写出 T 的伴随算子 T ∗ 的定义。

(b) 考虑 V = R2 及其一组基 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)，设 V 上两个线性映射在这组基下的矩阵分别为

A =

(
3 1

0 −3

)
, B =

(
1 0

−4 −1

)
.

若它们在 V 的某个内积下均成为自伴随算子，求该内积在上述基下的矩阵。

2. 求
ˆ +∞

0

(
sinx

x

)2

dx 。

3. 求行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · xn−2

1 (x2 + · · ·+ xn)
n−2

...
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n (x1 + · · ·+ xn−1)

n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

4. 分析
ˆ +∞

0

sin
(
xp +

1

xp

)
dx 在何时绝对收敛、条件收敛和发散。

5. 设 an 为方程 xn + nx − 1 = 0 的正实根，求级数
∞∑

n=1

an cosnx 的收敛域 D，并问其在 D 中是否绝对

收敛和一致收敛。

6. 设

A =


1 1 0

0 1 0

0 0 2

 ,

(a) 问：A 是否可对角化？

(b) 设 φ : M(3,R) → M(3,R), X 7→ A−1XA，求 tr(φ100) 。

7. 设
lim

x→+∞
x

(ˆ x

0

t

arctan t
dt− 1

π
x2 − 4

π2
x− 8

π3
lnx+A

)
= B.

求 A 的表达式及 B 的值。
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