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清华大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李雨恒
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清华大学数学科学系

2015 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 求极限

lim
n→∞

n∑
k=0

(
1− k

n

)n
.

2. 设 A ∈Mn×n(C) 可逆，Am 为对角矩阵，其中 m > 1 为正整数。求证：A 可对角化。

3. V 是全体 R 上的多项式构成的线性空间，对 ∀f ∈ V，φ(f) = f + f ′ 。求证 φ 可逆。

4. 设 G 为 Rn 中的有界开集，D 为 G 的紧致子集，映射 F : G → Rn 是连续可微的，且在集合 D 上是

单射，并且

detF ′(x) 6= 0, ∀x ∈ D.

求证：

(1) d(D, ∂G) > 0；

(2) 存在 0 < ε < d(D, ∂G)，使得 F |Dε
为单射，其中 Dε = {x ∈ Rn | d(x,D) < ε} 。

5. 设函数 f(z) 是单位圆盘上的解析函数，|z| < 1 时 |f(z)| < 1，α 是满足 |α| < 1 的复数，且 f(α) = 0

。证明：|z| < 1 时

|f(z)| ≤
∣∣∣ z − α

1− ᾱz

∣∣∣.
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清华大学数学科学系

2016 年直博生招生考试试题（一）
来源：小红书作者 Relax

1. (1) 设 D 为 Rn 中的区域，映射 f : D → Rn 是连续可微的。试叙述关于 f 的逆映射定理（包括条件

和结论）。

(2) 试应用逆映射定理证明不存在 Rn 到 R 的连续可微单射。

2. 设

F⃗ (x, y, z) =

(
x

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2
,

y

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2
,

z

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2

)
,

其中 (x, y, z) ∈ R3 \ {(0, 0, 0)}，n⃗ 为 R3 中单位球面 S2 的单位外法向量场。试求曲面积分
¨

S2

F⃗ · n⃗dσ.

3. 设 f 为 R 上周期为 2π 的函数，f(x) = x，∀x ∈ (−π, π] 。

(1) 试求 f 的 Fourier 级数及 Fourier 级数的和函数，并说明该级数是否在 R 上一致收敛。

(2) 试用上述 Fourier 级数及 Parseval 等式求出级数
∞∑

n=1

1

n2
的值。

4. 设 f : B(0, 1) → B(0, 1) 为全纯函数，f(α) = 0，α ∈ B(0, 1) 。

(1) 求证：

|f(z)| ≤
∣∣∣ z − α

1− ᾱz

∣∣∣, ∀z ∈ B(0, 1).

(2) 求上述不等式中等号成立的充要条件。

5. 设 A ∈Mn×n(C)，fA(x) 为 A 的特征多项式，g(x) ∈ C[x]，deg g(x) = n− 1，g(x) | fA(x) 。求 g(A)

所有可能的秩，并说明理由。

6. 设 V 为 C 上 n 维线性空间，φ 为 V 上的幂幺线性变换，即存在 k ∈ N 使得 φk = IV ，又设 W 为

φ-不变子空间。求证：存在 φ-不变子空间 W ′，使得 V =W ⊕W ′ 。
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清华大学数学科学系

2019 年直博生招生考试试题（一）
来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 100 分。

1.（10 分）证明不存在一个实可微函数 f(x) 使得 f(f(x)) = −x，∀x ∈ R 。

2.（15 分）证明 Legendre 多项式

Pn(x) =
1

2nn!
· dn

dxn (x
2 − 1)n

的根都是实数并且包含于区间 (−1, 1) 内。

3.（10 分）计算积分 ¨
x2+y2≤1

[ˆ x2+y2

0

ez

1− z
dz
]
dxdy.

4.（10 分）设 A 和 B 是两个 n 阶方阵。证明：AB 和 BA 有相同的特征值。

5.（15 分）假设 In 是 n 阶单位矩阵，A 是一个 n 阶方阵，令 f(x) = det(In + xA)，计算 f ′(0) 。

6.（15 分）设 v1, · · · , vn+1 是 Rn 中 n+ 1 个向量，并且两两之间的内积满足 (vi, vj) < 0，∀i 6= j 。证明：

v1, · · · , vn+1 中一定存在 n 个向量，它们组成 Rn 的一组基。

7.（10 分）计算积分
1

2πi

˛
|z|=1

ez sin z
1− cos z dz.

8.（15 分）设 f(z) 是一个处处非零的全纯函数。证明：存在一个全纯函数 g(z)，使得 f(z) = eg(z) 。
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清华大学数学科学系

2019 年直博生招生考试试题（二）
来源：小红书作者 Relax

1.

f(x) =

e−1/x2

, x > 0,

0, x ≤ 0.

求证：f ∈ C∞(R) 。

2. 证明：Hermite 多项式

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(
e−x2)

的所有根均为实数。

3. 计算积分

I =

˛
L+

x dy − y dx
(ax+ by)2 + (cx+ dy)2

,

其中 ad− bc =
√
7，L+ 为椭圆 (ax+ by)2 + (cx+ dy)2 = 1，取逆时针方向。

4. 已知 f(x) 和 g(x) 均为 [a, b] 上的正值连续函数且 g(x) 严格单调递减，求证：

ˆ b

a

xf(x)g(x) dx
ˆ b

a

f(x)g(x) dx
<

ˆ b

a

xf(x) dx
ˆ b

a

f(x) dx
.

5. 已知 n 阶矩阵 A,B 满足 A2 = A，B2 = B，且 In −A−B 可逆，求证 r(A) = r(B) 。

6. 设 A,B,C,D 均为 n 阶方阵。

(1) 若 A 可逆，则 ∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A| ·
∣∣D − CA−1B

∣∣.
(2) 若 AC = CA，则 ∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|.

7. 定义如下线性变换为仿射变换：

φ : Rn → Rn, x 7→ Ax+ b,

其中 A ∈Mn×n(R)，b ∈ Rn 。

(1) 证明：φ 可逆 ⇐⇒ A 可逆。

(2) 若 φ 可逆，求出 φ−1，并证明 φ−1 亦为仿射变换。

(3) 证明：仿射变换的复合仍是仿射变换。

8. 计算积分
1

2πi

˛
|z|=1

ez

z2 − 1
4

dz.

9. 设 f 为整函数。若存在正整数 n 和正常数 C，使得对模长充分大的 z 有 |f(z)| ≤ C|z|n，证明：f(z)

是次数不超过 n 次的多项式。
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清华大学数学科学系

2021 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 三阶实对称矩阵计算题。

2. 设 φ 是线性空间 V 上的线性变换，求证：

kerφ = kerφ2 ⇐⇒ Imφ = Imφ2.

3. 设 A,B 是数域 F 上的 n 阶方阵，A,B 都可对角化，AB = BA 。求证：A,B 可同时对角化。并举例

说明 AB 6= BA 时结论不一定成立。

4. 设 Ω 是 Rn 的开集，映射 f : Ω → Rm 是连续可微的。求证：

(1) n > m 时，f 不可能是单射。

(2) n < m 时，f 不可能是满射。

5. 设 f(x), φ(x) 是周期为 2 的偶函数，并且 f(x) = x(2− x)，φ(x) = x，x ∈ [0, 1] 。

(1) 求 f(x), φ(x) 的 Fourier 级数。

(2) 求证：

f(x) =

∞∑
n=0

1

22n
φ(2nx), x ∈ R.

6. 设

B⃗(x, y, z) =
(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)3/2
, (x, y, z) ∈ R3 \ {(0, 0, 0)}.

(1) 求 div B⃗ 。

(2) 求证：不存在连续可微映射 F⃗ : R3 \ {(0, 0, 0)} → R3，使得 rot F⃗ = B⃗ 。

7. 设 α > 1，

I(α) = −
ˆ ∞

0

lnx
1 + xα

dx.

(1) 求 I(α) 。

(2) 求证：

I(α) =
∑
n∈Z

(−1)n

(nα− 1)2
.
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清华大学数学科学系

2021 年本校推免考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 已知复方阵 A ∈Mn(C) 的特征多项式为 (λ− 1)n 。证明 A 与 A2 相似。

2.（10 分）已知实对称矩阵

A =


2 0 1

0 2 1

1 1 1

 ,

二次型 f(x) = xTAx 在单位球面 ‖x‖ = 1 上何时取到最大值，最小值？

3.（10 分）已知域 F 上的有限维线性空间 X,Y, U, V，以及线性变换

α : X → Y, β : V → U, ψ : X → U,

并且满足

kerα ⊂ kerψ, Imψ ⊂ Imβ.

那么是否存在线性映射 φ : Y → V 使得

ψ = β ◦ φ ◦ α?

若是请证明，否则举出一个反例。

4.（10 分）已知域 F 上的方阵 A,B ∈ Mn(F )，满足：A 是可逆矩阵，B 是幂零矩阵。证明：对任意

C ∈Mn(F )，存在 X ∈Mn(F )，使得

AX −XB = C.

5.（10 分）设 E 为 R 的非空子集，并且 E 上的任何连续函数都有界。证明：E 是有界闭集。

6.（10 分）已知 f(x) 是定义在 [0, 1] 上的处处非负的黎曼可积函数，并且

ˆ 1

0

f(x) dx = 0.

证明：f(x) 几乎处处为 0 。

7.（20 分）计算 R3 中的区域{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1, y2 + z2 ≤ 1, z2 + x2 ≤ 1

}
的体积。

8.（20 分）已知 f(z) 在单位圆盘 |z| < 1 解析，并且

|f(z)| ≤ 1

1− |z|
, ∀|z| < 1.

证明：对任意整数 n ≥ 0， ∣∣f (n)(0)
∣∣ ≤ (n+ 1)! e.
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清华大学数学科学系

2022 年预推免招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷仅适用于应用统计硕士生。

数学分析（考试时间 90 分钟，满分 50 分）

1. 求极限

(1) lim
n→∞

n
(

n
√
a− 1

)
(a > 0) 。

(2) lim
x→0

x− sinx
tanx− x

。

2. 设非负函数 f(x) ∈ C2(R)，讨论函数 g(x) =
√
f(x) 在 R 上的可微性。

3. 求三元函数

f(x, y, z) = xy + yz

在约束条件 x2 + y2 + z2 = 1 和 x+ y + z = 1 下的极大值和极小值。

4. 定义 ˚
R3

f(x, y, z) dxdydz = lim
M→+∞

˚
B

f(x, y, z) dxdydz,

这里 B = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤M2} 为三维闭球体（M > 0）。

(1) 设 P (x, y, z) 和 Q(x, y, z) 是从 R3 到 R 的光滑函数，证明：
¨

∂B

P (x, y, z) eQ(x,y,z) dydz =
˚

B

(∂P
∂x

+ P
∂Q

∂x

)
eQ(x,y,z) dxdydz.

(2) 若 P (x, y, z) 为三元多项式函数，证明：
˚

R3

∂P

∂x
e−x2−y2−z2 dxdydz = 2

˚
R3

xP (x, y, z) e−x2−y2−z2 dxdydz.

5. 计算定积分 ˆ b

−b

√
b2 − x2

a− x
dx (a > 0, b > 0).

线性代数（考试时间 90 分钟，满分 50 分）

6. 已知二次型 f(x1, x2, x3) = x21 + 2x22 + 3x23 + 2t x1x2 − 4x2x3 。

(1) 若二次型正定，求参数 t 的取值范围。

(2) 若 t = −2，用正交变换将二次型化为标准型。

7. 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，A ∈ L(V ) 为 V 上的线性变换，多项式 f(x), g(x) ∈ F [x]，它们

的最大公因式和最小公倍式分别为 d(x) 和 m(x) 。证明：

rank
(
f(A)

)
+ rank

(
g(A)

)
= rank

(
d(A)

)
+ rank

(
m(A)

)
.

8. 讨论 λ 为何值时，线性方程组 
(λ+ 1)x1 + x2 + x3 = 1,

x1 + (λ+ 1)x2 + x3 = 1,

x1 + x2 + (λ+ 1)x3 = 1

无解？有唯一解？有无穷多解？并求出有解时的一般解。
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9. 设 σ 为 n 维欧氏空间 V 上的对称线性变换，证明：对 V 中的任何单位向量 α，有 ‖σ(α)‖2 ≤ ‖σ2(α)‖
。

10. 数域 F 上所有 n× n 矩阵构成的集合记为 Mn(F ) 。定义映射 φ :Mn(F ) → F，满足以下条件：

(1) 对任意 A,B ∈Mn(F )，有 φ(AB) = φ(A) · φ(B) 。

(2) 若 A ∈Mn(F ) 是上三角矩阵，则 φ(A) =
∏n

i=1 aii，其中 aii 为 A 的主对角线元素。

证明：对任意矩阵 A ∈Mn(F )，恒有 φ(A) = det(A) 。
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清华大学数学科学系

2023 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 设 A 是三阶实对称矩阵，且每行元素和为 4，α1 = (1,−1, 0)T，α2 = (1,−2, 1)T 为 (I3 − A)x = 0 的

解。求矩阵 A 以及正交阵 Q 使得 QTAQ 为对角阵。

2. 设 V 是 n 维线性空间，φ,ψ : V → V 是线性变换，且有 φ2 = φ，kerφ 、 Imφ 均是 ψ-不变子空间，

求证：φψ = ψφ 。

3. 设 P 为实矩阵，求证：对称分块矩阵 (
0 PT

P 0

)
的正负惯性指数相等，且均等于 rank(P ) 。

4. 设 A 为 n 阶复可逆矩阵，s ∈ N+，As 可对角化。求证：A 可对角化，并说明 A 可逆这个条件不能删

去。

5. 若 {an}∞n=0 ⊆ R，并且 lim
n→∞

an = α，解答下列问题：

(1) 证明：
∞∑

n=0

an
xn

n!
e−x 在 R 上收敛。

(2) 求 lim
x→+∞

∞∑
n=0

an
xn

n!
e−x 。

(3) 问
∞∑

n=0

an
xn

n!
e−x 是否在 (0,+∞) 上一致收敛？

6. 设 f : Rn → R 是连续函数，在 Rn \ {0} 上可微，且 lim
x→0

∂f

∂xi
(x) = 0，i = 1, 2, . . . , n 。求证：f 在 Rn

上可微。

7. 设 Ω ⊂ Rn+m 是开集，映射 f : Ω → Rm 连续可微，x0 ∈ Ω，并且
∂f1

∂x1
(x0) · · · ∂f1

∂xm+n
(x0)

...
...

∂fm

∂x1
(x0) · · · ∂fm

∂xm+n
(x0)


的秩为 m，其中

∂f i

∂xj
表示 f 的第 i 个分量函数对第 j 个自变量分量求导。求证：存在 x0 的开邻域

U ⊂ Ω，并且在 U 上有 C1 同胚 φ : U → φ(U)，使得

f ◦ φ−1(y1, y2, . . . , ym+n) = (y1, y2, . . . , ym).

8. 设 D ⊂ R3 为坐标平面、 x+ y = 1 和 x2 + z2 = 1 所围成的在第一象限的区域。计算ˆ
∂D

(
2xz dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z2 dx ∧ dy

)
,

其中 ∂D 取外侧。

9. γ ⊂ C 是简单闭曲线，设 D 为 γ 围成的无界区域，有 f ∈ H(D) ∩ C(D) 并且 f(+∞) = α，计算

1

2πi

ˆ
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ,

其中 z 在 γ 围成的有界区域内，并且积分方向取正方向（γ 逆时针方向）。

10. 设 f : B(0, 1) → B(0, 1) 是单位圆盘上的全纯函数，并且 f(0) = a，使用 Schwarz 引理证明：f 在

B(0, |a|) = {z | |z| < |a|} 上无零点。
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清华大学求真书院

2024 年夏令营招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1.（10 分）是否存在 n(n ≥ 2) 阶矩阵 A 同时满足下列条件？

(1) AeA = In 。

(2) A 的特征值为实数。

2.（10 分）求出 I + αvvT 的特征值和特征向量，其中 0 6= α ∈ R，0 6= v ∈ Rn 。

3.（20 分）

(1) 设 A 为 n 阶实反对称矩阵，B 为 n 阶实对角矩阵，并且矩阵 B 的主对角线上的元素均大于零，

求证：|A+B| > 0 。

(2) 设 A 是 n 阶正定矩阵，B 是 n 阶非零半正定矩阵，求证：|A+B| > |A|+ |B| 。

4.（15 分）函数 f(x) 在 [a, b] 上可导。证明或举例否定：

(1) 导函数在 [a, b] 上连续。

(2) 导函数在 [a, b] 上具有介值性。

5.（15 分）设 f(x) 是 [0, 1] 上的函数，对任意 x ∈ [0, 1] 有 lim
t→x

f(t) 存在，记该值为 g(x) 。证明：

(1) g(x) 在 [0, 1] 上连续。

(2) f(x) 的间断点至多可数。

6.（10 分） ˆ +∞

0

[sin(3x)
3x2

− sin(2x)
2x2

]
dx

是否收敛，若收敛求积分值。

7.（10 分）求级数 ∑
n∈Z

n2 + n+ 1

n4 + 1
.

8.（10 分）设 {fn(x)} 在 Lp 中收敛，求证其存在几乎处处收敛的子列。
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清华大学数学科学系

2024 年夏令营招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 设

A =


−3 2 2

2 −3 2

2 2 −3

 ,

试求矩阵 Q，使得 QTAQ 为对角矩阵，并求 A 的谱分解。

2. 设 AB = BA，求证 AB∗ = B∗A，其中 B∗ 表示 B 的伴随矩阵。

3. 设 F 为数域，A ∈Mm×m(F )，B ∈Mn×n(F )，并且

φ :Mm×n(F ) →Mm×n(F ), X 7→ AXB.

求证：若 λ, µ 分别为 A,B 的特征值，则 λµ 为 φ 的特征值，并且 φ 的特征值均有此形式。

4. 设 A 为 n 阶矩阵，rank(A) = r 。求证 I, A, . . . , Ar+1 线性相关。

5. 设 f : Rn → R 为局部常值函数，求证 f 为常值函数。

6. 设 B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}，试找出 u : B → R，(x, y) 7→ xy2 的驻点，判断其类型，并求出 u

的最值。

7. 设

I(α) =

¨
R2

sin(x2 + y2)

(x2 + y2)α
dxdy, α ∈ R,

试求 α 的范围使得 I(α) 收敛，并求出其收敛时的值。

8. 设 f, g ∈ C(R) 且周期为 2π，并且二者具有相同的 Fourier 展开式，求证：f ≡ g 。

9. 设 f : C → C 为全纯函数，并且 Im f(z) > 0，∀z ∈ C 。求证：f 为常值函数。

10. 求 ˆ
R

1

coshx dx 及
ˆ
R

x

sinhx dx.
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北京大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李雨恒
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北京大学数学科学学院

2011 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1. f(x) 是定义在 [0, 1] 上的凹函数，经过点 (0, 0), (1, 0),

(
1

3
, 2

)
，并且 f(x) 满足

ˆ 1

0

f(x)dx = 1，试作

出 y = f(x) 的图像。

2. (1) 设 f(x) ∈ C[0, 1], f(0) = f(1) 。证明：

∀ 0 < α < 1,
1

α
∈ N, ∃ ξ ∈ [0, 1− α], 使得f(ξ + α) = f(ξ).

(2) 证明：

∀ 0 < α < 1,
1

α
/∈ N, ∃ g(x) ∈ C[0, 1], g(0) = g(1),

满足∀x ∈ [0, 1− α], g(x+ α)− g(x) 6= 0.

3. 设 f(x) 在 x0 的某个邻域内连续，以下说法是否成立？

(1) 若 D+f(x0) 存在，则 D0f(x0) 存在。

(2) 若 D0f(x0) 存在，则 D−f(x0) 存在。

其中

D+f(x0) = lim
x1,x2→x0

(x1−x0)(x2−x0)>0

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
,

D0f(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

D−f(x0) = lim
x1,x2→x0

(x1−x0)(x2−x0)<0

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
.

4. 设 an ≥ 0，级数
∞∑

n=1

a2n 发散。证明：存在数列 {bn}, {cn} 满足

bn, cn ≥ 0,

∞∑
n=1

b2n < +∞,

∞∑
n=1

c2n < +∞

使得
∞∑

n=1

anbn < +∞,
∞∑

n=1

ancn 发散.

5. 设
f(x) = xn + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an,

g(x) = xm + b1x
m−1 + · · ·+ bm−1x+ bm

Am+n 为 m+ n 阶方阵，前 m 行是 f(x) 的系数，后 n 行是 g(x) 的系数，即

Am+n =



1 a1 a2 · · · an

1 a1 a2 · · · an
. . . . . .

1 a1 a2 · · · an

1 b1 · · · bm

1 b1 · · · bm
. . . . . .

1 b1 · · · bm


证明：f(x) 和 g(x) 的最大公因式的次数等于 m+ n− rank(Am+n) 。
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6. (1) 设 U 是 ABX = 0 的基础解系，其中 A 是 m×n 矩阵，B 是 n× p 矩阵，X 是 p× 1 列向量，W

是 Rn 的子空间，W = {Y = BX | X ∈ U} 。证明：W 的维数等于 rank(B)− rank(AB) 。

(2) 证明：对任意矩阵 A,B,C，有

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(B) + rank(ABC).

7. 设 A,B 是 n 阶方阵，A,B 乘法可交换，B 是幂零矩阵，证明：A+B 和 A 有相同的特征多项式。

8. 设二次曲面 Γ : x2 + y2 − z2 = 1，平面 Σ(θ) 过直线x = 1,

z = 0,

且与平面 z = 0 夹角为 θ 。

(1) 当 θ 从 0 到
π

2
连续变化时，Σ(θ) ∩ Γ 对应的曲线是哪种类型？

(2) 证明：若平面 Ax+By + Cz +D = 0 与 Γ 的交线为两条直线，则 A2 +B2 = C2 +D2 。

9. 设 f(x) 在 [a,+∞) 上有定义，反常积分
ˆ +∞

0

f(x)dx收敛，依次验证下列条件能否推出 lim
x→+∞

f(x) = 0

。

(1) f(x) ∈ C∞[a,+∞) 。

(2)
ˆ +∞

0

|f(x)|3dx 收敛。

(3)
ˆ +∞

0

|f ′(x)|2dx 收敛。

(4)
ˆ +∞

0

|f ′′(x)|dx 收敛。

10. 求下述几何体的体积：

−1 ≤ x1, x2, . . . , xn ≤ 1, −1 ≤ x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ 1.

11. 对任意 n 维列向量 α, β，αTAβ = 0 当且仅当 βTAα = 0 。证明：A 为对称矩阵或者反对称矩阵。

12. 平面上三条直线 AA′, BB′, CC ′ 互相平行，AB 与 A′B′ 交于点 D，BC 与 B′C ′ 交于点 E，CA 与

C ′A′ 交于点 F 。证明：D,E, F 三点共线。
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北京大学数学科学学院

2012 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（25 分）Rn 中集合 S 称为紧集，如果对于 S 的开覆盖 {Uα}，都存在 {Uα} 中的有限个元素也覆盖 S

。证明：S ⊂ Rn 为紧集的充分必要条件是 S 是 Rn 中的有界闭集。

2.（25 分）叙述和证明多元函数带 Lagrange 余项的二阶 Taylor 展开公式。

3.（20 分）计算积分
ˆ 1

0

dx
ˆ √

x

x

sin y
y

dy 。

4.（20 分）假定 n ≥ m > 1，问是否存在连续可导的映射 F : Rn → Rm \ {0}，p 7→ F (p)，使得 F 的

Jacobi 矩阵的秩处处为 m，而 lim
p→∞

F (p) = ∞？为什么？这里 0 表示 Rm 的原点。

5.（20 分）设 {fn(x)} 是实轴 R 上一列一致有界的连续函数，满足对于任意闭区间 [a, b] ⊂ R，成立

lim
n→∞

ˆ b

a

fn(x) dx = 0.

证明：对于实轴上的任意闭区间 [c, d]，以及 [c, d] 上绝对可积的函数 g(x)，恒有

lim
n→∞

ˆ d

c

g(x)fn(x) dx = 0.

（注：原题积分下限写为 a，但应为 c，此处已按 [c, d] 修正。）

6.（20 分）设 F (x, y, z) 和 G(x, y, z) 都是区域 D ⊂ R3 上连续可导的函数，

满足映射 (x, y, z) 7→ (F (x, y, z), G(x, y, z)) 的 Jacobi 矩阵的秩在 D 上处处为 1，

而函数 F (x, y, z) 的梯度向量 gradF 在 D 上处处不为零。假定在点 p0 = (x0, y0, z0) ∈ D，F (x, y, z) =

G(x, y, z) = 0 。证明：存在点 p0 的邻域 U ⊂ D，使得在 U 上，函数方程组F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0

与函数方程 F (x, y, z) = 0 是同解方程。问在 D 上这两组方程是否也是同解方程，为什么？

7.（20 分）设 f(x) 和 g(x) 都是区间 (a, b) 上 n 阶可导的函数，如果在点 x0 ∈ (a, b)，成立 f(x0) = g(x0)，

f ′(x0) = g′(x0)，· · ·，f (k)(x0) = g(k)(x0)，则称 f(x) 和 g(x) 在 x0 处 k 阶相切。现设 f(x) 和 g(x) 在

(a, b) 中互不相同的点 x1, · · · , xt 处分别 k1 − 1, · · · , kt − 1 阶相切，而 n = k1 + · · ·+ kt 。证明：对于

任意 x ∈ (a, b)，存在 y ∈ (a, b)，使得

f(x) = g(x) +
f (n)(y)− g(n)(y)

n!
(x− x1)

k1 · · · (x− xt)
kt .

8.（25 分）设 V 是数域 P 上的有限维线性空间，且 V 上线性变换 A 的某个零化多项式 g(x) 可分解为一

次因式幂的乘积的形式：

g(x) =

m∏
i=1

(x− λi)
ti (λi 6= λj , ∀i 6= j).

证明：若存在 h(x) ∈ P[x]，使得

(x− λi)
ti | [h(x)− λi], ∀i = 1, 2, · · · ,m,

则

(1) h(A) 可对角化；
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(2) h(A)−A 是幂零变换（原文写“幂等变换”，根据上下文此处应为幂零，已按题意修正）。

9.（25 分）设 A,B 为 n 阶方阵，D = AB −BA 且 D 与 A 乘法可交换，证明 Dn = O 。

10.（25 分）设 V 为数域 P 上 n 维线性空间，W1, · · · ,Wk 为 V 的真子空间，证明：

(1) 存在 V 中的元素 α 不属于任何一个 Wj，j = 1, · · · , k；

(2) 存在 V 的一组基 α1, · · · , αn 满足 αi /∈
⋃k

j=1Wj，∀i = 1, 2, · · · , n；

(3) 若 U 为 V 的真子空间，令 CU = {W |W 为V 的子空间且W ⊕ U = V }，则 CU 中含有无穷多个

元素。

11.（25 分）设 V 为 n 维欧氏空间，A ∈ L(V ) 是正交变换。

(1) 证明：V 可以分解为一些 1 维或 2 维的两两正交的 A-子空间的直和（即 V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs，

其中 Vi 为 A 的维数为 1 或 2 的不变子空间，且若 i 6= j，则 Vi ⊥ Vj）。

(2) 设 ε1, ε2, · · · , εn; η1, η2, · · · , ηm 为 V 的两组标准正交基，且

(ε1, ε2, · · · , εn) = (η1, η2, · · · , ηm)A.

证明：

A =


cos(ε1, η1) cos(ε2, η1) · · · cos(εn, η1)
cos(ε1, η2) cos(ε2, η2) · · · cos(εn, η2)

...
... . . . ...

cos(ε1, ηm) cos(ε2, ηm) · · · cos(εn, ηm)

 ,

这里 (α, β) 表示向量 α, β 在欧氏空间中的夹角。

(3) 确定二维欧氏空间上的第一类正交矩阵及第二类正交矩阵的一般形式，并由此给出 n 维欧氏空间

上正交变换的相似标准形（即某种简化的表示形式）。

12.（15 分）求与三直线

l1 :

y − x = 0,

z − 1 = 0,
l2 :

y + x = 0,

z + 1 = 0,
l3 :

y = 0,

z = 0

都相交的直线所产生的曲面的方程。

13.（20 分）设给出的仿射变换为 
x′ = x+ y + 3z,

y′ = x+ 5y + z,

z′ = 3x+ y + z.

求 3 个互相正交的向量，使得在此变换下，它们仍变为 3 个互相正交的向量。并将所给的仿射变换表

示成一个正交变换和分别对 3 个互相正交的方向施行的伸缩变换的乘积。

14.（15 分）证明：分别属于双曲抛物面
x2

a2
− y2

b2
= 2z 上两族互相垂直的直母线交点的轨迹是原双曲抛物

面与平面 2z = b2 − a2 的交线，并且是一条双曲线。
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北京大学数学科学学院

2013 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（20 分）设 f 是 [0, 2] 上的上凸可导函数，过 (0, 0), (1, 1), (2, 0) 点，问 f 与 x 轴围成面积的下确界是

多少？该下确界能达到吗？

2.（20 分）设有方程 y + sin y = x 。

(1) 证明：该方程在 x = 0 附近可以唯一确定 y = f(x) 。

(2) 将 y 表示为 y = a0 + a1x+ a2x
2 + o(x2) 。

3.（20 分）构造定义在 [−1, 1] 上的函数 f，满足 f 只在其中一点可导，在其它各点都不连续。

4.（20 分）讨论级数
∞∑

n=1

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋

的收敛性。

5.（35 分）函数 fn(x) 定义在 [0, 2] 上，满足

fn(x) =

√
1

n2
−
(
x− 2k − 1

n

)2

, x ∈
[
2k − 2

n
,
2k

n

)
, 1 ≤ k ≤ n.

(1) 求 fn 的弧长 ln 。

(2) 求证：fn 一致收敛于某 f 。

(3) 求 f 的弧长 l 。

(4) ln 收敛于 l 吗？解释原因。

6.（35 分）定义函数 f : [0, 1] → [0, 1] 如下：

f(x) = 0.0a1a2a3 · · · , x = 0.a1a2a3 · · · .

这里 x ∈ [0, 1] 都表示无限小数（比如 0.1 = 0.09）。请自由探索 f 的性质。

7.（25 分）

(1) x6 + x3 + 1 在有理数域上是否可约，给出详细理由。

(2) 如果 α 是 x6 + x3 + 1 = 0 的根，求多项式 f(x)，满足 deg(f) < 6，且 α8 + α5 = f(α) 。

(3) (2) 中所求 f(x) 唯一吗？为什么？

(4) 求多项式 g(x)，满足 g(α) =
1

α8 + α5
，其中 g(x) 是有理多项式。

8.（25 分）

(1) 设 A,B 是半正定矩阵。证明：

|A+B| ≥ |A|, |A+B| ≥ |B|.

(2) 设 A 是正定矩阵，D 是由 A 第 i1, · · · , is 行和第 i1, · · · , is 列构成的子式，M 是 D 的代数余子

式。证明：|A| ≤ DM 。

9.（25 分）n 维空间至多有多少个两两成钝角的向量？
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10.（25 分）设 eA =
∞∑

n=0

An

n!
，证明：e|A| = etr(A) 。

11.（30 分）已知双叶双曲面 x2 + y2 − z2 = −1 的一支 z > 0，M 是与该双曲面相交于封闭曲线的任意平

面，M0 是与 M 平行的一族平面，证明 M0 与 x2 + y2 − z2 = −1 (z > 0) 的交线都是椭圆，且椭圆的

中心在 xOy 平面上的投影都在 x 轴上。

12.（20 分）平面上直线 AA′, BB′, CC ′ 平行，AB 和 A′B′ 交于点 D，BC 与 B′C ′ 交于点 E，CA 与 C ′A′

交于点 F 。证明：D,E, F 共线。
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北京大学数学科学学院

2015 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（90 分）设 y = f(x) 是 R 上的 C∞ 函数，对任意正数 k ≥ 0，记

Mk = sup
x∈R

|f (k)(x)|,

设 m 和 n 为两整数，0 ≤ m < n，试分别就下列情况，给出你的结论和证明。

(1) 如果 Mm 和 Mn 均有界，那么对哪些正数 k, Mk 有界？对哪些整数 k, Mk 可以无界？

(2) 如果 lim
x→+∞

|f (m)(x)| 存在有限极限，而 Mn 有界，则对哪些自然数 k，极限 lim
x→+∞

|f (k)(x)| 也存

在极限？

(3) 如果 lim
x→+∞

|f (m)(x)| 和 lim
x→+∞

|f (n)(x)| 都存在有限极限，则对哪些自然数 k，极限 lim
x→+∞

|f (k)(x)|
也存在极限？

2.（30 分）判断级数
∞∑

n=2

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋

的敛散性，其中 bxc 表示 x 的取整。

3.（30 分）证明： ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(xy)xy
dxdy =

ˆ 1

0

1

xy
dx =

∞∑
n=1

1

nn
.

4.（25 分）设 A 是一个 n 阶方阵，且 n ≥ 3，A∗ 是 A 的伴随矩阵（即 A 的代数余子式所组成的矩阵）。

试证明：若 (A∗)∗ 6= 0（零矩阵），则 A 可逆，且此时 (A∗)∗ 是 A 的一个纯量倍。

5.（25 分）设 A 是一个 3 阶实方阵，考虑 A 所定义的线性变换 R3 → R3，α 7→ Aα（α 是列向量）。试

证明：若 AAT = ATA（其中 AT 是指 A 的转置矩阵），则上述线性变换必有一个 2 维不变子空间。

6.（25 分）设 A 和 B 是复数域 C 上的两个 n 阶方阵，并且 A 有 n 个特征值 1, 2, · · · , n，B 也有 n 个特

征值
√
p1, · · · ,

√
pn，其中 p1, · · · , pn 是前 n 个素数（比如 p1 = 2, p2 = 3 等）。试证明：Mn(C) 上的

线性变换 X 7→ AXB 是可以对角化的。

7.（25 分）设

A =


−2 1 3

−2 1 2

−1 1 2

 ,

试找出两个没有常数项的多项式 f(x) 和 φ(x)，使得下列三个条件同时成立：

(1) f(A) 可对角化；

(2) φ(A) 是幂零矩阵；

(3) A = f(A) + φ(A) 。

8.（几何部分，共 5 小题，每题 10 分）

(1) 三维欧氏空间中取定直角坐标系。有一直线 l 过点 (1, 0, 0) 且方向向量为 (0, 1, 1) 。绕 z 轴旋转

生成一个二次曲面 S 。试写出此二次曲面的代数方程（形如 f(x, y, z) = 0）。

(2) 设有一固定平面 Σ，具有以下性质：上述直线 l 在绕 z 轴旋转过程中总是与 Σ 相交。考虑与 Σ 平

行的平面族 Σt, t ∈ R, Σ0 = Σ 。试证明 Σt ∩ S 总是椭圆。
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(3) 试证明 t 值变化过程中，上述各椭圆中的中心总落在一个过原点的空间定直线 L 上。

(4) 固定 L 上任一点 p，试证明：由 p 向曲面 S 作的各条切线的切点都落在一条椭圆 Γp 上，且椭圆

Γp 所在平面是 Σt 之一。

(5) S 把它在空间的补集分成内外两个连通分支，其中外部区域不包含原点。取上一小题所述椭圆 Γp

所在平面落在 S 外部的一点 p̂ 。试证明：从 p̂ 向 S 所作的各条切线之切点落在一条双曲线 Γ 上，

且 Γ 所在平面过 p 点。
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北京大学数学科学学院

2016 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1.（证明题，共 30 分，每小题 15 分）

(1) 若 f(x) 在实轴上可导且 f ′(x) > f(x), ∀x ∈ (−∞,∞)，则 f(x) 至多有一个零点。

(2) 若 f(x) 处处二阶可导且 f ′′(x) > f(x), ∀x ∈ (−∞,∞)，则 f(x) 至多有两个零点。

2.（30 分）假设 φ(x, y, z) 是原点 O 某个邻域上 C∞ 函数，且 φ,φx, φy, φxz, φyz 在 O 点为 0，φxx, φyy

在 O 点为 1，φxy(O) =
1

2
, φz(O) = −1

2
, φ(x, y, z) = 0 的隐函数记为 z = z(x, y)（已知 z(0, 0) = 0）

。请讨论 z = z(x, y) 在 (0, 0) 点附近的极值问题。

3.（40 分）设 z = z(x, y) 是题 2 中的隐函数，Ωδ 是 (0, 0) 点的 δ 邻域，当 δ 充分小时，证明如下极限存

在并求之：

lim
t→+∞

t

ˆ
Ωδ

e−tz(x,y) dxdy.

4.（20 分）设 A 是一个 2 阶复方阵，考虑 2 阶复方阵的线性空间 M2(C) 上的线性变换

φA :M2(C) →M2(C), X 7→ AX −XA.

试确定 dim kerφA 的所有可能的取值。

5.（30 分）对于有理数域 Q 上的两个 n 阶方阵

A =


0 1 · · · 1

0 0 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 0

 , B =


0 0 · · · 0

1 0 · · · 0
...

... . . . ...
1 0 · · · 0

 ,

试证明两者是相似的，并求出一个矩阵 T，使得 A = T−1BT 。

6.（20 分）R[x] 中多项式 f(x) = x4 + a1x
3 + a2x

2 + a3x + a4 。试用系数 a1, a2, a3, a4 的关系式，给出

f(x) 能表示成某个不可约二次多项式 g(x) 之平方的充分必要条件。

7.（30 分）欧氏平面上限定向的等距变换群的一个子群 G，其中每一个非恒同的变换 g 都没有不动点，而

且每一个平面上的点 p 在群 G 作用下得到的轨道（即点集 {g(p) | g ∈ G}）在平面上都没有聚点。试

证明 G 可以由一个或两个平移变换生成，即

G = {nα | n ∈ Z} 或 G = {nα+mβ | n,m ∈ Z},

其中 Z 为整数集，n,m为任意整数，α, β 为线性无关的平移向量（也表示其对应的平移变换）。 nα+mβ

即对应线性组合所表示的平移。
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北京大学数学科学学院

2017 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1. (1) (10 分) 证明隐函数 y + sin(xy)− x = 0 在 x = 0 附近可以确定一个函数关系 y = f(x) 。

(2) (5 分) 试简单回答这个函数的光滑度（不必证明）。

(3) (10 分) 求 f(x) 在 x = 0 处的三阶导数 f ′′′(0) 。

2. (1) (10 分) 叙述积分第一中值定理，并给出一个几何解释。

(2) (10 分) 叙述一个函数 g(x) = 1，另一个函数 f(x) 单调时的积分第二中值定理（三种情况），并给

出一个几何解释。

(3) (5 分) 请问 (2) 中的函数 f(x) 的单调性是实质性条件还是技术性条件（自由畅谈）。如果是实质

性的，那么本质是什么？如果是技术性的，在哪方面提供了哪些方便？

3.（25 分）在考虑函数 f(x) 在给定区间上的傅里叶级数
∑∞

n=1(an cosnx + bn sinnx) 的收敛时，f(x) 的

光滑性与级数的收敛速度之间有没有一定的关系？请给出一个你自己的理解和描述。

4. (1) (10 分) 试讨论广义积分
ˆ
R

sinx
x

dx 的收敛性。

(2) (10 分) 试讨论广义重积分
¨

D

sinx
x

dxdy，其中 D = R× [0, 1] 的敛散性。

(3) (5 分) 请对上述结论给出一个你认为合理且本质的解释。

5.（20 分）求集合 {A ∈M7×7(R) : A3 = 0} 中矩阵的秩的最大值。

6.（30 分）设 V 是有限维实内积空间，α1, · · · , αr, β1, · · · , βr ∈ V 。假设存在非零向量 α ∈ V 使得∑r
i=1〈α, αi〉βi = 0 。证明存在非零向量 β ∈ V 使得

∑r
i=1〈β, βi〉αi = 0 。

7.（20 分）证明：对任意 3× 3 复矩阵，存在 3× 3 酉矩阵 U，使得 UAU−1 为形如
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

∗ 0 ∗


的矩阵。

8.（30 分）对于空间仿射坐标系中的马鞍面 S : z = xy，记 G 为所有保持 S 作为点集不变的空间仿射变

换构成的群。试决定空间中所有这样的直线 L，使得对于任意的 G 中变换 g，直线 g(L) 都与 L 平行

或重合。
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北京大学数学科学学院

2019 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1.（20 分）设 a > 0, a1 = a, a2 = aa, a3 = aa
a

, · · · , an+1 = aa
aa

, · · ·，集合 S = {a | 序列{an} 极限存在}
。

(1) 证明 S 有上界。

(2) 求 S 的上确界。

2.（共 20 分，每小题 10 分）

(1) 设 y = arctan 3x(x2 − 1)

x4 − 4x2 + 1
，求

dy
dx 。

(2) 求定积分
ˆ 1

0

1 + x4

1 + x6
dx 。

3.（20 分）试参照积分第二中值定理的表述，给出第一类曲线积分的积分第二中值定理（注意条件和结论

表述的准确性），并给出相应的证明。

4.（20 分）设 f(x) 和 g(x) 皆为整个实数轴上的连续函数，其中 g(x) 以 T > 0 为周期。证明：函数方程

f(f(x)) = −x3 + g(x) 不可能有连续解。

5.（20 分）在单位圆盘 D 内，u = ∆u, u|∂D = 0 。证明：u ≡ 0 。

6.（15 分）设 a0, a1, a2 为有理数，且 ∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2

a2 a0 + a1 a1 + a2

a1 a2 a0 + a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

证明：a0 = a1 = a2 = 0 。

7.（25 分）设实二次型 f(x1, x2, x3) = 4x1x2 − 2x1x3 + 3x22 − 4x2x3 。

(1) (5 分) 将 f 写成 xTAx 的形式，求实对称矩阵 A 的特征向量与特征值。

(2) (10 分) 求正交矩阵 P 和对角矩阵 D，使得 A = PDP T 。

(3) (10 分) 求二次型 f(x) = xTAx 在单位球面 ‖x‖ = 1 上取到的最大值，并确定在何处取到最大值

。

8.（20 分）设矩阵 A 的列数与矩阵 B 的行数均为 n，证明：

rank(A) + rank(B) = rank(AB) + n

当且仅当 KerA ⊆ ImB 。

9.（10 分）设 A 为 Mn(C) 中的幂零矩阵，定义 Mn(C) 上的线性变换 TA : B 7→ AB − BA 。证明：若

(TA)
2B = 0，则 AB 是幂零矩阵。

10.（30 分）定义在平面 y = 0 上的圆 C : (x− 2)2 + z2 = 1 绕 z 轴旋转成一环面 Γ 。

(1) 求环面 Γ 的一个参数方程。

(2) 环面 Γ 的正等测投影（其在平面 x+ y + z = 0 上的垂直投影）外周是否为椭圆？
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复旦大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：张彬泽
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复旦大学数学科学学院

2019 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) 是 R 上的有界函数，{(x, f(x)) | x ∈ R} 是 R2 中的闭集，判断 f(x) ∈ C(R) 是否成立.

2. 设 Z 为整环，

A =
(
3, x3 − x2 + 2x− 1

)
为 Z[x] 的理想. 问：

(1) A 是否为主理想？请说明理由.

(2) Z[x]/A 是否为整环？请说明理由.

3. 求极限

lim
x→0+

∞∑
n=2020

(−1)n

lnx n
.

4. 设 A ∈Mn×n(C), B ∈Mm×m(C), C ∈Mn×m(C). 求证：若 A,B 无公共特征值，则(
A C

O B

)

相似于 (
A O

O B

)
.

并举例说明去掉条件 A,B 无公共特征值后结论不成立.

5. 设 f(x) ∈ C2[0, 1], f(0) = 10, f

(
1

2

)
= 1, f(1) = 7. 问：f ′′(x) 是否一定能取到某个值，并说明理由.

6. 设 G 为有限群，|G| 无平方因子，φ : G→ G, g 7→ g3 是单同态. 求证：G 是循环群.

7. 设 f ∈ C[0, 1], 求证：

lim
n→∞

n

ˆ 1

0

xnf(x) dx = f(1).

8. 设 {α1, · · · , αn} 是 Rn 的一组基. 求证：

|det(α1, · · · , αn)| ≤
n∏

k=1

‖αk‖.

等号成立当且仅当 {α1, · · · , αn} 是 Rn 的一组正交基.
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复旦大学数学科学学院

2021 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) ∈ C∞(R), f
(
1

n

)
=

n3

n4 + 1
, ∀n ∈ N.

(1) 上述条件是否可以确定 f (k)(0), ∀k ∈ N?

(2) 若 f1(x), f2(x) 为满足上述要求的两个函数，是否存在 δ > 0，使得 f1(x) = f2(x) 在 [0, δ] 上成立？

2. 求极限 lim
n→+∞

ˆ +∞

0

cosxn dx.

3. 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上定义，f([a, b]) ⊂ (a, b)，并存在一个常数 α，满足 0 < α < 1，使得对一切

x, y ∈ [a, b]，成立不等式 |f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|，证明：

(1) f(x) 在 [a, b] 中存在唯一的不动点 ξ = f(ξ).

(2) 由任何初始值 a0 ∈ [a, b] 和递推公式 an+1 = f(an) 生成的数列 {an} 一定收敛于 ξ.

4. (存疑) 计算积分
˛
|z|=2

(1 + z)1/2

z3
dz.

5. 设复方阵

A =


1 i 0

−i 1 0

0 0 2

 ,

求酉矩阵 U 使得 U∗AU 为对角阵.

6. 设 A ∈Mm×n(F), B ∈Mp×q(F), C ∈Mm×q(F)，证明：矩阵方程

AX − Y B = C

有解 X,Y 的充分必要条件是

rank
(
A O

O B

)
= rank

(
A C

O B

)
.

7. 设 φ 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，证明下列两个结论等价：

(1) V 中任一非零向量都是循环向量，使 V 成为循环空间.

(2) V 只有平凡的 φ− 不变子空间.

8. 设 A ∈Mm×m(F), B ∈Mn×n(F),

φ : Mm×n(F) →Mm×n(F),

X 7→ AX −XB.

证明：φ 可对角化等价于 A,B 可对角化.



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 31

复旦大学数学科学学院

2022 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) 是 [0,+∞) 上二阶连续可微的有界下凸函数.

(1) 证明：存在 A ∈ R, 使得 lim
x→+∞

f(x) = A.

(2) 计算反常积分
ˆ ∞

0

xf ′′(x) dx.

2. 设 f(x) ∈ C1[−1, 1] 是一个正值函数，f ′(x) 6= 0，并且当 x ∈ [−1, 1] 时，∣∣∣∣x+
f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≥ 1.

还设 a, b 是 (−1, 1) 中任意两个数，满足 a < b. 证明：

(1) 对于任意 x ∈ (a, b), 成立 f(x) < f(a) + f(b).

(2) 1 + a

1 + b
≤ f(b)

f(a)
≤ 1− a

1− b
.

3. 设函数 f(x) 在 x0 可以展开为收敛的幂级数，即

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, ∀x ∈ (x0 − r0, x0 + r0),

其中 r0 > 0. 证明：对任意 x1 ∈ (x0 − r0, x0 + r0), f(x) 在 x1 也可以展开为收敛的幂级数

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x1)

n!
(x− x1)

n, ∀x ∈ (x1 − r1, x1 + r1),

其中 r1 ≥
1

2

(
r0 − |x1 − x0|

)
.

4. 设 A ∈Mn×n(C) 是 n 阶复方阵，且 A 有 n 个不同的特征值. 设 VA 是 Mn×n(C) 中所有形如 BA−AB
的矩阵全体构成的子空间. 求 VA 作为复线性空间的维数.

5. 记 Mn×n(C) 是 n 阶复方阵全体构成的空间. 令

A = (aij), B = (bij) ∈Mn×n(C)

是 n 阶复方阵. 定义线性变换 T : Mn×n(C) →Mn×n(C)

M 7→ AMB.

(1) 求 T 的所有特征值（记代数重数）之和，答案用 aij , bij 表示.

(2) 证明：T 幂零当且仅当 A 或 B 至少有一个幂零.

6. 设 A 是 n 阶可逆实方阵. 证明：

(1) 存在唯一的 n 阶正交阵 P 和实对称正定阵 H, 使得 A = PH.

(2) 在 (1) 中, PH = HP 当且仅当 AA⊤ = A⊤A.
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复旦大学数学科学学院

2023 年夏令营招生考试试题（6 月 25 日）
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷仅适用于学术学位营员，考试时间 120 分钟.

1. 令 f(x) =
∞∑

n=1

(x− rn)
1
3

2n
, 其中 {rn} 是 [0, 1] 中有理数的一个排列，证明：

(1) f ∈ C(R).

(2) f 在 R \ [0, 1] 上可导.

(3) ∀x0 ∈ [0, 1] \Q, 存在 {rn} 的一个排列，使得 f 在 x0 处可导.

2. 设 V 是由点 (2,−1,−1), (2, 1, 1), (1, 0, 0) 构成的三角形绕 y 轴旋转得到的几何体.

(1) 记 x0 = (3, 0, 0), 求点 x0 到 V 的最短距离.

(2) 求 V 的体积.

3. (1) 设
¨

R2

ek(x2+y2)dxdy = 1, 求 k 的值.

(2) 在 (1) 的条件下，证明：(¨
D1

ek(x2+y2)dxdy
)(¨

D2

ek(x2+y2)dxdy
)
<

¨
D1∩D2

ek(x2+y2)dxdy.

其中区域 D1 = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 2}, D2 = {(x, y) | |y| ≤ 1}.

4. 设 T 是 Mn(C) 上的线性变换，A ∈Mn(C), 并且 T 可逆当且仅当 A 可逆，证明：

∃c ∈ C, s.t. det(T A) = c · detA.

5. 设 A 为 n 阶复方阵，定义 eA =

∞∑
k=0

Ak

k!
. 证明：

(1) det(eA) = etr(A).

(2) eA 可对角化的充分必要条件是 A 可对角化.

(3) 对任意行列式为 1 的 2 阶实方阵 A, 都存在矩阵 B 使得 A = eB.

6. 设 Q 为 n×m 实矩阵且满足 Q⊤Q = Im, A 为 n 阶实正定矩阵. 证明：

Q⊤A−1Q−
(
Q⊤AQ

)−1

半正定.
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复旦大学数学科学学院

2023 年夏令营招生考试试题（6 月 27 日）
来源：小红书作者 Relax

注：本试卷仅适用于专业学位营员，考试时间 120 分钟.

1. 求极限 lim
x→+∞

[
x− x2 ln

(
1 +

1

x

)]
.

2. 设 f(x) =
(
ex cos

√
3x
)
, 求 f (98)(x).

3. 计算二重积分 ¨
D

(x2 + y2 − xy) dxdy.

其中区域 D = {(x, y) | (x2 + y2)2 ≤ x2 − y2, x ≥ 0}.

4. 求函数 f(x) = sin2 x 在 x = π 处的 Taylor 展开式，并确定其收敛区间.

5. 设 y(x) 为下述常微分方程 y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = e3x 满足 y(0) = y′(0) = 0 的解，计算

lim
x→0

ln(1 + x2)− 2(arctanx)2
y(x)

.

6. 设

f(x) =


ˆ x

0

cos 1
t

dt, x > 0

0, x = 0

计算 f ′
+(0) 的值.

7. 设

f(x) =


x, 0 ≤ x ≤ 1

2

2− 2x,
1

2
< x ≤ 1

,

且 f(x) 是以 2 为周期的偶函数.

S(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

an cosnπx

是 f(x) 的傅里叶级数，求 S

(
−5

2

)
的值.

8. 计算二重积分 ¨
D

(x− y)2 tan2(x+ y) dxdy,

其中 D =
{
(x, y)

∣∣ − π

4
≤ x ≤ π

4
, −π

4
≤ y ≤ π

4

}
.

9. 求满足

f(x) = sinx−
ˆ x

0

(x− t)f(t) dt

的二次连续可微函数 f(x).

10. 设数列 an = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n.

(1) 证明：{an} 收敛.

(2) 计算极限 lim
n→∞

1√
n

(
1 +

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n

)
.
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复旦大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

注：考试时间 120 分钟.

1. 填空题 (12 分)

(1) 已知二次型 f(x1, x2, x3) = x21 + 4x22 + 4x23 + 2tx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 正定，则参数 t 的取值范围

为 .(存疑)

(2) 已知矩阵 A =


1 −2 4

4 −5 0

2b −b− 1 1

 可对角化，则 b 的取值范围为 .

(3) 设 A 是 6 阶矩阵，满足 A2 = O, rankA = 3, 则 A 的 Jordan 标准形为 .

2. 计算题 (30 分)

(1) 求函数

f(x) =


cos
(
1

x

)
, x 6= 0

0, x = 0

的原函数.

(2) 计算二重积分
¨

0≤x≤y≤π

ln | sin(x− y)| dxdy.

(3) 已知 lim
n→∞

nan = 1, 求极限 lim
x→1−

∑∞
n=0 anx

n

ln(1− x)
.

3. 解答题 (58 分)

(1) 已知 f(x) 是连续函数，且
ˆ 1

0

f(x)dx = 1, 求积分

ˆ 1

0

(1 + x2)f2(x) dx

能取到的最小值，并求出此时的 f(x).

(2) f(x) 在 [0, 2] 上连续并且一阶可导，f ′(1) = 0, 证明：存在 ξ ∈ (0, 2) 使得

f ′(ξ) = 2024
(
f(ξ)− f(0)

)
.

(3) 已知方阵 C ∈Mm(R), D ∈Mn(R), 对于任意矩阵 A,B 都有

rank(C −AB) + n = rank(D −BA) +m.

证明：存在非零数 k 使得 C = kIm, D = kIn.

(4) 已知 A, B 为 n 阶复方阵，存在正整数 m 使得

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
AkBm−k = O,

证明：|A| = |B|.
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复旦大学数学科学学院

2025 年学术营笔试
来源：小红书作者 Relax

回忆版整理

1. 设 (V, 〈·, ·〉) 为实内积空间，T : V → V 为线性映射。

(a) 写出 T 的伴随算子 T ∗ 的定义。

(b) 考虑 V = R2 及其一组基 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)，设 V 上两个线性映射在这组基下的矩阵分别为

A =

(
3 1

0 −3

)
, B =

(
1 0

−4 −1

)
.

若它们在 V 的某个内积下均成为自伴随算子，求该内积在上述基下的矩阵。

2. 求
ˆ +∞

0

(
sinx
x

)2

dx 。

3. 求行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · xn−2

1 (x2 + · · ·+ xn)
n−2

...
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n (x1 + · · ·+ xn−1)

n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

4. 分析
ˆ +∞

0

sin
(
xp +

1

xp

)
dx 在何时绝对收敛、条件收敛和发散。

5. 设 an 为方程 xn + nx − 1 = 0 的正实根，求级数
∞∑

n=1

an cosnx 的收敛域 D，并问其在 D 中是否绝对

收敛和一致收敛。

6. 设

A =


1 1 0

0 1 0

0 0 2

 ,

(a) 问：A 是否可对角化？

(b) 设 φ : M(3,R) →M(3,R), X 7→ A−1XA，求 tr(φ100) 。

7. 设

lim
x→+∞

x

(ˆ x

0

t

arctan t dt− 1

π
x2 − 4

π2
x− 8

π3
lnx+A

)
= B.

求 A 的表达式及 B 的值。
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上海交通大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：张彬泽
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上海交通大学数学科学学院

2023 年夏令营招生考试试题（应用统计）
来源：小红书作者 Relax

1. 求函数

f(x) =


e−x

√
sinx, x ≥ 0

0, x < 0

绕 x 轴旋转所得旋转体体积.

2. 设积分 ˛
L

2
[
xf(y) + g(y)

]
dx+

[
x2g(y) + 2xy2 − 2xf(y)

]
dy = 0,

其中 L 为任意一条平面曲线, 求可微函数 f(y), g(y) 满足 f(0) = −2, g(0) = 1.

3. 设 e < a < b < e2, 证明: ln2 b− ln2 a >
4

e2 (b− a).

4. 设 V 是数域 F 上的 n 维线性空间, W1,W2, . . . ,Ws 为 V 的 s 个子空间, W =W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Ws. 证

明: W 为 V 的子空间的充分必要条件是存在某个 i (1 ≤ i ≤ s), 使得 W =Wi.

5. 设 A 是 3 阶方阵, 线性方程组 Ax = β 的通解为 x = γ0 + k1η1 + k2η2, 其中

β = (1, 2, 3)⊤, γ0 = (1, 0, 1)⊤, η1 = (2,−1, 0)⊤, η2 = (1, 0,−1)⊤,

试求矩阵 A.

6. 设 A,B 为 n 阶实方阵, 且 r(A) + r(B) ≤ n. 证明: 存在 n 阶可逆阵 M 使得 AMB = O.

7. 设样本 X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2), 求统计量

∑n
i=1(Xi − X)2 和

∑n
i=1(Xi − µ)2 的相关系数. 其中

X =
1

n

∑n
i=1Xi 是样本均值.

8. 叙述随机变量四种收敛性的定义及相互关系.

9. 设X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ U(0, 1), 试求第 k 个次序统计量X(k) 的密度函数, 并求出 E

(
X(k)

)
和 Var

(
X(k)

)
.

10. 设 X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N (µ, σ2), 试给出参数 lnσ 的估计并讨论其相合性.

11. 甲乙两人进行一项竞技游戏, 初始时甲持有 10 元, 乙持有 20 元. 每局游戏规则如下: 若甲获胜, 乙向甲

支付 1 元; 若乙获胜, 甲向乙支付 1 元, 且每局甲乙获胜的概率均为
1

2
. 游戏持续进行, 直至某一方资金

归零之时终止, 此时另一方获胜. 求甲最终获胜的概率.

12. 叙述 UMVUE 的定义并写出几种常见的求解方法.
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上海交通大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题（数学）
来源：小红书作者 Relax

1. 设 {an} 为一数列, 满足 lim
n→∞

an+1

an
= l 且有 lim

n→∞
an = a. 证明: |l| ⩽ 1.

2. 设函数 f(x) 在 R 上连续, lim
x→0

f(x)

x
存在, 令 g(x) =

ˆ 1

0

f(xt)dt.

(1) 求 g′(x).

(2) 讨论 g′(x) 在 x = 0 处的连续性.

3. 设函数 f(x) 在 [a, b] 上可导, 且存在 c ∈ [a, b] 使得 f ′(c) = 0. 证明存在 ξ ∈ [a, b] 使得 f ′(ξ) = f(ξ)−f(a)
b−a

.

4. 设函数项级数 S(x) =

∞∑
n=0

(−1)ne−nx

n+ x2
.

(1) 求函数 S(x) 的定义域.

(2) 讨论 S(x) 在定义域内的连续性.

(3) lim
x→+∞

S(x) 是否存在? 给出证明.

5. 设 ∂Ω 为区域 Ω 的边界曲面, 分片光滑, u, v 在 Ω 上二阶连续可微, n 为 ∂Ω 上的单位外法向量, ∂u
∂n

是

u 在 n 方向上的方向导数.

(1) 证明: ˚
Ω

∆u · v dxdydz +
˚

Ω

∇u · ∇v dxdydz =
‹

∂Ω

v
∂u

∂n
dS.

(2) 设 ∆u = 0, p0 为 Ω 的内点. 证明:

u(p0) =
1

4π

‹
∂Ω

cos(p− p0,n)

‖p− p0‖2
u+

1

‖p− p0‖
∂u

∂n
dS.

6. 设 A = (aij) 为 n 阶实矩阵.

(1) 若 |aii| >
∑n

j=1
j ̸=i

|aij |, i = 1, 2, · · · , n. 证明: r(A) = n.

(2) 进一步设 A 的主对角元素均大于零, 证明: |A| > 0.

7. 设 A,B 均为正定矩阵, 证明: 矩阵方程 AX +XA = B 有唯一解 X = C, 并且 C 是正定矩阵.

8. 设 V 为有理数域 Q 上的 6 维线性空间, φ 是 V 上的一个线性变换, 其极小多项式 m(x) = x3 + x− 3.

(1) 求线性变换 φ 的特征多项式.

(2) 求线性变换 φ 的有理标准型.

9. 设 f(x), g(x), h(x) 为三个实数域上两两互素的非常数多项式, 记 rad f(x) 为多项式 f(x) 在复数域上不

相同的根的个数.

(1) 证明: 若 f(x) + g(x) = h(x), 则 max{deg f(x), deg g(x), degh(x)} ⩽ rad(f(x)g(x)h(x))− 1.

(2) 证明: 若 [f(x)]n + [g(x)]n = [h(x)]n, 则 n = 1 或 2.

10. 设 n 阶方阵 A,B 满足 A+B +AB = O, 且 rank(A) ⩾ n− 1. 证明: 对任意自然数 k, 有

rank
(
Ak
)
+ rank

(
Bk
)
⩾ 2rank(AB).
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上海交通大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题（应用统计）
来源：小红书作者 Relax

1. 计算二重积分 ¨
D

(
x2 − y2

)
e(x+y)2dxdy,

其中区域 D =

{
(x, y)

∣∣ y ⩽ x ⩽
√
1− y2, 0 ⩽ y ⩽

√
2

2

}
.

2. 设函数 f(x) 在闭区间 [0, 1] 上具有连续导数, 求

lim
n→∞

[ˆ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)]
.

3. 设 A = (aij) 为 n 阶实矩阵.

(1) 若 |aii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|aij |, i = 1, 2, · · · , n. 证明: r(A) = n.

(2) 进一步设 A 的主对角元素均大于零, 证明: |A| > 0.

4. 设 n 阶实方阵 A 的所有 1 阶主子式之和, 2 阶主子式之和均为 0. 证明:

(1) A 的特征值全为 0.

(2) An = O.

5. 设 0 < P(B) < 1, 证明: 事件 A 与 B 独立的充要条件是 P(A |B) = P(A |B).

6. 设 {Xn} 是独立同分布的随机变量序列, 且 P(Xn = 1) = P(Xn = −1) = 1
2
. 定义 Sn =

1√
n

n∑
i=1

Xi, 求

Sn 的特征函数 φn(t) 并求当 n→ ∞ 时的极限分布.

7. 设随机向量 (X,Y ) 服从二维正态分布 N

((
0

0

)
,

(
1 ρ

ρ 1

))
, 记

U =

1, X ⩾ 0,

−1, X < 0,
V =

1, Y ⩾ 0,

−1, Y < 0.

求 U 和 V 的相关系数 Corr(U, V ).

8. X1, · · · , Xn
i.i.d.∼ U(0, θ), Y1, · · · , Ym

i.i.d.∼ U(0, 2θ), 试求 θ 的无偏估计中方差最小的统计量, 给出构造思

路, 并证明其方差最小.

9. 设 X = (X1, · · · , Xn) 是从两点分布族 {b(1, p) : 0 < p < 1} 中抽取的简单样本, 且 T (X) =

n∑
i=1

Xi 为

充分完备统计量, 求 g(p) = p(1− p) 的 UMVUE.

10. 设 x1, · · · , xn 为来自 N(0, σ2) 的样本, 试求假设 H0 : σ
2 = 1 vs H1 : σ

2 6= 1 的似然比检验.



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 40

浙江大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：张彬泽
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浙江大学数学科学学院

2019 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分）用定义证明数列 {cosn} 发散.

2. (10 分）求球面 x2 + y2 + z2 = r2(r > 0) 的面积.

3. (10 分）设函数 f(x) ∈ C[0, 1]. 求证：

lim
n→∞

ˆ 1

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

π

2
f(0).

4. (10 分）设 P,Q ∈ C1(R2),
∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂x
(x, y), ∀(x, y) ∈ R2,

求证：存在 U ∈ C1(R2), 使得

dU(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy, ∀(x, y) ∈ R2.

5. (10 分）设函数 f(x) ∈ C2[0, 2],

|f(x)| ⩽ 1, |f ′′(x)| ⩽ 1, ∀x ∈ [0, 1].

求证：|f ′(x)| ⩽ 2, ∀x ∈ [0, 2].

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分）给定空间中由 4 个向量所构成的向量组, 求该向量组张成的子空间的基和维数.

2. (10 分）设 A 为实对称矩阵, 其主子式均非负. 求证: 二次型 f(x1, · · · , xn) = xTAx 半正定.

3. (15 分) 设 V 为复线性空间, 映射 φ : V → V 满足

(1) φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2), ∀v1, v2 ∈ V .

(2) φ(av) = aφ(v), ∀a ∈ C, v ∈ V .

(3) φ2 = −IV .

求证:

(1) ∀ 0 6= v ∈ V , v 与 φ(v) 线性无关.

(2) V 可分解为有限个二维 φ− 不变子空间的直和.

4. (15 分) 设 V, U 为数域 F 上的线性空间, φ : V → U 为线性映射, φ2 6= 0, φ3 = 0. 求证:

(1) 若 Kerφ2 = {0}, 则 φ 为单射.

(2) dim Kerφ+ dim Kerφ3 ⩽ 2dim Kerφ2.
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浙江大学数学科学学院

2020 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 利用上下确界定义实数列 {xn} 的上下极限如下：

lim
n→∞

xn = inf
n≥1

sup
k≥n

xk, lim
n→∞

xn = sup
n≥1

inf
k≥n

xk.

(1) 证明：对于任意的实数列 {xn}, 其上下极限 lim
n→∞

xn 和 lim
n→∞

xn 在广义实数系下存在.

(2) 证明：

lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn.

（上式中每个不等式成立是指不等式左右两边都有意义的前提下）

2. (10 分) 设 f(x) 为定义在 R 上的二次可微函数. 记

Mk = sup
x∈R

|f (k)(x)| < +∞, k = 0, 2.

其中 f (k)(x) 表示 f(x) 的 k 阶导数.

(1) 证明：M1 = sup
x∈R

|f ′(x)| < +∞, 且 M2
1 ≤ 2M0M2.

(2) 设 f ′′(x) 在 (0,+∞) 上有界, 且 lim
x→+∞

f(x) = 0. 证明： lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

3. (10 分) 计算积分 ˆ +∞

0

e−
(
x2+ t2

x2

)
dx,

其中 t 是给定的实数.

4. (10 分) 设 f(x, y) 是 {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} 上的二次连续可微函数, 且
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= x2y2. 计算积分

¨
x2+y2≤1

(
x√

x2 + y2
∂f

∂x
+

y√
x2 + y2

∂f

∂y

)
dxdy.

5. (10 分) 设 f(x) 是 [0,+∞) 上非负可微函数, 满足 f(0) = 0, f ′(x) ≤ 1

2
. 假设

ˆ +∞

0

f(x)dx 收敛, 证明：对任意

α > 1,
ˆ +∞

0

fα(x)dx 收敛, 并且

ˆ +∞

0

fα(x)dx ≤
[ˆ +∞

0

f(x)dx
]α+1

2

.

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 求解线性方程组 

x1 − x3 + x5 = 0

x2 − x4 + x6 = 0

x1 − x2 + x5 − x6 = 0

x2 − x3 + x6 = 0

x1 − x4 + x5 = 0
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2. (10 分) 设 A,B 是两个 n 阶实对称矩阵, 且均非对角阵. 试问什么条件下一定存在 n 阶可逆实矩阵 C, 使得

CTAC,CTBC 都是对角阵.

3. (10 分) 设

f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, g(x) = b2x
2 + b1x+ b0

是两个实系数多项式, 且 a3b2 6= 0. 这两个多项式的结式定义为如下的行列式:

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a3 0 b2 0 0

a2 a3 b1 b2 0

a1 a2 b0 b1 b2

a0 a1 0 b0 b1

0 a0 0 0 b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

判断是否存在两个多项式 u(x), v(x), 其中 deg(u(x)) < 2, deg(v(x)) < 3, 使得

R(f, g) = u(x)f(x) + v(x)g(x).

4. (10 分) 设 U 是数域 P 上的有限维线性空间, EndP(U) 是所有定义在 U 上的线性变换的全体所构成的线性空

间. 试问该线性空间中是否有一组全部由可逆的线性变换所成的基?

5. (10 分) 求 n 阶矩阵

A =



0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 1 0


的 Jordan 标准形.
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浙江大学数学科学学院

2021 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 设 x0 ∈ R, xn+1 = cosxn(n ≥ 0)，试用两种方法证明数列 {xn} 收敛.

2. (10 分) 举例说明一个在 R2 上取值恒正的二元多项式 P (x, y) 可以没有最小值.

3. (15 分) 设 f(x) 为定义在 (0,+∞) 上的实函数. 若对任何 0 < ε < A < +∞,
´ A

ε
f(x)
x

dx 存在，考虑

Frullani 积分

I(α, β) =

ˆ +∞

0

f(αx)− f(βx)

x
dx.

其中 α, β > 0 为常数. 证明：

(1) 如果 f(0+) = lim
x→0+

f(x) 以及 f(+∞) = lim
x→+∞

f(x) 存在, 则 I(α, β) =
(
f(+∞)− f(0+)

)
ln α

β
.

(2) 如果 f(0+) 存在,
´ +∞
1

f(x)
x

dx 收敛, 则 I(α, β) = −f(0+) ln α
β

.

(3) 如果 f(+∞) 存在,
´ 1

0
f(x)
x

dx 收敛, 则 I(α, β) = f(+∞) ln α
β

.

4. (15 分)

(1) 以 2π 为周期的函数 f(x) 可积且绝对可积, 若
´ 2π

0
f(x) dx = 0, 证明：

F (x) =

ˆ x

0

f(t)dt

是以 2π 为周期的连续函数, 且 F (x) 可以写成两个单调函数之和.

(2) 证明:
∞∑

n=1

bn
n

收敛是三角级数

a0
2

+

+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

成为某个在 [−π, π] 上可积且绝对可积函数的 Fourier 级数的必要条件.

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 设多项式 f(x) = x3 + px+ q 的三个根为 x1, x2, x3，已知多项式 g(x) = x3 + rx2 + sx+ t 的三

个根为 (x1 + x2)
2, (x1 + x3)

2, (x2 + x3)
2，请用 f(x) 的系数表示 r.

2. (10 分) 设 A ∈ Rm×n, β ∈ Rm, A+ ∈ Rn×m 是 A 的一个 Moore‑Penrose 广义逆, 证明：

(1) 证明：当线性方程组 Ax = β 有解时, 其通解可以写成

x = A+β + (In −A+A)y, ∀y ∈ Rn.

(2) 试问 A+β ⊥ (In −A+A)y 是否对任意的 y ∈ Rn 均成立？请说明详细理由.

3. (10 分) 设 A 是实方阵且特征值不为 0 和 −1，证明：A 是正交矩阵当且仅当

(AT + I)−1 + (A+ I)−1 = I.

4. (10 分) 设三阶方阵

A =


13 16 16

−5 −7 −6

−5 −8 −7

 .
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(1) 求 A 的 Jordan 标准形.

(2) 求 A 的所有不变因子, 初等因子及行列式因子.

5. (10 分) 求矩阵

A =


3

1 3

1 3

2


的最小多项式并简要说明求解理由.
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浙江大学数学科学学院

2022 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 计算
¨

D

3x

y2 + xy3
dxdy，其中 D 为由 xy = 1, xy = 3, x = y2, 3x = y2 所围成有界区域.

2. (10 分) 设 {Fk}k≥1 为 R2 中的一族非空有界闭集, 单调下降（即 Fk ⊃ Fk+1, k ≥ 1）. 请用实数连续性

定理的任一种等价刻画方式来证明:
∞⋂
k=1

Fk 6= ∅.

3. (10 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 上可微, 且 f(x) 在 0 处的右导数 f ′
+(0) < 0，在 1 处的左导数 f ′

−(1) < 0，

f(0) = f(1) = c. 证明: f ′(x) 在 (0, 1) 内至少有两个零点.

4. (10 分) 证明: f(x) =
∞∑

n=1

1

nx
在 (1,+∞) 上连续可微.

5. (10 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 上黎曼可积, 证明: lim
n→∞

ˆ 1

0

f(x)| sinnx|dx =
2

π

ˆ 1

0

f(x)dx.

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 求可逆矩阵 P ,Q 使得 PAQ 是 A 的等价标准形, 其中

A =


1 −1 −1 0

2 −2 −1 2

3 −3 −1 4

1 −1 1 1

 .

2. (10 分) 下列命题是否正确? 若正确, 请证明; 若不正确, 请给出反例.

(1) 设

S1 = {α1, · · · ,αs}, S2 = {β1, · · · ,βt}

是 n 维欧氏空间 V 的两组线性无关的向量, 满足

(αi,βj) = 0, ∀1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t

成立, 那么 s+ t ≤ n.

(2) 存在 R3 上的线性变换, 使得该变换分别将 (−1, 1, 0), (2,−1, 4), (0, 1, 4)映射为 (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1).

3. (10 分) 证明: f(x) = 2x4 − 3x3 − 6x2 − x+ 1 为有理数域上的不可约多项式.

4. (10 分) 已知 A,B 都是 3 阶方阵, 证明:

|AB −BA| = 1

3
tr
(
(AB −BA)3

)
.

5. (10 分) 设 A 和 B 是数域 F 上 n 阶对称矩阵. 证明: A = B 的充分必要条件是对所有的 n 阶对称矩

阵 C 都有

|A+C| = |B +C|.
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浙江大学数学科学学院

2023 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 计算
∞∑

n=0

1

(2n)!
.

2. (10 分) 设 f(x) =
n∑

k=1

ak sin kx 满足 |f(x)| ≤ | sinx|. 求证:
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

kak

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

3. (10 分) 设 y = y(x) 由方程 y + 2y2 + y3 = e−x + x− 1 确定, 且

y = Ax2 +Bx3 + o
(
x3
)
.

求 A,B 的值.

4. (10 分) 设 f(x) 在 R 上满足 Lipschitz 条件, 证明: f(x) 在 R 上几乎处处可导.

5. (10 分) 已知 f(x) ∈ C[0, 1], A =

ˆ 1

0

f(x)dx,

hn(x) =


nx, 0 ≤ x ≤ 1

3n
,

1

2
− 1

2
nx,

1

3n
≤ x ≤ 1

n
,

0, 其它,

Sn(x) =

n−1∑
k=0

hn

(
x− k

n

)
.

求 lim
n→∞

ˆ 1

0

f(x)Sn(x)dx(用 A 表示).

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 已知矩阵

A =



0 0 0 0 −7

1 0 0 0 5

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0


,

求 A 的极小多项式并证明在复数域上该矩阵可以对角化.

2. (10 分) 设矩阵 A = PTP , B = −QTQ，其中 P ,Q 都是数域上满秩方阵. 若方阵 C 满足 AC = CB，

求矩阵 C.

3. (10 分) 假设

α =


a1
...
an

 , β =


b1
...
bn

 , γ =


c1
...
cn

 , δ =


d1
...
dn


都是 Rn 中的列向量, 计算行列式 ∣∣2In +αβT + γδT∣∣.

4. (10 分) 假设 V 是实数域上由 {1, cosx, cos 2x, sinx, sin 2x} 张成的线性空间，

φ : V → R, φ(f(x)) =

ˆ π

−π

(x− 1)f(x)dx
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是线性映射. 证明: 存在唯一的 g(x) ∈ V 使得

φ(f(x)) =

ˆ π

−π

f(x)g(x)dx, ∀f(x) ∈ V

并求出函数 g(x).

5. (10 分) 已知向量

α1 =



1

−1

0

−1

−2


, α2 =



−1

2

1

3

6


, α3 =



0

1

1

2

4


, α4 =



0

−1

−1

1

2


.

令 W 是该 4 个向量张成的线性空间, U 是齐次线性方程组

x1 − x2 − x3 + 3x5 = 0,

2x1 − 2x3 − x3 + 2x4 + 4x5 = 0,

3x1 − 3x2 − x3 + 4x4 + 5x5 = 0,

x1 − x2 + x3 + x4 + 8x5 = 0

的解空间, 求 W + U 以及 W ∩ U 的维数和一组基.
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浙江大学数学科学学院

2024 年直博生招生考试试题
来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 利用有限覆盖定理证明: 闭区间上连续函数必一致连续.

2. (10 分) 设可微函数列 {fn(x)} 在 [0, 1] 上处处收敛, 且 {f ′
n(x)} 在 [0, 1] 上一致有界. 证明: {fn(x)} 在

[0, 1] 上一致收敛.

3. (10 分) 若 f(x) 在 [0,+∞) 上可导, 且 f ′(x) 在 [0,+∞) 上一致连续, 且 lim
x→+∞

f(x) 存在, 证明:
lim

x→+∞
f ′(x) = 0.

4. (10 分) 设函数 f(x) 在区间 (0, 1) 上连续. 若对 ∀x ∈ (0, 1)，有

lim
h→0

f(x+ h)− f(x− h)

h
> 0,

证明: f(x) 在 (0, 1) 上严格单调递增.

5. (10 分) 设 f(x) 是以 π 为周期的偶函数, 且在 [0, π] 上可积. 证明:
ˆ +∞

0

f(x)

(
sinx
x

)2

dx =

ˆ π
2

0

f(x)dx.

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 假如 T 是实数域上 n 维线性空间 V 上的线性变换, 满足 T 2 + IV = 0, 定义 (a + bi)v =

av + bT (v). 证明: V 关于上述运算构成复数域上的线性空间, 并求其在复数域上的维数.

2. (10 分) 设 A,B,C 是 n 阶复方矩阵, 满足 AB −BA = CCT, 其中 C 是 C 共轭矩阵, CT 是 C 的

转置矩阵, a, b 是两个复数, 且对所有满足 f(A,B) = 0 的多项式 f(x, y) 都成立 f(a, b) = 0. 证明: 存

在非零向量 v 满足 Av = av 且 Bv = bv.

3. (10 分) 设 f(x) 和 g(x) 是两个互素的多项式, A 是一个 n 阶方阵, 证明: f(A)g(A) = O 的充分必要

条件是 r(f(A)) + r(g(A)) = n.

4. (10 分) 设 V 是次数不大于 2 的实系数多项式的全体组成的线性空间, 在 V 中求多项式 q(x) 使得对 V

中所有 p(x), 等式
ˆ 1

−1

p(x)q(x)dx =

ˆ 1

−1

p(x) cos(πx)dx 都成立.

5. (10 分) 设方阵 A = (aij)n×n, n ≥ 3，其中

aij =


3i , i = j

3i+ 1 , i < j

2− 3j , i > j

.

证明: 行列式 det(A) 是 3 的倍数. (题目有误)
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浙江大学数学科学学院

2025 年推荐免试直博生招生试卷
来源：小红书作者 Relax

数学分析部分 (考试时间 75 分钟, 满分 50 分)

1. 设 f(x) 在 D ⊂ Rn 中有定义, 记

wf (δ) = sup
x,y∈D
|x−y|<δ

|f(x)− f(y)|,

证明 f 在 D 上一致连续的充要条件是 lim
δ→0+

wf (δ) = 0.

2. 设 f 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 有连续的左导数 f ′
−(x) 且 f(0) = f(1), 证明存在 ξ ∈ (0, 1), 使得

f ′
−(ξ) = 0.

3. 设 f 是 [0, 1] 上 Riemann 可积的函数, 且在 x = 1 处可导, f(1) = 0, f ′(1) = −1, 证明

lim
n→∞

n2

ˆ 1

0

xnf(x)dx = 1.

4. 求证含参变量积分 ˆ +∞

0

1− e−λx

x
cosx dx

在 [0, 1] 上一致收敛, 并计算 ˆ +∞

0

1− e−x

x
cosx dx.

5. 设 0 < f(x) < 1, 且
ˆ +∞

0

f(x)dx 与
ˆ +∞

0

xf(x)dx 均收敛. 证明

(ˆ +∞

0

f(x)dx
)2

< 2

ˆ +∞

0

xf(x)dx.

高等代数部分 (考试时间 75 分钟, 满分 50 分)

1. 设数域 F 上的 n 阶方阵 A,B 的极小多项式分别为 p(x), q(x), deg p = deg q = n, p(x) 和 q(x) 的最大

公因式为 d(x), d(x) 6= 1, 求 AX −XB = 0 的解空间维数.

2. 设 A 是 n 阶实反对称矩阵, 满足: (1, 2, · · · , n)A = 0, A(1, 2, · · · , n)T = 0. 证明 A∗ 可表示为 ααT,
其中 α ∈ Rn.

3. 设 S, T 为有限维欧氏空间 V 上可交换的线性变换, U 是 T 的不变子空间, W 是 U 在 V 中的正交补

空间, 且对任意 u, v ∈ V , 成立 (Tu, v) = (u, Sv). 证明 W 也为 T 的不变子空间.

4. 求

A(λ) =


(λ− a)n b f(λ)

(λ− a) b

(λ− a)


的等价标准形, 其中 a, b 为给定的复数, f(λ) 是给定的多项式.

5. 设 a, b, c, d 为 x4 + 2x3 − 3x2 + x− 1 的 4 个根, 求以 a2, b2, c2, d2 为根的首一四次多项式.
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南京大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：吴俊
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南京大学数学学院

2024 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 50 分）

1. 计算题。

(1) lim
x→0

(
1

x2
− 1

tan2 x

)
.

(2) lim
x→0+

x lnx.

(3)

ˆ +∞

0

x

ex − e−x
dx.

(4)

ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(1 + x2y2)3/2
dxdy.

2. 讨论级数
∞∑

n=1

cosn
n

敛散性（包括绝对收敛和条件收敛）。

3. 设有界函数 f(x) 在 R 上可微且满足 |f ′(x)| < 1 (∀x ∈ R) 。

(1) 证明：方程 f(x) = x 在 R 上存在唯一解 x0 。

(2) 设初始值 a0 ∈ R，数列 {an} 由递推关系 an = f(an−1) 生成，证明： lim
n→∞

an = x0 。

4. 设函数 f(x), g(x) : [0, 1] → R 满足
f(x), g(x) ∈ C[0, 1];

f(0) = 1, f(1) = 0, g(0) = 0, g(1) = 1.

证明：存在 x0 ∈ (0, 1)，使得 f(x0) = g(x0) 。

高等代数（满分 50 分）

1. 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos 1 cos 2 cos 3 cos 4
cos 2 cos 3 cos 4 cos 5
cos 5 cos 6 cos 7 cos 8
cos 9 cos 10 cos 11 cos 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的值。

2. 设 V = Rn 为 n 维实向量空间，A 是 n× n 实对称矩阵，其特征值按升序排列为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

设 W 是 V 的任意 k 维子空间，证明：存在单位向量 x ∈W，使得二次型满足

xTAx ≥ λk.

3. 求二次型 f(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3 的符号差。

4. 设 α =
√
2 +

√
3，Fα = Q(α) 为有理数域 Q 上包含 α 的最小扩域。定义线性变换 Lα : Fα → Fα，其

作用为 Lα(β) = α · β (∀β ∈ Fα) 。求 Lα 的特征多项式。

5. 设 m 阶矩阵 A 与 n 阶矩阵 B 没有公共的特征值，又 C 为 m× n 矩阵，证明：分块矩阵(
A C

O B

)
与

(
A O

O B

)

相似。
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南京大学数学学院

2023 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 50 分）

1.（16 分）计算下列各题。

(1)

ˆ 2

√
2

1

x
√
x2 − 1

dx.

(2)

ˆ
R
x4e−

x2

2 dx.

(3) lim
n→∞

√
1 + · · ·+

√
n

n3/2
.

(4) lim
x→π

2

sin(cos2 x)
ln(sinx) .

2.（10 分）讨论下列级数的敛散性：

(1)

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

n2
.

(2)

∞∑
n=1

(−1)n
sinn
n

.

3.（8 分）计算曲线积分

I =

˛
C

ex

x2 + y2
[
(x cos y + y sinx)dx+ (x sin y + y cosx)dy

]
,

其中 C :
x2

4
+ y2 = 1，积分沿逆时针方向进行。

4.（8 分）设函数 f : Rn → R 满足以下条件：

(1) f ∈ C2(Rn);

(2) f(0) = 0, 且 f(x) ≥ 0 对所有 x ∈ Rn 成立;

(3) f 的 Hessian 矩阵 ∇2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
1≤i,j≤n

在每一点 x ∈ Rn 处正定。

证明:

(a) f(x) 在 Rn 上仅有一个零点, 且存在常数 c > 0, 使得对任意 x ∈ Rn, 有 f(x) ≥ c‖x‖ 。

(b) 梯度映射 ∇f : Rn → Rn, 即 ∇f(x) =
(
∂f

∂x1
(x),

∂f

∂x2
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
是单射。

5.（8 分）设函数列 fn(x) = xn + 2023x 。

(a) 证明: 方程 fn(x) = 2023 在 [0,+∞) 上有唯一的实根 xn 。

(b) 证明: 数列 {xn} 有极限, 并求出 lim
n→∞

xn 。

(c) 求 lim
n→∞

nxnn
lnn 。

高等代数（满分 50 分）

1.（20 分）设 c 是有理系数多项式的根, 定义集合 I = {f(x) ∈ Q[x] | f(c) = 0} 。

(1) (10 分) 证明: 存在唯一的首一多项式 p(x), 使得对任意 f(x) ∈ I, 均有 p(x) | f(x) 。

(2) (5 分) 证明: p(x) 在有理数域 Q 上不可约。

(3) (5 分) 若 c =
√
2 + i, 求 p(x) 。
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2.（10 分）设矩阵 A ∈M7(C) 的最小多项式为 λ2(λ− 1)3, 求 A 所有可能的 Jordan 标准型。

3.（10 分）定义 n 阶幻方 V ⊂Mn(C) 是所有满足每行、每列以及两个对角线元素和相等的矩阵全体构成

的集合, 即对任意 i = 1, 2, . . . , n, 矩阵 A = (aij) ∈ V 满足

n∑
j=1

aij =
n∑

j=1

aji =
n∑

j=1

an+1−j,j =

n∑
j=1

ajj .

证明:

(1) V 是 Mn(C) 的一个子空间。

(2) 求 dimV 。

4.（10 分）设 V 是区间 [−1, 1] 上所有次数不超过 n 的实系数多项式构成的线性空间, 在 V 中定义二元函

数:

(f(x), g(x)) =

ˆ 1

−1

f(x)g(x)dx, ∀f(x), g(x) ∈ V.

(1) 验证上述定义是 V 的一个内积, 从而 V 是一个欧氏空间。

(2) 求 V 的一组标准正交基 (由基 1, x, x2, x3 出发作正交化) 。

概率论（仅限应用统计专业，满分 50 分）

1.（10 分）设 X 与 Y 的联合密度函数为

p(x, y) =

3x, 0 < x < 1, 0 < y < x,

0, 其他.

试求 Z = X − Y 的密度函数。

2.（10 分）设在区间 (0, a) 上随机地取 n 个点, 求相距最近的两点间距离的数学期望。

3.（15 分）设随机变量序列 {Xn} 独立同分布, 且 Xi ∼ U(0, 1) 。证明:(
n∏

i=1

Xi

)2/n

P→ c,

其中 c 为常数, 并求出 c 。

4.（15 分）设随机变量序列 {Xn} 独立同分布, 且满足 E(X2
1 ) < +∞, 证明:

max{|X1|, . . . , |Xn|}√
n

L→ 0.
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南京大学数学学院

2022 年夏令营招生考试试题
注：数学分析和高等代数必做, 其余科目可选一。

数学分析（满分 50 分）

1.（10 分）设 a1 > 2, 且当 n ≥ 1 时, an+1 =
a2n

2(an − 1)
。讨论数列 {an} 的收敛性。

2.（10 分）证明:
n∑

k=1

sin
√
k = O(

√
n), n→ ∞ 。

3.（15 分）设 f(x) ∈ C2(R), f(x) ≥ 0, f ′′(x) ≤ 1 。证明: |f ′(x)|2 ≤ 2f(x) 。

4.（15 分）设函数 f : Rn → R 处处可微, 且 ‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ Rn 。证明:∣∣f(y)− f(x)−∇f(x) · (y − x)
∣∣ ≤ 1

2
‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn.

高等代数（满分 50 分）

1.（10 分）求由三维空间中四点

A = (1, 1, 1), B = (8, 4, 2), C = (27, 9, 3), D = (64, 16, 4)

组成的三棱锥的体积。

2.（10 分）已知 n 阶实对称矩阵 A 的特征值为 λ1, . . . , λn, 求矩阵

B =

(
A In

In A

)

的特征值。

3.（10 分）设实数域上的矩阵

A =


3 0 9

0 6 0

9 0 3

 ,

求正交矩阵 T , 使得 T−1AT 为对角矩阵。

4.（10 分）假设 A,B 是两个具有相同的秩和极小多项式的 6 阶幂零矩阵, 证明: A,B 相似。

5.（10 分）设 A,B 是两个 n 阶方阵, 令 C = AB − BA, 如果 AC = CA, 证明: 存在正整数 m, 使得

Cm = O 。

实变函数（满分 50 分）

1.（15 分）设 f(x), fn(x), x ∈ [0, 1], (n = 1, 2, 3, . . . ) 是定义在闭区间 [0, 1] 上的 Lebesgue 可积函数。试

分别给出 fn(x) 几乎处处收敛、依测度收敛和在 L1([0, 1]) 中收敛于 f(x) 的定义, 并讨论这三种收敛性

之间的关系。

2.（10 分）试构造闭区间 [0, 1] 上的 Riemann 可积函数列 {fn(x)} 使得下面两个条件成立:

(a) fn(x) 是 L1([0, 1]) 意义下的 Cauchy 列, 即对任意 ε > 0, 存在正整数 N , 使得对任意 m,n > N 有

ˆ 1

0

|fm(x)− fn(x)|dx < ε.
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(b) 不存在 Riemann 可积函数 f(x) 使得 lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)− f(x)|dx = 0 。

3.（10 分）设 f(x) 为闭区间 [0, 1] 上的有界变差函数, 证明: f(x) 是绝对连续函数当且仅当对任意满足

g(0) = 0, g(1) = 0 的连续可微函数 g(x), 下述分部积分公式成立

ˆ 1

0

f(x)g′(x)dx = −
ˆ 1

0

f ′(x)g(x)dx.

4.（15 分）设 L2([0, 1]) 为定义在区间 [0, 1] 上的平方可积函数空间, 称函数列 {fn(x)}∞n=1 ⊂ L2([0, 1]) 弱

收敛于 f(x) ∈ L2([0, 1]), 若对任意 g(x) ∈ L2([0, 1]) 有

lim
n→∞

ˆ 1

0

fn(x)g(x)dx =

ˆ 1

0

f(x)g(x)dx.

证明下列命题:

(a) lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)−f(x)|2dx = 0当且仅当 fn(x)弱收敛于 f(x)和
ˆ 1

0

|fn(x)|2dx收敛于
ˆ 1

0

|f(x)|2dx
同时成立。

(b) fn(x) 弱收敛于 f(x) 当且仅当对任意的 t ∈ [0, 1], lim
n→∞

ˆ t

0

fn(x)dx =

ˆ t

0

f(x)dx 。

近世代数（满分 50 分）

1.（14 分）设 P 是有限群 G 的一个 Sylow p-子群。

(a) (7 分) 证明: NG(NG(P )) = NG(P ), 其中 NG(·) 表示群的正规化子。

(b) (7 分) 设 H 是 G 的一个子群且 H ⊇ NG(P ), 证明: NG(H) = H 。

2.（6 分）证明:
√
2 + 3

√
3 是无理数。

3.（15 分）令 F 是一个域, 定义集合

R =

{(
a −b
b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ F

}
.

(a) (5 分) 证明: 在矩阵加法和乘法下, R 是一个含幺交换环。

(b) (10 分) 当 F 分别为 Q,C,F5,F7 时判断 R 是否构成域。

4.（15 分）设 K 是一个域, F ⊆ K 为子域, 且 F 包含集合 {a2 | a ∈ K} 。

(a) (5 分) 证明: 当 K 的特征不为 2 时, F = K 。

(b) (5 分) 证明: 若 K 的特征为 2 且 K 是有限域, 仍有 F = K 。

(c) (5 分) 若 K 的特征为 2 但 K 不是有限域, 判断是否仍有 F = K 并说明理由。

概率论（满分 50 分）

1.（15 分）设 X,Y 为独立同分布的随机变量, 且 X 服从参数为 1 的指数分布, 求 U =
X

X + Y
的密度函

数。

2.（10 分）设 ξ 为取自然数值的随机变量, φ(t) 为其特征函数, 证明:

P(ξ = k) =
1

2π

ˆ π

−π

e−iktφ(t)dt, k = 0, 1, 2, . . . .
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3.（10 分）设随机变量 X 服从参数为 1 的 Poisson 分布, 对 X 独立重复观察 n 次, Y 表示观察值大于 1

的次数, 求 E(Y 2) 。

4.（15 分）设 X1, X2, . . . , Xn 为独立同分布的随机变量, 其概率密度函数均为 p(x) 。证明:

(a) P
(

max{X1, . . . , Xn} = X1

)
=

1

n
。

(b) 随机变量 max{X1, X2, . . . , Xn} 与 I{X1 = max{X1, . . . , Xn}} 相互独立。

数值分析（满分 50 分）

1.（10 分）设函数 f(x) ∈ C4[a, b], 试构造三次多项式 H3(x) 满足插值条件:

H3(a) = f(a), H3

(
a+ b

2

)
= f

(
a+ b

2

)
, H3(b) = f(b), H ′

3

(
a+ b

2

)
= f ′

(
a+ b

2

)
,

并求余项 f(x)−H3(x) 的表达式。

2.（10 分）确定常数 A,B,C 及正数 a, 使得如下求积公式
ˆ 2

−2

f(x)dx ≈ Af(−a) +Bf(0) + Cf(a)

具有尽可能高的代数精度, 并判断该公式是否为 Gauss 型求积公式。

3. 求二级二阶隐式 Runge–Kutta 法
yn+1 = yn +

h

2
(K1 +K2),

K1 = f(tn, yn),

K2 = f

(
tn + h, yn +

h

2
(K1 +K2)

)
的绝对稳定区间。

4.（10 分）设线性方程组 Ax = b, 其中

A =

(
1 1.0001

1 1

)
, b =

(
2

2

)
,

已知其精确解为 x =

(
2

0

)
。回答以下问题:

(a) 计算矩阵 A 基于无穷范数的条件数 Cond∞(A) 。

(b) 当右端向量 b 有微小扰动 ∆b =

(
0.0001

0

)
时, 方程组变为 A(x+∆x) = b+∆b, 求新的解 x+∆x

。

(c) 计算相对误差
‖∆b‖∞
‖b‖∞

和
‖∆x‖∞
‖x‖∞

, 并解释这两个值的差异反映了矩阵 A 的何种性质。

5.（10 分）设初值问题 y′ = f(x, y), a ≤ x ≤ b,

y(a) = η,

对区间 [a, b] 进行等距划分, 步长 h =
b− a

n
, 节点为 xi = a+ ih (i = 0, 1, . . . , n), 变形 Euler 方法定义

为

yi+1 = yi + h · f
(
xi +

h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)
.

(a) 证明: 该方法具有二阶精度。

(b) 求出其局部截断误差主项。
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南京大学数学学院

2021 年夏令营招生考试试题

数学分析

1. 设 a0 ∈ R, 当 n ≥ 0 时, an+1 = arctan an, 讨论数列 {an} 的收敛性。

2. 计算定积分

(a)
ˆ 1

0

x2 lnx dx 。

(b)
ˆ 1

0

x2
√
1− x2 dx 。

3. 设 f : R2 → R2 可微且恒有

‖f(x, y)− f(0, 0)‖ ≥
√
x2 + y2, ∀(x, y) ∈ R2.

证明: f 在原点的 Jacobi 矩阵非退化。

4. 设 f(x) 是 [1,+∞) 上定义的正值连续函数, 且无穷积分
ˆ +∞

1

f(x)dx 收敛。

(a) 判断是否必有 lim
x→+∞

f(x) = 0 并说明理由。

(b) 判断无穷积分
ˆ +∞

1

f(x)1−
1
x dx 是否收敛并说明理由。

高等代数

1. 设 3 阶正定矩阵 A 的三个特征值为 6, 3, 3 。又 x = (1, 1, 1)T 是 A 的属于特征值 6 的特征向量。

(a) 求 A 的属于特征值 3 的两个线性无关的特征向量。

(b) 求 A 。

2. 设 α = (1, 2, 3), β = (0, 1, 2) ∈ R3, 求{
γ ∈ R3

∣∣ ∃A ∈M3(R), s.t. |A| = 0, αA = β, βA = γ, γA = α
}
.

3. 判断多项式

f(x) = 2021 +

2020∏
i=1

(x− i)2

在 Q 上是否可约, 并说明理由。 (提示: 2021 = 43× 47)

实变函数

1. 证明: 存在闭集 C ⊂ (0, 1), 使得 C 不含任何有理数且其测度等于
1

2
。

2. 设 f(x) 在 [0, 1] 处处可导, 判断 f ′(x) 是否为 Lebesgue 可测函数。

3. 设 f(x) ∈ L1(R), 当 x ∈ R 时, 记

g(x) =

ˆ
R
f(x− y) arctan y dy.

证明: g(x) 二阶可导, 且 g′′(x) 为有界函数。

4. 设 f(x) 定义在 R 上且满足 f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R 。

(a) 若 f(x) 在任何闭区间都可积, 证明: f(x) = f(1)x, ∀x ∈ R 。

(b) 当 f(x) 是可测函数时, 上述结论是否成立? 请给出理由。
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中国科学技术大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：吴俊
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中国科学技术大学数学科学学院

2018 年夏令营招生考试试题

数学分析

1. 计算下列各题:

(a) 求极限 lim
x→0

sinx− tanx
x3(1 + x)5

.

(b) 设 z = f
(
ln y

x
, xy
)
, 其中 f(u, v) 具有一阶连续的偏导数, 求

∂z

∂x
.

(c) 求
¨

Ω

(y + x2) dσ, 其中 Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = R2}, R > 0.

(d) 设 Ω ⊂ R3 是 Gauss 公式中的闭区域, 向量场 f ∈ C2(Ω) 在 Ω 中处处不为零, 且满足

∇f · ∇f = 2f, ∇ · (f∇f) = f.

其中 n⃗ 为 Ω 的单位外法向量, 求
¨

∂Ω

∂f

∂n⃗
dσ.

2. 设 f(x) 在 [a, b] 上可导, 且 f ′(x) 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 证明:
ˆ b

a

f ′(t)dt = f(b)− f(a).

3. 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续且取正值. 证明:

(a) 存在唯一 c ∈ (0, 1), 使得 ˆ c

0

f(t)dt =
ˆ 1

c

1

f(t)
dt.

(b) 对每一个 n ∈ N(n ≥ 2), 存在唯一 xn ∈
(
1

n
, 1

)
, 使得

ˆ xn

1
n

f(x)dx =

ˆ 1

xn

1

f(x)
dx,

且 lim
n→∞

xn = c.

4. 证明: 在有限区间 I 上 f(x) 一致连续的充要条件是对每一 I 上的 Cauchy 列 {xn}, {f(xn)} 为 Cauchy
列.

5. 设 f(t) =

ˆ ∞

1

cos tx
1 + x2

dx, 证明:

(a) f(x) 在 (−∞,+∞) 上连续.

(b) lim
x→+∞

f(x) = 0.

(c)
ˆ π

0

f(t) sin tdt ≤ 0.

(d) f(t) 在 (0, π) 上至少有一个零点.

线性代数
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1. 设

A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1

 , V = {B ∈ R3×3 | AB = BA}

求 dimV .

2. 设

A =



2 1

1 2 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 2


求 detA 与 A−1.

3. 设 A,B 为 n 阶方阵, 证明: rank(AB − In) ≤ rank(A− In) + rank(B − In).

4. 设 A 为线性空间 V 上的线性变换, 若存在 k ∈ N, 使得

Im A k = Im A k+1 = · · · = Im A k+l (∀l ∈ N+)

成立, 设 k 为使得 Im A k = Im A k+1 成立的最小正整数, 问 k 与 A 的极小多项式有何关系?

5. 设

V = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0},

设 A 为 R3 到 V 上的正交投影变换, 求 A 在自然基下的矩阵与特征值.

6. 设 A,B 为实对称正定阵, 证明: det
(
A+B

2

)
≥

√
detA · detB.

实变函数

1. 设 A 是 Rp 中可测集, B 是 Rq 中可测集, 证明: A×B 是 Rp+q 中可测集, 且有

m(A×B) = mA ·mB,

其中 m 为 Lebesgue 测度.

2. 若 f(x) 为 Rn 中上的可测函数, 证明: f(x− y) 为 Rn × Rn 中的可测函数.

3. 设 f(x) 是可测集 E ⊂ R 上的非负可测函数, 证明: 若 f(x) ∈ L(E), 则 f(x) 在 E 上几乎处处有限.

4. 设 E ⊂ R 是可测集, f(x) 是 E 上的可测函数, 证明: 若 f(x) ∈ L(E), 则对任意 ε > 0, 存在具有紧支

集的连续函数 gε(x) 使得 ˆ
E

|f(x)− gε(x)|dx < ε.

f(x) 为 [a, b] 上的绝对连续函数, 且 f ′(x) = 0 在 [a, b] 上几乎处处成立, 证明: 则 f(x) 必为常值函数.

复变函数



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 62

1. 计算题:

(a) 计算积分 ˆ
|z|=4

z15

(z2 + 1)2(z4 + 2)3
dz.

(b) 利用留数定理计算积分 ˆ +∞

0

sinx
x

dx.

2. 叙述 Schwarz 引理, 并用之证明: 若 f(z) 是 D = {z : |z| < 1} 上的全纯函数满足 f(0) = 0, 且

Re f(z) ≤ 1, ∀z ∈ D, 则

|f(z)| ≤ 2|z|
1− |z|

.

3. 叙述 Rouche 定理, 并证明方程

(z + 1)e−z = z + 2

在右半平面没有根.

4. 叙述亚纯函数的定义, 并证明: 若 f(z) 为 C 上的亚纯函数, 且满足

|f(z)| = 1, ∀|z| = 1,

则 f(z) 为有理函数.

近世代数

1. 在 F3[x] 中将 x3 + x+ 2 表示成不可约的首一多项式的乘积, 其中 F3 是仅有 3 个元素的有限域.

2. (a) 设 A,B,C 是群 G 的子群, 且 A ⊂ B ∪ C. 证明: A ⊂ B 或 A ⊂ C.

(b) 设 A,B 是群 G 的子群, 证明: A ∪B 是 G 的子群 ⇐⇒ A ⊂ B 或 B ⊂ A.

(c) 证明: 任何一个群不能表示为两个真子群的并, 并举一个可以表示为 3 个真子群的并群的例子.

3. 给出群 G 中的正规子群的定义, 并证明群 G 中指数为 2 的子群一定正规, 最后举一个指数为 3 但不是

正规子群的例子.

4. 设 p 是一个素数, n 是一个正整数, GLn(Fp) 是有限域 Fp 上 n 阶可逆矩阵构成的一般线性群.

(a) 求群 GLn(Fp) 的阶数.

(b) 找出 GLn(Fp) 的一个 Sylow p− 子群.
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中国科学技术大学数学科学学院

2019 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 80 分）

1. 请写出一个具体的定义在 [0, 1]× [0, 1] 上的函数 f(x, y), 使得下式左右两边都有意义, 但是却不相等.

lim
x→0

ˆ 1

0

f(x, y)dy =

ˆ 1

0

lim
x→0

f(x, y)dy.

能否找到一个二元连续函数 f(x, y) 满足如上要求? 并说明理由.

2. 设某函数 f : Rn → Rn(n > 1) 有一阶连续偏导数, 而且存在 C > 0, 对于 ∀x, y ∈ Rn, 满足

|f(x)− f(y)| ≥ C|x− y|.

证明: ∀x ∈ Rn, f 在 x 点的 Jacobi 矩阵 Df(x) 可逆.

3. 设有二阶连续可导的函数 f(x, y) 满足∣∣∣∣∂2f

∂x2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂2f

∂y2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣ ≤ 1, ∀(x, y) ∈ R2

而且

f(1, 1) = f(1,−1) = f(−2, 0),

证明: ∣∣∣∣∂f∂x (x, y)
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤ 2019, ∀x2 + y2 ≤ 1.

4. 设函数列
∞∑

n=1

fn(x) 在 [0, 1] 上是一致收敛, 且对于任何 x ∈ [0, 1],
∞∑

n=1

|fn(x)| 收敛. 判断
∞∑

n=1

|fn(x)| 在

[0, 1] 上是否一致收敛, 请给出理由.

线性代数（满分 80 分）

1. 二次曲面在直角坐标系下的方程为

x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz − 2z − 1 = 0,

利用正交变换和平移将其化为标准方程, 并判断这是什么类型的曲面.

2. 设 A =

(
7 1

2 7

)
, 考虑复线性映射 φ : M2(C) → M2(C), X 7→ AX −XA. 试计算 φ 的特征多项式以及

特征向量, 并判断 φ 是否可对角化.

3. 考虑 R4 中的向量组

S = {α1 = (1, 1, 1, 1), α2 = (1, 2, 1, 1), α3 = (2, 1, 1, 0), α4 = (3, 3, 2, 1), α5 = (1,−1, 1, 1)}.

计算 S 中包含向量 α2 的所有极大线性无关组.

4. 设 n 阶复方阵 A,B 乘法可交换. 证明: 存在可逆复方阵 P , 使得 PAP−1 和 PBP−1 同时为上三角阵.
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实变函数（满分 40 分）

1. 设 {fn(x)} 是 [0, 1] 上的可测函数列, fn(x) → f(x), a.e. 若 1 ≤ q < p < ∞, 并且 ‖fn(x)‖Lp 是有界的.
证明:

lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)− f(x)|qdx = 0

2. 设 E ⊂ R, m∗E > 0, 其中 m∗ 是 Lebesgue 外测度. 证明: ∀α ∈ (0, 1), 存在开区间 I ⊂ R, 使得

m∗(I ∩ E) ≥ αm∗I.

复变函数（满分 40 分）

1. 判断方程 z4 − 8z − 10 = 0 在圆环 1 < |z| < 3 内根的个数并说明理由.

2. 设 D = {z ∈ C | |z| < 1},
f ∈ H(D) ∩ C(D), |f(z)| = 1, ∀z ∈ ∂D.

证明: f(z) 可解析延拓为有理函数.

微分几何（满分 40 分）

1. 设区域 D ⊂ R2, f ∈ C∞(D), 考虑三维欧式空间 E3 中的曲面

S : (x1, x2, f(x1, x2)), (x1, x2) ∈ D.

(a) 求曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式.

(b) 称平均曲率为零的曲面为极小曲面. 证明: 若 f 满足方程

2∑
i=1

∂

∂xi

(
f ′
i√

1 + |∇f |2

)
= 0,

则曲面 S 为极小曲面.

2. (a) 二维平面与三维单位闭球是否等距同构? 并说明理由.

(b) 测地线是否为最短线? 并说明理由.

近世代数（满分 40 分）

1. 设 S4 中 (1, 2)(3, 4) 所在的共轭类为 C, 求 C 中所有元素在共轭作用下的稳定子群.

2. 设 F2 = {0, 1}. 问: F2/(t2), F2/(t2 + t+ 1), F2/(t2 + 1) 三者之间是否存在环同构? 请说明理由.
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中国科学技术大学数学科学学院

2021 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 80 分）

1. 判断开区间 (0, 1) 上的有界凸函数是否在 (0, 1) 上一致连续. (若问题正确, 请给予严格证明; 否则, 请给

出反例.)

2. 设

Ω =

{
x ∈ R

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

sin(n!πx) 收敛

}
.

证明: Ω 在 R 中稠密, 而且 Ω ∩ (R \Q) 6= ∅.

3. 设函数 f : [0, 1] → R 可微, 并且 f ′ 在 [0, 1] 上恒不为 1, 若 f(0) = f(1) > 1 且

f(1) +

ˆ 1

0

f(x)dx = 0.

证明:
n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
> −1

2
− nf(1).

4. 设 f ∈ C∞(R).

F (t) =

ˆ t

0

[ˆ t

0

f(xy)dx
]

dy.

证明: tF ′′(t) + F ′(t)− 4tf(t2) 恒为常数.

线性代数（满分 80 分）

1. 设给定二次曲面在直角坐标系下的方程为 xy + xz − yz + 2x− z + 1 = 0. 请利用正交变换以及平移将

其化为标准方程, 并判断这是什么类型的曲面.

2. 设 X =

(
1 3

1 0

)
. 试证明极限 lim

n→∞

tr(Xn)

tr(Xn+1)
存在, 并且计算该极限值. 这里 tr 表示矩阵的迹.

3. 设 M2(R) 为全体 2× 2 实方阵的实线性空间. 对于任意 A ∈M2(R), 定义线性函数

φA :M2(R) → R, X 7→ tr(AX).

设 A,B ∈M2(R), 若 φA = φB, 证明: A = B.

4. 设 X,Y 为两个 n 阶正定对称实方阵, 证明: det(X + Y ) > det(X).

实变函数（满分 40 分）

1. 设 f ∈ L1(R), 计算 lim
n→∞

ˆ
R

x

1 + |x|
f(x− n)dx.

2. 设 f, g ∈ L1(R). 证明:

(a) 积分 h(x) =

ˆ
R
f(x− t)g(t)dt 对几乎所有的 x ∈ R 存在, 且 h ∈ L1(R).

(b) ‖h‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.
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复变函数（满分 40 分）

1. 用留数法计算积分 ˆ π

0

1

5 + 3 cos θdθ.

2. 设 f(z) 是整函数, 满足: 只要 |zn| → ∞ 就有 |f(zn)| → ∞. 证明: f(z) 是多项式.

微分几何（满分 40 分）

1. 将欧式空间 E3 中 xz− 平面上的圆圈

Sr(a) = {(x, y, z) | (x− a)2 + z2 = r2, y = 0}

绕 z 一轴旋转一周生成环面, 记为 Ta,r, 其中 a > r > 0.

(a) 请写出 Ta,r 的参数表示, 并计算 Ta,r 的第一、第二基本形式.

(b) 计算 Ta,r 的面积和高斯曲率, 并找出 Ta,r 的椭圆点和双曲点的区域.

(c) 计算点 (a, 0, r) 绕 z 轴生成的圆在 Ta,r 上的测地曲率, 并判断其是否为测地线.

2. 请判断如下结论是否正确, 并说明理由.

(a) 设 f : Σ1 → Σ2 是 E3 中曲面 Σ1,Σ2 间的光滑映射, 且在对应点处具有相同的高斯曲率, 即

Kσ1
(p) = Kσ2

(f(p)), ∀p ∈ Σ1,

则 Σ1 与 Σ2 局部等距.

(b) 设 Σ 是 E3 中具有正高斯曲率的紧致连通曲面, γ1, γ2 为 Σ 上两条简单闭测地线, 则 γ1, γ2 会相交.

近世代数（满分 40 分）

1. 考虑交错群 A4, 以及元素 (123) 所在的共轭类 C. 考虑 A4 在 C 上的共轭作用

A4 × C → C, (g, x) 7→ g · x = gxg−1.

x ∈ C 的稳定化子定义为

Stab(x) = {g ∈ A4 | g · x = x}.

试具体计算 (123) 的稳定化子, 并列出 C 中的所有元素.

2. 考虑三元域 F3 = {0, 1, 2}, 以及一元多项式环 F3[t], 其中 t 为变元, 考虑商环 K = F3[t]/(t
2 +1). 问: K

是否为整环? 请具体列出 K 的所有含单位元的子环.
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中国科学技术大学数学科学学院

2022 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 80 分）

1. (20 分) 设 f : [0, 1] → R 是闭区间 [0, 1] 上的可微函数, 满足对任意 x ∈ [0, 1], 有 0 < f(x) < 1 且

f ′(x) 6= 1. 证明: 存在唯一的 ξ ∈ (0, 1), 使得 f(ξ) = ξ.

2. (20 分) 计算定积分
ˆ π

2

−π
2

√
cosx− cos3 xdx.

3. (20 分) 记圆锥面 z2 = x2 + y2 被平面 z = a 和 z = b(0 < a < b) 所夹的部分是为 Σ, 假设 Σ 具有均匀

密度 1. 求 Σ 对原点处单位质点的引力沿 z 轴方向的分量.

4. (20 分) 若 R2 上定义的二元函数 f(x, y) 分别是单变量 x 及 y 的连续函数.

(a) 判断 f(x, y) 是否为二元连续函数, 证明或举出反例说明结论.

(b) 若进一步假设对任意固定的 x, f(x, y) 是 y 的单调函数, 证明: f(x, y) 是二元连续函数.

线性代数（满分 80 分）

1. (20 分) 设二次曲面 S = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x2 − y2 + 2z2 + 4xz = 0}. 求 S 中包含的线性子空间的最大

维数, 并给出一个达到该维数的子空间.

2. (20 分) 设 sln = {A ∈Mn(R) | tr(A) = 0} 为迹零矩阵构成的线性空间, 定义对称双线性型

Q : sln × sln → R, (A,B) 7→ tr(AB).

求 Q 的正惯性指数与负惯性指数.

3. (20 分) 设 A ∈Mn(R) 满足对任意多项式 f(x) ∈ R[x], 矩阵 In − f(A)A 均可逆. 证明: A 是幂零矩阵.

4. (20 分) 设 A,B ∈ Mn(R), 若对任意复数 λ ∈ C 及正整数 m, 矩阵 (λIn − A)m 与 (λIn − B)m 的秩相

等. 证明: A 与 B 在 R 上相似.

实变函数（满分 40 分）

1. (10 分) 设函数 f : R → R 在任意区间上绝对连续, 证明: f 将任意 Lebesgue 零测集映射为 Lebesgue
零测集.

2. (10 分) 证明: 若点集 A ⊂ [0, 1] 满足 m∗(A) +m∗([0, 1] \ A) = 1, 则 A 可测. 其中 m∗ 表示 Lebesgue
外测度.

3. (20 分) 设函数列 {fn(x)} 在区间 [a, b] 上几乎处处收敛于 f(x), 且存在 r > 0 及常数 M 使得对任意 k,

有
ˆ b

a

|fn(x)|rdx ≤M .

(a) 证明: 对任意 0 < p < r, lim
n→∞

ˆ b

a

|fn(x)− f(x)|pdx = 0.

(b) 若将区间 [a, b] 改为 R, 判断上述结论是否仍成立.
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复变函数（满分 40 分）

1. (15 分) 证明: 函数项级数
∞∑

n=1

e−n2z 的收敛域为右半平面 {z ∈ C | Re z > 0}, 且对任意 ε > 0, 该级数

在区域 {z ∈ C | Re z ≥ ε} 上一致收敛.

2. (15 分) 利用留数定理计算积分
ˆ +∞

0

cosx
x4 + 1

dx.

3. (10 分) 证明或否定: 对每个正整数 n, 存在整函数 fn(z), 使得

max
1≤|z|≤2

|Re fn(z)− ln |z|| < 1

n
.

微分几何（满分 40 分）

1. (10 分) 设 S 为正则光滑曲面, P 为其上一点. 记 kn(θ) 为点 P 处沿方向 θ(这里 θ ∈ [0, 2π) 为与主方

向的夹角) 的法曲率, 并记 H 为曲面 S 在点 P 处的平均曲率. 假定 H 6= 0. 试计算

1

H

ˆ 2π

0

kn(θ)dθ.

2. (15 分) 设 S 为正则光滑曲面, 在测地平行坐标系 (u, v) 下曲面 S 的第一基本形式为 I = (du)2 +

G(u, v)(dv)2.

(a) 计算 Christoffel 符号 Γi
jk, 并写出测地线方程.

(b) 计算高斯曲率 K(u, v).

3. (15 分) 记 S2 为三维欧式空间 R3 中球心在原点的单位球面.

(a) 判断 S2 \ {(0, 0, 1)} 上是否存在光滑单位切向量场.

(b) 判断 S2 \ {(0, 0, 1)} 上是否存在沿所有光滑曲线均平行的非零光滑切向量场.

近世代数（满分 40 分）

1. (15 分) 设 A = 〈a〉 为 m 阶循环群, B = 〈b〉 为 n 阶循环群.

(a) 证明: 所有群同态 f : A→ B 均可由自然数 k 唯一确定, 满足 f(a) = bk. 进一步, 请描述由固定 k

所决定的同态性质.

(b) 证明: 自然数 k 可定义上述同态当且仅当 n | km.

2. (10 分) 设 R 为主理想整环, p 为 R 的素元. 证明: 商环 R/(p) 是一个域.

3. (15 分) 设 R 是一个么环, 满足对任意 a ∈ R 有 a2 = a(这样的环称作布尔环).

(a) 证明: R 的特征为 2.

(b) 证明: R 是交换环.

(c) 对任意 a ∈ R, 证明环同构 R ∼= (a)× (1− a).

(d) 举例说明存在非整环的布尔环.

(e) 证明: R 的每个有限生成理想均为主理想.
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中国科学技术大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 80 分）

1. 已知函数

f(x, y) =


x2 arctan y

x
− y2 arctan x

y
, xy 6= 0

0, xy = 0

求偏导数 fx, fy.

2. 讨论函数项级数
∞∑

n=0

xn(1− x) 在 (0, 1) 上的收敛性和一致收敛性.

3. 利用二重积分计算 lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

i

i2 + j2
.

4. (a) 设函数 f ∈ C1[a, b], 且 f(a) = 0, 证明:
ˆ b

a

f(x)2dx ≤ (b− a)2

2

ˆ b

a

(
f ′(x)

)2dx.
(b) 若函数 f ∈ C1(D), 其中 D = [a, b]× [c, d], 且 f(x, c) = 0, 证明:

¨
D

f2(x, y)dxdy ≤ (c− d)2

2

¨
D

(
fy(x, y)

)2dxdy.

5. (a) 设 D ⊂ R2 是单位圆盘, 函数 f(x, y) 在 D 上有连续的偏导数, 且在 D 的边界上 f(x, y) = 0. 证明:

lim
ε→0

1

2π

¨
Dε

xfx + yfy
x2 + y2

dxdy = f(0, 0),

其中 Dε = D −Bε

(
(0, 0)

)
.

(b) 设 D ⊂ R2 是单连通区域, 且原点 (0, 0) ∈ D. 函数 f(x, y) 在 D 上有连续的偏导数, 且在 D 的边

界上 f(x, y) = 0. 计算 ¨
Dε

xfx + yfy
x2 + y2

dxdy,

其中 Dε = D −Bε

(
(0, 0)

)
.

线性代数（满分 80 分）

1. 设实对称矩阵 A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1

, 求正交矩阵 P , 使得 PTAP 为对角矩阵.

2. 证明: n 阶矩阵 A 是幂零矩阵的充要条件是 tr(Ak) = 0 (1 ≤ k ≤ n).

3. 设 A ∈Mn(C) 是一个幂零矩阵, 定义矩阵 exp(A) =
∞∑
k=0

Ak

k!
. 证明: exp(A) 是可逆矩阵, 且 exp(A)−1 =

exp(−A).
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4. 设 V 为有限维线性空间, Φ : V → V 是幂零线性变换. 证明: 存在唯一的线性子空间链

{0} =W−1 ⊂W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂Wk = V,

满足以下条件:

(a) Φ(Wi) ⊂Wi+2 对所有 −1 ≤ i ≤ k − 2 成立.

(b) Wi+1/Wi
∼=Wk−i/Wk−i−1 对所有 0 ≤ i ≤ k − 1 成立.

实变函数（满分 40 分）

1. 设 f : R2 → R 是 Borel/Lebesgue 可测函数, 讨论复合函数 g ◦ f 的可测性.

2. 设 f : [1,+∞) → R 是有界函数, 证明:

lim
n→∞

ˆ +∞

1

nt−(n+1)f(t)dt = f(1).

3. 设 {fn(x)} 在 Lp 中收敛, 证明其存在几乎处处收敛的子列.

复变函数（满分 40 分）

1. 设整函数 f(z) 满足
ˆ
C
|f(z)|dA(z) < +∞ (dA(z) 为复平面面积测度), 证明: f(z) ≡ 0.

2. 设 f(z) 为单位圆盘 D = {z ∈ C | |z| < 1} 上的全纯函数, 且满足当 |z| → 1− 时, |f(z)| → 1. 证明: 存

在有限个复数 a1, a2, . . . , an ∈ D 和实数 t ∈ R, 使得

f(z) = eit
n∏

i=1

(
z − ai
1− aiz

)ni

,

其中 ni ∈ N+.

3. 设 D ⊂ C 为有界闭区域, 全纯映射 f : D → D 存在不动点 z0 ∈ D. 证明: |f ′(z0)| ≤ 1.

微分几何（满分 40 分）

1. 设球面方程为 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = R2}, 其上任取一条大圆 (即球面的测地线).

(a) 求此大圆作为空间曲线的曲率和挠率.

(b) 求球面 S2 的 Gauss 曲率.

(c) 求此大圆在球面上的测地曲率.

2. 设曲面 S 的方程为 S(u, v) = (u, v, f(u, v)), 其中 f(u, v) 为光滑函数.

(a) 计算曲面的第一基本形式 I 和第二基本形式 II.

(b) 当 f(u, v) = ln cosu− ln sin v 时, 求曲面的平均曲率 H.

3. 设 S ⊂ R3 是紧致, 无边界, 可定向的曲面.

(a) 若 S 上存在处处非零的光滑切向量场, 构造 S 上的整体正交活动标架.
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(b) 说明球面 S2 是否存在处处非零的光滑切向量场, 并给出理由.

近世代数（满分 40 分）

1. 求 Abel 群 Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z24 的不变因子和初等因子.

2. 设 H 和 K 是群 G 的正规子群, 且 HK = G. 证明:

G/(H ∩K) ∼= (G/H)× (G/K).

3. 证明: 有限含幺交换环的素理想必是极大理想.

4. 设 f(x, y) ∈ K[x, y] 是不可约多项式.

(a) 证明: f(x, y) 在 K(y)[x] 中要么是不可约元, 要么是单位.

(b) 已知 g(x, y) ∈ K[x, y] 且 f(x, y) ∤ g(x, y), 证明: 方程组f(x, y) = 0

g(x, y) = 0

在 K 上只有有限个解.
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中国科学技术大学数学科学学院

2026 年夏令营招生考试试题（回忆版）

上午 (8:30—11:30)

数学分析（80 分）

1. (20 分) 数列 {an} 满足 a1 > a0 > 0, 且

an+2 =
2a2n+1

an + an+1

.

求证: {an} 收敛, 且极限为正。

2. (20 分) 定义在 (−∞,+∞) 的函数 f(x) 有非负的三阶导数, 满足方程

f ′(x) = f(x+ 1)− f(x)− 1.

求所有满足条件的 f(x) 。

3. (20 分) 计算积分 ¨
[0,1]×[0,1]

√
x2 + y2 dxdy.

4. (10 分) 定义在 [0, 1]× [0, 1] 的函数 f(x, y) 连续可微, 且在边界上恒为 0, 求证:∣∣∣∣¨
[0,1]×[0,1]

f(x, y)dxdy
∣∣∣∣ ≤ 1

6
max

[0,1]×[0,1]

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

.

5. (10 分) 定义在 D := {(x, y) : x2+y2 ≤ R2} 的函数 f 二阶连续可微, 满足 f(0, 0) = 0, ∆f = x+x2+y2,
计算积分

I =

¨
D

f(x, y)dxdy.

线性代数与解析几何（80 分）

1. (20 分) 曲线 xy + yz + zx = 0,

x+ y + z = 3

在变换 (x, y, z) 7→ (x+ y, y + 2z, z + 3x) 下变换为椭圆, 求该椭圆的中心、法向量与面积。

2. (20 分) 分块方阵 M =

(
A B

C D

)
满足 BTD 为对称矩阵, 求证:

detM = det(ATD − CTB).

3. (20 分) 记 B =


1 1 0

0 1 1

0 0 1

, 求方阵

M =


B B O

O B B

O O B


的 Jordan 标准形。



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 73

4. (20 分) 设 V = sl3 := {A ∈ M3(R) : trA = 0}, V 上的线性变换 P(X) = P−1XP , 求 P 的特征多项

式, 这里

P =


1 0 0

3 2 0

6 5 4

 .

下午 (14:30—17:30)

实分析（40 分）

1. (10 分) 设 f ∈ L1(R), g 是 R 上有界可测函数, 定义

(f ∗ g)(x) =
ˆ
R
f(x− y)g(y) dy,

求证: f ∗ g 有界且一致连续。

2. (15 分) 设 f 为 R 上绝对连续函数。求证:

• f 把零测集映为零测集；

• f 把可测集映为可测集。

3. (15 分) 设 E1, E2 为 R2 上正测度集。求证: 存在 h ∈ R2 使得

m
(
E1 ∩ (E2 + h)

)
> 0.

复分析（40 分）

1. (10 分) 设 D 为 C 上边界光滑的区域, f 为 D 上全纯函数, 连续延拓到 ∂D 。证明:

sup
z∈∂D

|f(z)− z̄| ≥ 2Area(D)

Length(∂D)
.

2. (15 分) 设 f(z) =
z

(z − 1)2
, ∆ 为 C 上单位圆盘。证明 f(z) 为单射, 并求值域。

3. (15 分) 设整函数 f(z) 满足条件 ¨
C

|f(z)|
(1 + |z|)2029

dA(z) <∞.

这里 dA(z) 为面积元。证明: f(z) 是次数不超过 2026 的多项式。

近世代数（40 分）

1. (10 分) 分类所有 360 阶有限 Abel 群。

2. (10 分) 设 u 是方程 f(x) = x3 − 6x2 + 9x+ 3 的一根。

• 证明: [Q(u) : Q] = 3；

• 将 (1 + u)−1 表示为 {1, u, u2} 的 Q− 线性组合。
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3. (10 分) 设 R 为含幺交换环, P 为其素理想。理想 I1, I2, . . . , In 满足

n⋂
i=1

Ii = P.

证明: 存在 i ∈ {1, 2, . . . , n} 使得 Ii = P 。

4. (10 分) 设 C(G) 为 G 的中心, 即与 G 中任意元素均交换元素构成的子群。证明: 若 G/C(G) 为循环

群, 则 G = C(G) 。

微分几何（40 分）

1. (15 分) 设 r(s) 为 R3 中以 s 为弧长参数的光滑曲线, s ∈ I, 其曲率满足 0 ≤ κ(s) ≤ κ0, 这里 κ0 是一

个常数。设其 Frenet 标架为 {t,n, b} 。取足够小的 ρ (0 ≤ ρ ≤ 1/κ0), 考虑管形曲面

r(s, v) = r(s) + ρ(cos vn+ sin v b), s ∈ I, v ∈ [0, 2π].

• 若 r(s) 的长度为 ℓ, 求管形曲面的面积；

• 证明 rs 是一个主方向, 求其主曲率。进一步, 证明 r(s, v) 是一个 Weingarten 型曲面, 即存在不全

为零的实数 a, b, c 使得 aH + bK = c 。

2. (10 分) 设单位球面 S2 的一个标准参数表示为

r(θ, φ) = (cos θ cosφ, cos θ sinφ, sin θ).

• 选取参数 u = ln tan θ
2
, v = φ, 用新参数给出曲面的参数表示 r(u, v), 并证明其与平面 R2 局部共

形；

• 称 S2 上的曲线 Γ : r(s) 为斜航线, 若其与经度 φ 固定的参数曲线所成角始终相同。设 C1, C2, C3

是不过南北极点的三条斜航线, 两两相交成一个三角形, 求该三角形的内角和。

3. (15 分) 设 r(s) 是 R3 中的一个简单光滑闭曲线, 称其主法向量 n(s) 在单位球面 S2 上绘成的曲线为曲

线的主法标线。

• 求主法标线在单位球面上的测地曲率 k̄g；

• 用 Gauss‑Bonnet 定理证明: 该主法标线把单位球面分为面积相同的两半。
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南开大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李怡龙
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南开大学

夏令营试题

1. 什么是假设检验?

2. 数学分析中最重要的定理是什么?

3. 请解释什么是有限覆盖定理?
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中国科学院数学与系统科学研究院夏令营
试题汇编

数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李怡龙
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中国科学院数学与系统科学研究院

2018 年夏令营招生考试试题
注：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15 分) 设 Ωn 是含有 n 个元素的集合，{A1, · · · , Ar} 称为 Ωn 的一个覆盖，如果
r⋃

i=1

Ai = Ωn，Ai ⊂ Ωn

非空，Ai 6= Aj，r = 1, 2, · · · 。记 Cn 为 Ωn 的不同覆盖的个数。例如 C1 = 1, C2 = 5，求 C3.

2. (10 分) 通过研究极限 lim
n→∞

n sin(2πen!) 证明 e 是无理数.

3. (15 分) 设 P 为区间
[
0, π

2

]
到 [0, 1] 的单调递增连续可微函数 p(θ) 全体构成的集合，且 p(0) = 0, p

(
π
2

)
=

1 。定义

I(p(θ)) =

(
d
dθ
√
p(θ)

)2

+

(
d
dθ
√
1− p(θ)

)2

.

(1) 求解极值问题 inf
p(·)∈P

ˆ π
2

0

I(p(θ))dθ.

(1) 若 I(p(θ)) 与 θ 无关，求 p(θ).

4. (15 分) 请问以下函数是否是超越函数（说明理由）？[注: 函数 f(x) 为超越函数，若不存在有限个非零

的数 aij , (i = 0, 1, 2, . . . ,m; j = 0, 1, 2, . . . , n)，使得 ∀x ∈ R,
m∑
i=0

n∑
j=0

aijx
if j(x) = 0.]

(1) 多项式.

(1) 三角函数 sinx.

5. (15 分) 设 A,B,C ∈Mn×n(C) 均为 n× n 复矩阵，A∗ 表示 A 的共轭转置。

(1) 讨论等式 AB = AC 与 A∗AB = A∗AC 的关系。

(1) 讨论等式 A2B = A 与 B2A = B 的关系。

(1) 讨论等式 A2B = BA2 与 AB = BA 的关系，其中 A 为正定矩阵。

6. (15 分) 设 A ∈ Mn×n(C) 为任意 n × n 复矩阵，满足 AA∗ = A∗A 。是否一定存在多项式 f 使得

A∗ = f(A)？说明理由。

7. (15 分) 设 A = (aij), B = (bij) ∈ Mn×n 为 n 阶正定矩阵，定义哈达玛乘积 A ◦ B = (aijbij) 。判断以

下论断的对错，并给出理由。

(1) A ◦B 为正定矩阵.

(1) A ◦A−1 � I.

(1) A 1
2 ◦B 1

2 � I，此处正定矩阵 A,B 对角线上的元素均为 1.
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中国科学院数学与系统科学研究院

2019 年夏令营招生考试试题
注：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15 分) 集合 Ωn = {1, 2, · · · , n} 的一个分划是指一族非空集合 {Bi}，满足
⋃
Bi = Ωn, Bj ∩ Bk = ∅

（空集），j 6= k，{Ωn} 也算 Ωn 的一个分划。记 Tn 为 Ωn 的分划个数，例如 T1 = 1，T2 = 2，T3 = 5, · · ·

。求
∞∑

n=1

xn

Tn n!
.

2. (5 分) 设 0 < ak <
∞∑

n=k+1

an, k = 1, 2, · · · ,
∞∑

n=1

an = 1 。刻画数列 {a1, a2, · · · } 的子序列和（即
∑
n∈S

an

的子级数）构成的集合。

3. (10 分) 设 f 为 [0, 2π] 上连续可微函数，f(0) = f(2π)，且
ˆ 2π

0

f(t)dt = 0 。探讨
ˆ 2π

0

|f(t)|2dt 与
ˆ 2π

0

|f ′(t)|2dt 的关系，并解函数方程

ˆ 2π

0

|f(t)|2dt =
ˆ 2π

0

|f ′(t)|2 dt.

4. (15 分) 设 0 < a < b < +∞ 为实数，Ka,b 为区间 [a, b] 上满足
ˆ b

a

f(t)dt = 1，且 af(a) = bf(b) 的非

负单调递减函数全体。求

sup
f,g∈Ka,b

ˆ b

a

max{f(t), g(t)}dt.

5. (10 分) 设 A 为方阵，tr(A) 为迹（A 的对角元之和）。讨论以下两个条件之间的关系：

(1) 存在正整数 k 使得 Ak = O.

(1) 对任何正整数 k 都有 tr(Ak) = 0.

6. (5 分) 计算

(
1 1

−1 3

)2019

.

7. (10 分) 设 A 为复数域上 n 阶矩阵，非零列向量 x ∈ Cn 满足 Ax = λx, λ ∈ C 。设 y ∈ Cn 。讨论矩

阵 A 的特征值与矩阵 A+ xy⊤ 的特征值之间的关系。

8. (10 分) 设 V,W 都是有限维线性空间，V ∗ 为 V 的对偶空间，L(V ∗,W ) 是从 V ∗ 到 W 的线性映照全

体，B(V ×W,C) 是从 V ×W 到复数域 C 的双线性映照全体。讨论 L(V ∗,W ) 与 B(V ×W,C) 之间

的关系。

9. (10 分) 设 n 为正整数，
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
，分别求以下级数之和：

(1)
n∑

k=1

k

(
n

k

)2

.

(1)
n∑

k=1

k3
(
n

k

)
.
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中国科学院数学与系统科学研究院

2023 年夏令营招生考试试题
考生须知：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (10 分)

(1) 已知 f ′(a) 存在，f(a) 6= 0，求 lim
n→∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

)n

.

(1) 求不定积分
ˆ

x lnx
(1 + x2)2

dx.

2. (15 分) 设 f(x) 是 [a, b] 上的连续函数，且严格单调增加，求证

ˆ b

a

xf(x)dx ≥ a+ b

2

ˆ b

a

f(x)dx.

3. (15 分) 设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上二次连续可微，并且 f(a) = f(b) = 0 。证明不等式

M2 ≤ (b− a)3

2

ˆ b

a

|f ′′(x)|2dx,

其中 M = sup
a≤x≤b

|f(x)|.

4. (10 分) 设 A,B 为 n 阶实方阵，且 AB 和 BA 均为实对称矩阵。求证：AB 和 BA 相似。

5. (10 分) 设 x, y 都是复数域上 n 阶方阵，定义 x(0) = x, x(1) = [x, y] = xy − yx, x(j) =
[
x(j−1), y

]
。证

明：
k∑

i=0

yixyk−i =

k∑
j=0

(
k + 1

j + 1

)
yk−jx(j).

6. (20 分) 定义 r =
√
x2 + y2 + z2, ∆r = ∂2

xr + ∂2
yr + ∂2

zr.

(1) (10 分) 证明如下两个等式成立：

∆r =
2

r
,

1

r2
= −∇

(
1

r

)
· ∇r.

注：这里的 · 表示两个向量做内积.

(1) (10 分) 假设 u是一个在无穷远处为零的一次连续可微函数，且使得积分
ˆ
R3

u2

r2
dxdydz 和

ˆ
R3

|∇u|2dxdydz

存在。证明如下不等式成立
ˆ
R3

u2

r2
dxdydz ≤ 4

ˆ
R3

|∇u|2dxdydz.

注：|∇u|2 = ∇u · ∇u.

7. (20 分) 证明 cosx 是超越函数。 [注: 函数 f(x) 为超越函数，若不存在有限个非零的数 aij , (i =

0, 1, 2, . . . ,m; j = 0, 1, 2, . . . , n)，使得 ∀x ∈ R,
m∑
i=0

n∑
j=0

aijx
if j(x) = 0.]
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中国科学院数学与系统科学研究院

2024 年夏令营招生考试试题
考生须知：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15 分)

(1) 设数列 an > 0 并且 lim
n→∞

an = a 。计算极限

lim
n→∞

(
n
√
a1 + n

√
a2 + · · ·+ n

√
an

n

)n

.

(1) 对 α ≥ 2，求极限

lim
x→0+

´ x

0
e−tαdt− sinx
sinx− x

.

2. (20 分)

(1) 设 n 为正整数，计算积分
ˆ π

2

0

sin(2n+ 1)θ

sin θ dθ.

(1) 计算二重积分
¨

D

(x+ y)dxdy，其中 D = {(x, y) | (x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 2, y ≥ x}.

3. (15 分) 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上有连续的二阶导函数，f(0) = f(1) = 0，当 x ∈ (0, 1) 时，f(x) 6= 0 。

证明： ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ≥ 4.

4. (10 分) 设 A,B,C ∈Mn(R) 为实数域上 n 阶方阵，(AB)7 = C, |C| 6= 0 且 [A,C] = O 或 [B,C] = O，

求 (BA)14 与 C 的关系，其中 [X,Y ] := XY − Y X.

5. (20 分) 令 x, y, z 表示三维空间中的点。设定义在三维空间中的开区域 D 上的函数 u(x) 二阶连续可

导，且满足调和条件 ∆u = 0 。对任意的 x ∈ D，定义如下关于半径 r 的函数

ϕ(r) =
1

4πr2

‹
∂B(x,r)

u(y)dσ(y).

其中，B(x, r) 表示以 x 为球心，r 为半径的球。 ∂B(x, r) 表示这个球的外表面。这里 r 充分小使得

B(x, r) ⊆ D.

(1) 证明：
∂ϕ

∂r
= 0.

(1) 证明：u(x) =
1

4πr2

‹
∂B(x,r)

u(y)dσ(y).

(1) 证明：u(x) =
3

4πr3

˚
B(x,r)

u(y)dy.

6. (20 分) 证明如下两个结论：

(1) 设 f 是 n 维欧氏空间 V 上的一个正交变换，证明：f 的不变子空间的正交补也是 f 的不变子空

间。

(1) 令 A = (aij) ∈Mn(C) 。若 tr(A) =
n∑

i=1

aii，则有 det
(
eA
)
= etr(A).
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中国人民大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李怡龙
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中国人民大学统计学院

2022 年夏令营招生考试试题（统计学）

1. 计算定积分
ˆ 1

0

x ln(1 + x)dx.

2. 设数列 an 满足条件 a0 = 1, a1 = 1, an = an−1 + an−2 (n = 2, 3, · · · ). 判断级数
∞∑

n=1

1

an
的收敛性.

3. 设矩阵 A = (α1,α2,α3) 有三个不同的特征值，其中 α1,α2,α3 为 A 的列向量且满足 α3 = α1 +2α2.

(1) 证明：rank(A) = 2.

(1) 已知向量 β = α1 +α2 − 3α3，求解线性方程组 Ax = β.

4. 现有两枚硬币，硬币 A 正面和反面出现的概率均为
1

2
，硬币 B 正面和反面出现的概率分别为

3

4
和

1

4
。随机选择一枚硬币进行抛掷，若前三次结果均为正面，求第四次抛掷出现正面的概率。

5. 有 m 种不同的卡片，每次抽到第 i 种卡片的概率为 pi，且满足
m∑
i=1

pi = 1 。现有放回地抽取 n 次，定

义随机变量 X 为抽到的不同卡片种类数，求 E(X).

6. 设总体 X 服从均匀分布 U

(
θ − 1

2
, θ +

1

2

)
，令 X1, · · · , Xn 为从总体 X 中抽取的简单样本。

(1) 证明：均值 θ̂1 = X 和 θ̂2 =
1

2

(
X(1) +X(n)

)
均为 θ 的无偏估计。

(1) 求 θ̂1 和 θ̂2 的方差，并说明哪一个更有效。
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中国人民大学统计学院

2022 年夏令营招生考试试题（应用统计）

1. 计算积分
ˆ +∞

a

4x2e−2xdx.

2. 计算二重积分
¨

D

y dxdy，其中积分区域D由直线 x = −2, y = 2, y = 0 和半圆 x2+(y−1)2 = 1 (x < 0)

共同围成.

3. 设矩阵 A =


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 a

 有一个特征值为 10.

(1) 求参数 a 的值.

(1) 求 A 的全部特征值.

(1) 求正交矩阵 P 使得 P−1AP 为对角矩阵.

4. 现有两枚硬币，硬币 A 正面和反面出现的概率均为
1

2
，硬币 B 正面和反面出现的概率分别为

3

4
和

1

4
.

随机选择一枚硬币进行抛掷，若前三次结果均为正面，求第四次抛掷出现正面的概率.

5. 有 m 种不同的卡片，每次抽到第 i 种卡片的概率为 pi，且满足
m∑
i=1

pi = 1. 现有放回地抽取 n 次，定

义随机变量 X 为抽到的不同卡片种类数，求 E(X).

6. 设总体 X 服从均匀分布 U

(
θ − 1

2
, θ +

1

2

)
，令 X1, · · · , Xn 为从总体 X 中抽取的简单样本.

(1) 证明：均值 θ̂1 = X 和 θ̂2 =
1

2

(
X(1) +X(n)

)
均为 θ 的无偏估计.

(1) 求 θ̂1 和 θ̂2 的方差，并说明哪一个更有效.
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中国人民大学统计学院

2023 年夏令营招生考试试题（应用统计）
注：考试时间 120 分钟。

1. 求极限 lim
x→0

(
ex + e2x + · · ·+ enx

n

) e
x

，其中 n 是给定的正整数。

2. 求幂级数
∞∑

n=0

x2n+2

(n+ 1)(2n+ 1)
的和函数。

3. 已知矩阵

A =


1 −a −a
−a 1 −a
−a −a 1

 .

(1) 求 A 的特征值和特征向量。

(1) 当 a = 0.6 时，判断是否存在随机向量 (X,Y, Z) 使其协方差矩阵恰好为 A 。

4. 设矩阵 A 结构如下

A =



1 1 0 · · · · · · 0

0 1 1 · · · · · · 0
...

... . . . . . . ...
0 0 · · · 1 1 0

0 0 · · · 0 1 1

x100 x99 x98 · · · x2 x1


,

项目的收益 Y = |A|，随机变量 Xi (i = 1, 2, . . . , 100) 独立同分布于标准正态分布 N(0, 1) 。现需确定

储备资金 M 的最小值，使得项目不破产的概率满足 P(Y +M ≥ 0) ≥ 0.95，求满足上述条件的 M 的

最小值（标准正态分布的 0.95 分位数取 1.645）。

5. 在一个有 n 个人参加的晚会上，每个人带了一件礼物，且假定各人带的礼物都不相同。晚会期间各人

从放在一起的 n 件礼物中随机抽取一件，试求抽中自己礼品的人数 X 的均值和方差。

6. 设某场景中有两种型号的电池，其使用时长分别服从参数为 λ1 和 λ2 的指数分布。随机选取电池时，

选中型号 1 的概率为 p1，选中型号 2 的概率为 p2（满足 p1 + p2 = 1）。已知在时刻 t 电池仍能正常

工作，求该电池后续能继续使用至少 s 小时的条件概率。

7. 设随机变量 X 服从对数正态分布，即其对数变换 Z = lnX 服从正态分布 N(µ, σ2) 。

(1) 计算均值 E(X) 。

(1) 已知 x1, x2, . . . , xn 是从该对数正态分布中抽取的独立同分布样本，求 µ 和 σ2 的最大似然估计。

(1) 当 n = 20 时，给定具体样本值

52 24 15 67 15 22 63 26 16 32

7 33 28 14 7 29 10 6 59 30

求均值 E(X) 的最大似然估计。
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1. (1) 证明：

(ˆ b

a

f(x)dx
)2

= 2

ˆ b

a

f(x)

(ˆ x

a

f(t)dt
)

dx.

(1) 判断 f(x) =
x3

1 + x2
在 R 上的连续性和一致连续性.

(1) 判断下列命题的正确性，并给出证明或反例.

i. 若方阵 A 满足 A2 = O，则 A = O.
i. 若矩阵 A,B,C 满足 AB = AC, A 6= O，则 B = C.

2. 设 Φ(x) 和 φ(x) 分别为标准正态分布 N(0, 1) 的分布函数和密度函数. 证明下列命题：

(1) φ′(x) + xφ(x) = 0.

(1) 当 x > 0 时，φ(x)

(
1

x
− 1

x3

)
≤ 1− Φ(x) ≤ φ(x)

(
1

x
− 1

x3
+

3

x5

)
.

3. f 为正定二次函数 f(x) =
1

2
x⊤Ax+ b⊤x，dk 为下降方向，xk 为当前迭代点.

(1) 试求出精确线搜索步长 αk = arg min
α>0

f(xk + αdk).

(1) 证明：最速下降法的步长 αk =
‖∇f(xk)‖2

∇f(xk)⊤A∇f(xk)
.

4. 设样本 X1, X2, · · · , Xn
i.i.d.∼ B(1, p1), Y1, Y2, · · · , Ym

i.i.d.∼ B(1, p2)，其中 B(1, p) 表示 0‑1 二项分布. 定

义统计量

n1 =

n∑
i=1

I{Xi = 1}, n0 =

n∑
i=1

I{Xi = 0}, m1 =

m∑
j=1

I{Yj = 1}, m0 =

m∑
j=1

I{Yj = 0}.

(1) 设随机变量序列 {Xn} 满足
√
n(Xn − µ)

L−→ N(0, σ2),

其中 σ2 > 0 和 µ 均为有限数. g(x) 的一阶导函数 g′(x) 在 x = µ 处连续且非零，证明：

√
n
[
g(Xn)− g(µ)

] L−→ N
(
0, [g′(µ)]2σ2

)
.

(1) 针对以下两个参数，构造其点估计并给出统计量的极限分布.

OR = ln
(

p1
1− p1

)
− ln

(
p2

1− p2

)
, RR = ln

(
p1
p2

)
.

(1) 基于 (2) 中结果求 OR 和 RR 的置信水平为 95% 的置信区间.
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1. (1) 求极限

lim
x→+∞

[
3
√
x3 + x2 + x+ 2025−

√
x2 + x+ 2024 · ln (ex + x)

x

]
.

(1) 计算二重积分
¨

|x|+|y|≤2

f(x, y) dxdy，其中函数

f(x, y) =


x2, |x|+ |y| ≤ 1

1√
x2 + y2

, 1 < |x|+ |y| ≤ 2
.

(1) 设 f(x) 在 [0,+∞) 内连续，证明：

ˆ x

0

f(t)(x− t)dt =

ˆ x

0

(ˆ t

0

f(u)du

)
dt.

(1) 证明：行满秩矩阵具有右消去律，即若矩阵 A 行满秩且 AC = C，则 A = I 。

2. 考虑线性混合模型

yij = µ+ αj + βxij + εij , αj
i.i.d.∼ N(0, σ2

α), εij
i.i.d.∼ N(0, σ2

ε)

其中所有 αj 与 εij 相互独立，i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m 。

(1) 给出 yj = (y1j , y2j , . . . , ynj)
⊤ 的分布。

(1) 若 σ2
ε 已知，求 θ = (µ, β)⊤ 的最大似然估计。

(1) 若 σ2
ε 未知，写出给定 yj 时 αj 的条件分布，并求 E(αj | yj) 和 Var(αj | yj) 。

(1) 若 σ2
ε 未知，设计算法估计 β 和 σ2

ε 的值。

3. 设 X1, X2, . . . , Xn 为从总体 X 中抽取的简单样本，定义统计量

Yk =
X1 + · · ·+Xk

X1 + · · ·+Xn

, k = 1, 2, . . . , n.

另设 U(1) ≤ U(2) ≤ · · · ≤ U(n) 是来自均匀分布 U(0, 1) 总体的次序统计量。

(1) 证明：E(Yk) =
k

n
。

(1) 设总体分布为指数分布 Exp(1)，判断 U(k) 与 Yk 是否具有相同的分布。

(1) 设总体分布为指数分布 Exp(1)，证明：Yk 与
n∑

i=1

Xi 相互独立。

(1) 证明：n
(
1− U(n)

) L⇒ Exp(1) 。
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1. (1) 求极限 lim
n→∞

n

n2 + 1
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2
.

(1) 证明：函数 f(x) =
| sinx|
x

在区间 [−π, 0) 和 (0, π] 均为一致连续，但在 [−π, 0) ∪ (0, π] 上不一致

连续.

2. 设随机变量 X 服从 Pareto 分布，概率密度函数

f(x) =
βαβ

xβ+1
I{x ≥ α} (α > 0, β > 2).

(1) 计算 E(X) 和 Var(X).

(1) 求随机变量 Y = 2β(lnX − lnα) 的分布。

3. 设独立观测样本满足以下条件：

(a) X(1)
i 和 X

(0)
i 分别服从参数为 λ1, λ0 的 Poisson 分布 P (λ1), P (λ0).

(b) Ti 服从两点分布 B(1, p)，且与 X
(1)
i , X

(0)
i 独立。

观测值为 Xi = TiX
(1)
i + (1− Ti)X

(0)
i .

(1) 求 λ0 和 λ1 的无偏估计量 λ̂0 和 λ̂1，并证明其无偏性。

(1) 推导 λ̂1 − λ̂0 和
λ̂1

λ̂0

的渐近分布.

(1) 确定 p 的取值，使得 λ̂1 − λ̂0 和
λ̂1

λ̂0

的渐近方差最小.

(1) 构造 λ̂1 − λ̂0 和
λ̂1

λ̂0

的置信水平为 95% 的近似置信区间.


	清华大学
	2015 年直博生招生考试试题
	2016 年直博生招生考试试题（一）
	2019 年直博生招生考试试题（一）
	2019 年直博生招生考试试题（二）
	2021 年直博生招生考试试题
	2021 年本校推免考试试题
	2022 年预推免招生考试试题
	2023 年直博生招生考试试题
	2024 年夏令营招生考试试题
	2024 年夏令营招生考试试题

	北京大学
	2011 年直博生招生考试试题
	2012 年直博生招生考试试题
	2013 年直博生招生考试试题
	2015 年直博生招生考试试题
	2016 年直博生招生考试试题
	2017 年直博生招生考试试题
	2019 年直博生招生考试试题

	复旦大学
	2019 年直博生招生考试试题
	2021 年直博生招生考试试题
	2022 年直博生招生考试试题
	2023 年夏令营招生考试试题（6月25日）
	2023 年夏令营招生考试试题（6月27日）
	2024 年夏令营招生考试试题
	2025 年学术营笔试

	上海交通大学
	2023 年夏令营招生考试试题（应用统计）
	2024 年夏令营招生考试试题（数学）
	2024 年夏令营招生考试试题（应用统计）

	浙江大学
	2019 年直博生招生考试试题
	2020 年直博生招生考试试题
	2021 年直博生招生考试试题
	2022 年直博生招生考试试题
	2023 年直博生招生考试试题
	2024 年直博生招生考试试题
	2025 年推荐免试直博生招生试卷

	南京大学
	2024 年夏令营招生考试试题
	2023 年夏令营招生考试试题
	2022 年夏令营招生考试试题
	2021 年夏令营招生考试试题

	中国科学技术大学
	2018 年夏令营招生考试试题
	2019 年夏令营招生考试试题
	2021 年夏令营招生考试试题
	2022 年夏令营招生考试试题
	2024 年夏令营招生考试试题
	2026 年夏令营招生考试试题（回忆版）

	南开大学
	夏令营试题

	中国科学院数学与系统科学研究院
	2018 年夏令营招生考试试题
	2019 年夏令营招生考试试题
	2023 年夏令营招生考试试题
	2024 年夏令营招生考试试题

	中国人民大学
	2022 年夏令营招生考试试题（统计学）
	2022 年夏令营招生考试试题（应用统计）
	2023 年夏令营招生考试试题（应用统计）
	2023 年夏令营招生考试试题（应用统计）
	2024 年夏令营招生考试试题（统计学）
	2024 年夏令营招生考试试题（应用统计）


