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清华大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李雨恒
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清华大学数学科学系

2015 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

1. 求极限

lim
n→∞

n∑
k=0

(
1− k

n

)n
.

解答 利用不等式 ln(1− x) ≤ −x（x < 1）得(
1− k

n

)n
= en ln(1−k/n) ≤ e−k.

又当 k ≤ n2/3 时，

n ln
(
1− k

n

)
+ k = n

(
−k
n
− k2

2n2
+O

(k3
n3

))
+ k = − k2

2n
+O

(k3
n2

)
= O

(n4/3

n

)
= O(n−2/3) → 0,

即
(
1− k

n

)n → e−k，且对 k ≤ n2/3 一致。于是

⌊n2/3⌋∑
k=0

(
1− k

n

)n
−→

∞∑
k=0

e−k =
e

e− 1
,

而尾部

0 ≤
n∑

k=⌊n2/3⌋+1

(
1− k

n

)n
≤

∑
k>⌊n2/3⌋

e−k −→ 0.

故

lim
n→∞

n∑
k=0

(
1− k

n

)n
=

e

e− 1
.

□

2. 设 A ∈Mn×n(C) 可逆，Am 为对角矩阵，其中 m > 1 为正整数。求证：A 可对角化。

解答 先看一个 Jordan 块 J = Jk(λ) = λI +N（N 为 k 阶幂零 Jordan 块）。因 A 可逆，λ 6= 0 。

由二项式展开，

Jm = (λI +N)m = λmI +mλm−1N +

(
m

2

)
λm−2N2 + · · · .

其幂零部分 P := mλm−1N +
(
m
2

)
λm−2N2 + · · · 的第一超对角线上元素为 mλm−1 6= 0，故 P 的秩为

k− 1 且 P 幂零（P k = 0，P k−1 6= 0），即 P 的 Jordan 形为 Jk(0) 。于是 Jm ∼ Jk(λ
m)：m 次幂保持

Jordan 块的大小。

设 A 的 Jordan 形为 diag
(
Jk1

(λ1), . . . , Jks
(λs)

)
，则 Am 的 Jordan 形为 diag

(
Jk1

(λm
1 ), . . . , Jks

(λm
s )
)
。

题设 Am 可对角化，故所有块的大小 ki = 1，从而 A 本身可对角化。 □

3. V 是全体 R 上的多项式构成的线性空间，对 ∀f ∈ V，φ(f) = f + f ′ 。求证 φ 可逆。

解答 设 D 为求导算子，则 φ = I +D 。对任一多项式 g（设 deg g = m），Dm+1g = 0，定义

ψ(g) =

m∑
n=0

(−1)ng(n) =

∞∑
n=0

(−1)nDng

（对每个具体的 g 都是有限和）。则

φ(ψ(g)) = (I +D)

m∑
n=0

(−1)ng(n) =

m∑
n=0

(−1)ng(n) +

m∑
n=0

(−1)ng(n+1) = g
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（交错和两两相消）。故 φ 满射。又若 f + f ′ = 0，设 f 6= 0 且 deg f = m，则 f + f ′ 的首项仍为 f 的

首项（求导降低次数），f + f ′ 6= 0，矛盾，故 kerφ = {0}，φ 单射。因此 φ 可逆，且

φ−1(g) = g − g′ + g′′ − · · ·+ (−1)deg gg(deg g).

□

4. 设 G 为 Rn 中的有界开集，D 为 G 的紧致子集，映射 F : G → Rn 是连续可微的，且在集合 D 上是

单射，并且

detF ′(x) 6= 0, ∀x ∈ D.

求证：

(1) d(D, ∂G) > 0；

(2) 存在 0 < ε < d(D, ∂G)，使得 F |Dε
为单射，其中 Dε = {x ∈ Rn | d(x,D) < ε} 。

解答 (1) 因 D ⊂ G 且 G 开，D ∩ ∂G = ∅ 。 D 紧致，∂G 闭，紧集与不交闭集的距离为正（若

d(D, ∂G) = 0，则存在 xk ∈ D，yk ∈ ∂G 使 |xk − yk| → 0；由 D 紧致取子列 xk → x ∈ D，则

yk → x ∈ ∂G，与 D ∩ ∂G = ∅ 矛盾）。故 d(D, ∂G) > 0 。

(2) 反证：若结论不成立，则对任意 ε 都有两点 xε 6= yε ∈ Dε 使 F (xε) = F (yε) 。取 εk → 0+，得

xk 6= yk，d(xk, D), d(yk, D) → 0，F (xk) = F (yk) 。由 D 紧致，d(xk, D) → 0 蕴含 xk 有子列收敛于 D

中点；同理 yk 亦然，且由 d(xk, yk) ≤ d(xk, D) + d(yk, D) + diamD 有界，故可设 xk → x0，yk → y0，

其中 x0, y0 ∈ D 。由 F 的连续性，F (x0) = F (y0)，而 F 在 D 上单射，故 x0 = y0 =: p 。

因 detF ′(p) 6= 0，由逆映射定理，F 在 p 的某邻域 B(p, δ) 上是微分同胚，从而单射。但当 k 充分大

时 xk, yk ∈ B(p, δ)，xk 6= yk 而 F (xk) = F (yk)，与局部单射矛盾。故存在 ε > 0（可取 ε < d(D, ∂G)）

使 F |Dε
为单射。 □

5. 设函数 f(z) 是单位圆盘上的解析函数，|z| < 1 时 |f(z)| < 1，α 是满足 |α| < 1 的复数，且 f(α) = 0

。证明：|z| < 1 时

|f(z)| ≤
∣∣∣ z − α

1− ᾱz

∣∣∣.
解答 记单位圆盘的自同构

φα(z) =
z − α

1− ᾱz
, |z| < 1.

它是把 |z| < 1 映到自身的双全纯映射（Möbius 变换），且 φα(α) = 0 。令

g(w) = f
(
φ−1
α (w)

)
,

则 g 在 |w| < 1 上全纯，|g(w)| < 1，且

g(0) = f(α) = 0.

由 Schwarz 引理，

|g(w)| ≤ |w|, |w| < 1.

令 w = φα(z)，得

|f(z)| = |g(φα(z))| ≤ |φα(z)| =
∣∣∣ z − α

1− ᾱz

∣∣∣.
证毕。（这就是 Schwarz–Pick 引理在 f(α) = 0 时的情形。） □
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清华大学数学科学系

2016 年直博生招生考试试题（一）

来源：小红书作者 Relax

1. (1) 设 D 为 Rn 中的区域，映射 f : D → Rn 是连续可微的。试叙述关于 f 的逆映射定理（包括条件

和结论）。

(2) 试应用逆映射定理证明不存在 Rn 到 R 的连续可微单射。

解答 (1) 逆映射定理：设 D ⊂ Rn 为开集，f : D → Rn 为 C1 映射，x0 ∈ D，且 det f ′(x0) 6= 0 。

则存在 x0 的邻域 U ⊂ D 与 f(x0) 的邻域 V，使得 f |U : U → V 是 C1 微分同胚（即双射、逆映射也

C1），并且

(f−1)′
(
f(x)

)
=
(
f ′(x)

)−1
, x ∈ U.

(2) （设 n ≥ 2；n = 1 时有反例 f(x) = x 。）反证：设 f : Rn → R 是 C1 单射。若存在 x0 使

∇f(x0) 6= 0，则不妨设
∂f

∂x1
(x0) 6= 0 。由隐函数定理，方程 f(x) = f(x0) 在 x0 附近确定一个 (n− 1)

维曲面，特别地存在 t 6= 0 充分小使点 x0 与 x0+(0, t, 0, . . . , 0) 附近的两点 (x0) 与 x0+t v（v ⊥ ∇f(x0)，
v 6= 0）满足

f(x0 + t v) = f(x0)

（把 f 在 x0 处一阶展开：f(x0 + tv) = f(x0) + t∇f(x0) · v + o(t) = f(x0) + o(t)，再由隐函数定理修正

为精确相等：事实上在 f = f(x0) 的等值面上取一段曲线 γ(t)，γ(0) = x0，γ′(0) = v）。这与单射矛盾

。故 ∇f ≡ 0 于 Rn，f 为常数，更不可能单射。矛盾。所以不存在 Rn → R 的 C1 单射（n ≥ 2）。 □

2. 设

F⃗ (x, y, z) =

(
x

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2
,

y

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2
,

z

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2

)
,

其中 (x, y, z) ∈ R3 \ {(0, 0, 0)}，n⃗ 为 R3 中单位球面 S2 的单位外法向量场。试求曲面积分
¨

S2

F⃗ · n⃗dσ.

解答 按常见原题，分母应为 r3（r2 = x2 + y2 + z2），即

F⃗ (x, y, z) =
(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)3/2
=

r⃗

r3
.

直接计算散度（(x, y, z) 6= 0）：

∂

∂x

x

r3
=
r2 − 3x2

r5
, div F⃗ =

3r2 − 3(x2 + y2 + z2)

r5
= 0.

取 ε > 0 充分小，在区域 B(0, 1) \B(0, ε) 上用 Gauss 公式（外法向）：

0 =

˚
div F⃗ dV =

¨
S2

F⃗ · n⃗dσ +

¨
S2
ε

F⃗ · n⃗ε dσ,

其中 S2
ε 为半径 ε 的球面，n⃗ε 为其内法向（指向区域内部）。在内法向上 F⃗ · n⃗ε = − 1

ε2
（因 F⃗ = r⃗/ε3

沿外法向，内法向取负），故 ¨
S2
ε

F⃗ · n⃗ε dσ = − 1

ε2
· 4πε2 = −4π.

于是 ¨
S2

F⃗ · n⃗dσ = 4π.

（若按题面字面的分母 x2 + 2y2 + 3z2，该曲面积分没有初等的闭式解；原题应为 r3 形式。） □
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3. 设 f 为 R 上周期为 2π 的函数，f(x) = x，∀x ∈ (−π, π] 。

(1) 试求 f 的 Fourier 级数及 Fourier 级数的和函数，并说明该级数是否在 R 上一致收敛。

(2) 试用上述 Fourier 级数及 Parseval 等式求出级数
∞∑

n=1

1

n2
的值。

解答 (1) f 为奇函数，故 an = 0（n ≥ 0），且

bn =
1

π

ˆ π

−π

x sinnx dx =
2

π

ˆ π

0

x sinnx dx =
2

π

[
−x cosnx

n
+

sinnx
n2

]π
0
=

2(−1)n+1

n
.

故

f(x) ∼
∞∑

n=1

2(−1)n+1

n
sinnx.

由 Dirichlet 收敛定理，Fourier 级数的和函数为：在 f 的连续点取 f(x)，在间断点取左右极限的平均

值。 f（周期化后）只在 x = (2k+1)π 处有跳跃间断，其左右极限为 π 与 −π，平均值为 0 。故和函数

S(x) =

f(x), x /∈ (2Z+ 1)π,

0, x ∈ (2Z+ 1)π.

该级数在 R 上不一致收敛：若一致收敛，则和函数必连续，但 S 在 (2k+1)π 处间断（Gibbs 现象）。

(2) 由 Parseval 等式（对和函数 S 用，或直接对 f 用——Parseval 只依赖于系数），

1

π

ˆ π

−π

x2 dx =

∞∑
n=1

4

n2
,

即
1

π
· 2π

3

3
=

∞∑
n=1

4

n2
=⇒

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

□

4. 设 f : B(0, 1) → B(0, 1) 为全纯函数，f(α) = 0，α ∈ B(0, 1) 。

(1) 求证：

|f(z)| ≤
∣∣∣ z − α

1− ᾱz

∣∣∣, ∀z ∈ B(0, 1).

(2) 求上述不等式中等号成立的充要条件。

解答 (1) 同 2015 年第 5 题：令 φα(z) =
z − α

1− ᾱz
（圆盘自同构，φα(α) = 0），g = f ◦ φ−1

α ，则

g(0) = f(α) = 0，|g| < 1 。由 Schwarz 引理 |g(w)| ≤ |w|，代回 w = φα(z) 即得所证不等式。

(2) 由 Schwarz 引理的等号情形：|g(w)| ≤ |w| 中若在某点 w 6= 0 取等号，则存在 |λ| = 1 使 g(w) = λw

对一切 |w| < 1 成立；若在 w = 0 取等号则不等式为 0 ≤ 0 恒真，此时结论需按“存在某 z 6= α 使等号

成立”理解。故等号在某点 z 6= α 成立的充要条件是

f(z) = λφα(z) = λ
z − α

1− ᾱz
, |λ| = 1,

即 f 是圆盘的一个自同构（Möbius 变换）。 □

5. 设 A ∈Mn×n(C)，fA(x) 为 A 的特征多项式，g(x) ∈ C[x]，deg g(x) = n− 1，g(x) | fA(x) 。求 g(A)

所有可能的秩，并说明理由。

解答 因 deg g = n−1 且 g | fA，存在一次多项式 x−λ（λ 为 A 的一个特征值）使 fA(x) = g(x)(x−λ)
。由 Cayley–Hamilton 定理，

g(A)(A− λI) = fA(A) = O,
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故 Im(A− λI) ⊆ ker g(A)，从而

rank g(A) = n− dimker g(A) ≤ n− rank(A− λI) = dimker(A− λI),

其中 dimker(A− λI) 是 λ 的几何重数。

更精确地（用 Jordan 形）：设 A 的 Jordan 块为 Jki
(µi)，g 中因子 x−µ 的重数为 mµ（

∑
µmµ = n−1）

。对每个块，

rank g
(
Jki

(µ)
)
= max

(
0, ki −mµ

)
（g(J) = (µJ 的展开) = (J − µI)mµu(J)，u(µ) 6= 0 使 u(J) 可逆，故秩等于 rank(J − µI)mµ =

max(0, ki −mµ)）。特别地，对满足 mµ = aµ（aµ 为 µ 的代数重数）的特征值 µ，其各块贡献 0；只

有那个“缺一个因子”的特征值 λ（mλ = aλ − 1）的块可能贡献秩。其贡献为
∑

i max(0, ki −mλ)，只可

能取 0 或 1（因
∑

i ki = aλ = mλ + 1：各 ki ≤ mλ 时贡献为 0，恰有一个块 ki = mλ + 1 时贡献为 1，

其余情形不可能）。

因此

rank g(A) ∈ {0, 1}.

两种情形都可达到：如 A = diag(1, 2, 3)，g = (x − 1)(x − 2)，则 g(A) = diag(0, 0, 2)，秩为 1；如

A = diag(1, 1, 2)，g = (x−1)(x−2)，则 g(A) = O，秩为 0 。且 rank g(A) = 0 ⇐⇒ g(A) = O ⇐⇒ A

的极小多项式整除 g 。 □

6. 设 V 为 C 上 n 维线性空间，φ 为 V 上的幂幺线性变换，即存在 k ∈ N 使得 φk = IV ，又设 W 为

φ-不变子空间。求证：存在 φ-不变子空间 W ′，使得 V =W ⊕W ′ 。

解答 （有限阶线性变换的完全可约性，特征 0 上 Maschke 定理的线性情形。）取任一投影 p : V →W

（线性，p|W = id，如任取 W 的一个补空间作投影）。作“平均投影”

π =
1

k

k−1∑
i=0

φi pφ−i.

因 W 是 φ-不变子空间，对 w ∈W，φ−iw ∈W，pφ−iw = φ−iw，故

π(w) =
1

k

k−1∑
i=0

φiφ−iw = w,

即 π|W = idW，且 π(V ) ⊆W（p 的像在 W 中，φi 保持 W）。所以 π 是到 W 上的投影。又

φπ φ−1 =
1

k

k−1∑
i=0

φi+1pφ−(i+1) =
1

k

k∑
j=1

φjpφ−j = π

（因 φk = φ0 = I，和式作循环置换），即 φπ = πφ 。

令 W ′ = kerπ，则 V =W ⊕W ′（投影分解），且对 w′ ∈W ′，

π
(
φw′) = φπ(w′) = 0,

故 φw′ ∈W ′，W ′ 是 φ-不变子空间。证毕。 □
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清华大学数学科学系

2019 年直博生招生考试试题（一）

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 100 分。

1.（10 分）证明不存在一个实可微函数 f(x) 使得 f(f(x)) = −x，∀x ∈ R 。

解答 反证：设可微函数 f 满足 f(f(x)) = −x 。两边求导（链式法则）：

f ′(f(x)) · f ′(x) = −1, ∀x ∈ R.

故 f ′(x) 6= 0 对一切 x 成立，f ′ 连续从而恒正或恒负，f 在 R 上严格单调。若 f 严格递增，则复合

f ◦ f 严格递增，但 x 7→ −x 严格递减，矛盾；若 f 严格递减，则 f ◦ f 严格递增，同样与 −x 严格递

减矛盾。故这样的 f 不存在。

（另证：由 f(f(x)) = −x 得 f 是双射，且 f 连续严格单调；于是 f(f(x)) 必严格递增，矛盾。） □

2.（15 分）证明 Legendre 多项式

Pn(x) =
1

2nn!
· dn

dxn (x
2 − 1)n

的根都是实数并且包含于区间 (−1, 1) 内。

解答 记 Q(x) = (x2 − 1)n，则 Q 以 x = ±1 为 n 重零点。下面归纳证明：对 k = 0, 1, . . . , n，Q(k) 在

(−1, 1) 内至少有 k 个互异零点，且以 x = ±1 为 n− k 重零点（k ≤ n− 1 时）。

k = 0 显然。设 Q(k) 在 (−1, 1) 内有 k 个互异零点 x1 < · · · < xk（k < n），则 Q(k) 以 ±1 为零点

（重数 n − k ≥ 1）。对 Q(k) 在区间 [−1, x1], [x1, x2], . . . , [xk, 1] 上各用一次 Rolle 定理，得 Q(k+1) 在

(−1, 1) 内有 k + 1 个互异零点；且 Q(k+1) 以 ±1 为 n− k − 1 重零点。归纳成立。

取 k = n：Q(n) 在 (−1, 1) 内至少有 n 个互异零点。又 Q(n) 是 n 次多项式（Q 为 2n 次），故它恰有 n

个根，全部为实数且位于 (−1, 1) 内。即 Pn 的 n 个根全为实数且都在 (−1, 1) 中。 □

3.（10 分）计算积分 ¨
x2+y2≤1

[ˆ x2+y2

0

ez

1− z
dz
]
dxdy.

解答 作极坐标 x = r cos θ，y = r sin θ，则 x2 + y2 = r2，dxdy = r drdθ：

I =

ˆ 2π

0

ˆ 1

0

r
[ˆ r2

0

ez

1− z
dz
]
drdθ = 2π

ˆ 1

0

r
[ˆ r2

0

ez

1− z
dz
]
dr

= π

ˆ 1

0

[ˆ u

0

ez

1− z
dz
]
du (u = r2).

交换积分次序（区域 0 ≤ z ≤ u ≤ 1）：

I = π

ˆ 1

0

ez

1− z

(ˆ 1

z

du
)
dz = π

ˆ 1

0

ez dz = π(e− 1).

□

4.（10 分）设 A 和 B 是两个 n 阶方阵。证明：AB 和 BA 有相同的特征值。

解答 先证 AB 与 BA的非零特征值（计重数）相同。设 λ 6= 0 是 AB 的特征值，v 6= 0 满足 ABv = λv，

则 Bv 6= 0（否则 λv = 0），且

BA(Bv) = B(ABv) = B(λv) = λBv,
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故 λ 也是 BA 的特征值。反过来由对称性，AB 与 BA 的非零特征值集合相同。

计重数也相同：由 Sylvester 行列式恒等式 det(In − xAB) = det(In − xBA)（x ∈ C），对 λ 6= 0 取

x = 1/λ 得

det(λI −AB) = λn det
(
I − 1

λ
AB
)
= λn det

(
I − 1

λ
BA
)
= det(λI −BA).

即 AB 与 BA 的特征多项式完全相同，故特征值（连同 0 的计重数）完全相同。 □

5.（15 分）假设 In 是 n 阶单位矩阵，A 是一个 n 阶方阵，令 f(x) = det(In + xA)，计算 f ′(0) 。

解答 设 A 的特征值为 λ1, . . . , λn（计重数），则 In + xA 的特征值为 1 + xλi，故

f(x) = det(In + xA) =
n∏

i=1

(1 + xλi).

展开：

f(x) = 1 +
( n∑

i=1

λi

)
x+O(x2) = 1 + tr(A)x+O(x2),

故

f ′(0) = tr(A).

（另法：行列式按列的多重线性性，f ′(0) =
∑n

i=1 det(e1, . . . , Aei, . . . , en) =
∑

i aii = trA 。） □

6.（15 分）设 v1, · · · , vn+1 是 Rn 中 n+ 1 个向量，并且两两之间的内积满足 (vi, vj) < 0，∀i 6= j 。证明：

v1, · · · , vn+1 中一定存在 n 个向量，它们组成 Rn 的一组基。

解答 先证引理：Rm 中两两成钝角的非零向量至多有 m+ 1 个。对 m 归纳：m = 1 时，直线上两两

成钝角（即反向）的非零向量至多 2 个。设结论对 m− 1 成立，取 Rm 中两两成钝角的向量 u1, . . . , us

。固定 us，把 ui（i < s）正交分解为 ui = αi
us
|us|

+ wi，wi ⊥ us 。由 (ui, us) < 0 得 αi < 0；且对

i 6= j < s，

(wi, wj) = (ui, uj)− αiαj < 0

（αiαj > 0）。故 w1, . . . , ws−1 是 u⊥s
∼= Rm−1 中两两成钝角的非零向量（wi 6= 0：若 wi = 0，则 ui 与

us 反向，此时 (ui, uj) 与 (us, uj) 同号，不可能都 < 0），由归纳假设 s− 1 ≤ m，即 s ≤ m+ 1 。

现在反证：若 v1, . . . , vn+1 中任意 n 个都线性相关，则这 n+ 1 个向量的秩 ≤ n− 1，它们都落在某个

≤ (n− 1) 维子空间中。但由引理，n− 1 维空间中两两成钝角的非零向量至多 n 个，与有 n+ 1 个矛

盾。故存在 n 个线性无关的向量，它们构成 Rn 的一组基。 □

7.（10 分）计算积分
1

2πi

˛
|z|=1

ez sin z
1− cos z dz.

解答 被积函数

f(z) =
ez sin z
1− cos z .

在 |z| < 1 内的奇点：1−cos z = 0 ⇐⇒ z = 2kπ，单位圆内只有 z = 0 。它是二阶极点（1−cos z ∼ z2

2
）

。计算留数，作展开：

ez sin z =
(
1 + z +

z2

2
+ · · ·

)(
z − z3

6
+ · · ·

)
= z + z2 +

z3

3
+ · · · ,

1− cos z = z2

2
− z4

24
+ · · · = z2

2

(
1− z2

12
+ · · ·

)
,
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故

f(z) =
2

z2
(
z + z2 +O(z3)

)(
1 +

z2

12
+ · · ·

)
=

2

z
+ 2 +O(z).

所以 Res(f, 0) = 2 。由留数定理，

1

2πi

˛
|z|=1

f(z) dz = Res(f, 0) = 2.

□

8.（15 分）设 f(z) 是一个处处非零的全纯函数。证明：存在一个全纯函数 g(z)，使得 f(z) = eg(z) 。

解答 因 f 在 C 上处处非零，商函数
f ′

f
是整函数。定义

g(z) =

ˆ z

0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ + a,

其中积分沿从 0 到 z 的任一路径，a 为任一使 ea = f(0) 的复数（f(0) 6= 0）。由于 C 单连通（星形区

域），
f ′

f
的线积分与路径无关（Cauchy 积分定理），故 g 良定义且全纯，g′(z) =

f ′(z)

f(z)
。于是

d
dz

(
f(z)e−g(z)

)
= f ′(z)e−g(z) − f(z)g′(z)e−g(z) = 0,

故 f(z)e−g(z) 为常数 c 。又 c = f(0)e−g(0) = f(0)e−a = 1，所以 f(z) = eg(z) 。 □
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清华大学数学科学系

2019 年直博生招生考试试题（二）

来源：小红书作者 Relax

1.

f(x) =

e−1/x2

, x > 0,

0, x ≤ 0.

求证：f ∈ C∞(R) 。

解答 当 x > 0 时，归纳可知 f (n)(x) = Pn

(1
x

)
e−1/x2

，其中 Pn 为多项式（如 f ′(x) =
2

x3
e−1/x2

）。

因 e−1/x2

在 x→ 0+ 时比任何
1

xk
都趋于 0 快，

lim
x→0+

f (n)(x) = 0 (n = 0, 1, 2, . . . ).

下面归纳证明 f (n)(0) = 0 且 f (n) 在 0 处连续。 n = 0：f(0) = 0，limx→0+ f(x) = 0，x < 0 时 f ≡ 0，

故 f 在 0 连续。设 f (n)(0) = 0 且 f (n) 连续，则

f (n+1)(0) = lim
h→0

f (n)(h)− f (n)(0)

h
.

h < 0 时分子为 0；h > 0 时∣∣∣f (n)(h)

h

∣∣∣ = ∣∣∣ 1
h
Pn

( 1
h

)
e−1/h2

∣∣∣→ 0 (h→ 0+),

故 f (n+1)(0) = 0，且由 limx→0 f
(n+1)(x) = 0 = f (n+1)(0) 知 f (n+1) 在 0 连续。归纳完成，f ∈ C∞(R)

。 □

2. 证明：Hermite 多项式

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(
e−x2)

的所有根均为实数。

解答 记 u(x) = e−x2

，则 Hn(x) = (−1)nex
2

u(n)(x)，Hn 的零点与 u(n) 的零点一致。归纳证明 u(n)

至少有 n 个（互异）实零点。

n = 1：u′(x) = −2xe−x2

有 1 个零点。设 u(n) 有 n 个互异实零点 x1 < · · · < xn 。注意到 u(n)(x) → 0

（x→ ±∞）（因 u(n) = Hnu 是多项式乘 e−x2

）。在区间 (−∞, x1), [x1, x2], . . . , [xn−1, xn], [xn,∞) 上考

察：在相邻零点间由 Rolle 定理，u(n+1) 在 (xi, xi+1) 内有零点（n− 1 个）；在 (−∞, x1) 上 u(n) 非零

且两端趋于 0（x→ −∞ 与 x→ x1 处 u(n) → 0），故 u(n) 在 (−∞, x1) 上有极值点，即 u(n+1) 有零点；

同理 (xn,∞) 上也有一零点。故 u(n+1) 至少有 n+ 1 个互异实零点。

（严格地说，在 (−∞, x1) 上取 u(n) 的最大值或最小值的点即可；若 u(n) 在该区间上无零点则其保持

符号且两端趋于 0，必在内部取到极值。）归纳完成：u(n) 有 n 个互异实零点。又 Hn 是 n 次多项式

（H0 = 1，Hn+1 = 2xHn −H ′
n），故 Hn 恰有 n 个实根。 □

3. 计算积分

I =

˛
L+

x dy − y dx
(ax+ by)2 + (cx+ dy)2

,

其中 ad− bc =
√
7，L+ 为椭圆 (ax+ by)2 + (cx+ dy)2 = 1，取逆时针方向。

解答 作线性替换

u = ax+ by, v = cx+ dy.
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其系数矩阵

(
a b

c d

)
的行列式为 ad− bc =

√
7 > 0，故该替换保持定向（逆时针仍为逆时针），且把椭

圆 L+ 变为单位圆周 C : u2 + v2 = 1（逆时针）。计算

u dv − v du = (ax+ by)(c dx+ d dy)− (cx+ dy)(a dx+ b dy)

= (bc− ad) y dx+ (ad− bc)x dy = (ad− bc)(x dy − y dx) =
√
7 (x dy − y dx).

故

I =
1√
7

˛
C

u dv − v du
u2 + v2

.

在单位圆上 u = cos θ，v = sin θ：

u dv − v du = cos θ · cos θ dθ − sin θ · (− sin θ) dθ = dθ,

故

I =
1√
7

ˆ 2π

0

dθ = 2π√
7
.

□

4. 已知 f(x) 和 g(x) 均为 [a, b] 上的正值连续函数且 g(x) 严格单调递减，求证：

ˆ b

a

xf(x)g(x) dx
ˆ b

a

f(x)g(x) dx
<

ˆ b

a

xf(x) dx
ˆ b

a

f(x) dx
.

解答 （Chebyshev 积分不等式的加权形式。）考虑二重积分

J =

ˆ b

a

ˆ b

a

f(x)f(y) (x− y)
(
g(x)− g(y)

)
dxdy.

因 g 严格递减，对 x > y 有 x − y > 0 、 g(x) − g(y) < 0，故被积函数在 x > y 处 < 0，在 x < y

处 (x − y)(g(x) − g(y)) 亦 < 0（两负之积为正乘 f(x)f(y) > 0⋯⋯准确地说：x < y 时 x − y < 0，

g(x)− g(y) > 0，乘积仍 < 0），故 J < 0（f > 0，被积函数处处 ≤ 0 且在一正测度集上 < 0）。展开 J：

J =

ˆ ˆ
f(x)f(y)

[
xg(x)− xg(y)− yg(x) + yg(y)

]
=
(ˆ

f
)(ˆ

xfg
)
−
(ˆ

fg
)(ˆ

xf
)
−
(ˆ

fg
)(ˆ

xf
)
+
(ˆ

f
)(ˆ

xfg
)

= 2
[(ˆ b

a

f
)(ˆ b

a

xfg
)
−
(ˆ b

a

fg
)(ˆ b

a

xf
)]
.

由 J < 0 得 (ˆ b

a

f
)(ˆ b

a

xfg
)
<
(ˆ b

a

fg
)(ˆ b

a

xf
)
.

两边除以正数
(´

f
)(´

fg
)
，即得所证不等式。 □

5. 已知 n 阶矩阵 A,B 满足 A2 = A，B2 = B，且 In −A−B 可逆，求证 r(A) = r(B) 。

解答 由 A2 = A 得

A(In −A−B) = A−A2 −AB = −AB,

故 AB = −A(In −A−B) 。因 In −A−B 可逆，左乘可逆矩阵不改变秩：

r(AB) = r
(
A(In −A−B)

)
= r(A).
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同理，由 B2 = B 得

(In −A−B)B = B −AB −B2 = −AB,

故

r(AB) = r
(
(In −A−B)B

)
= r(B).

于是 r(A) = r(AB) = r(B) 。 □

6. 设 A,B,C,D 均为 n 阶方阵。

(1) 若 A 可逆，则 ∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A| ·
∣∣D − CA−1B

∣∣.
(2) 若 AC = CA，则 ∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|.

解答 (1) 用 Schur 补分解：A 可逆时，(
I 0

−CA−1 I

)(
A B

C D

)(
I −A−1B

0 I

)
=

(
A 0

0 D − CA−1B

)
.

两边取行列式（左、右两个块三角矩阵行列式为 1）得∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A| ·
∣∣D − CA−1B

∣∣.
(2) 先设 A 可逆。由 AC = CA 得 CA−1 = A−1C，故

|AD − CB| = |A| ·
∣∣D −A−1CB

∣∣ = |A| ·
∣∣D − CA−1B

∣∣ = ∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣
（最后一步用 (1)）。

对一般的 A（可能奇异），用连续性（或多项式恒等）论证：把 A 换成 A+ tI（t 为参数），当 t 不是

−A 的特征值时 A+ tI 可逆，且 (A+ tI)C = C(A+ tI) 仍成立。已证∣∣∣∣∣A+ tI B

C D

∣∣∣∣∣ = ∣∣(A+ tI)D − CB
∣∣

对除有限个 t 外的一切 t 成立。两边都是 t 的多项式，在无穷多个 t 处相等，故恒等；取 t = 0 即得∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|.

□

7. 定义如下线性变换为仿射变换：

φ : Rn → Rn, x 7→ Ax+ b,

其中 A ∈Mn×n(R)，b ∈ Rn 。

(1) 证明：φ 可逆 ⇐⇒ A 可逆。

(2) 若 φ 可逆，求出 φ−1，并证明 φ−1 亦为仿射变换。

(3) 证明：仿射变换的复合仍是仿射变换。
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解答 (1) 若 A 可逆，则对任意 y ∈ Rn，方程 Ax+ b = y 有唯一解 x = A−1(y− b)，故 φ 可逆。反之，

若 φ 可逆（单射），而 A 奇异，则存在 0 6= u 使 Au = 0，从而 φ(x+u) = A(x+u)+b = Ax+b = φ(x)，

与单射矛盾。故 A 可逆。

(2) 由 y = Ax+ b 解得

φ−1(y) = A−1(y − b) = A−1y −A−1b,

仍为“线性部分 A−1 + 平移 −A−1b”的形式，故 φ−1 是仿射变换。

(3) 设 φ(x) = Ax+ b，ψ(x) = Cx+ d 为两个仿射变换，则

(φ ◦ ψ)(x) = φ(Cx+ d) = A(Cx+ d) + b = AC x+ (Ad+ b),

仍是仿射变换（线性部分 AC，平移 Ad+ b）。 □

8. 计算积分
1

2πi

˛
|z|=1

ez

z2 − 1
4

dz.

解答 被积函数 f(z) =
ez

z2 − 1
4

=
ez(

z − 1
2

)(
z + 1

2

) 在 |z| < 1 内有单极点 z = ±1

2
。留数：

Res
(
f, 1

2

)
=

e1/2

1
2
+ 1

2

= e1/2, Res
(
f,− 1

2

)
=

e−1/2

− 1
2
− 1

2

= −e−1/2.

由留数定理，
1

2πi

˛
|z|=1

f(z) dz = e1/2 − e−1/2 = 2 sinh
(1
2

)
.

□

9. 设 f 为整函数。若存在正整数 n 和正常数 C，使得对模长充分大的 z 有 |f(z)| ≤ C|z|n，证明：f(z)

是次数不超过 n 次的多项式。

解答 对任意 z0 ∈ C 与 R > |z0|，由 Cauchy 积分公式，

f (n+1)(z0) =
(n+ 1)!

2πi

˛
|ζ−z0|=R

f(ζ)

(ζ − z0)n+2
dζ.

由条件，当 R 充分大时 |ζ − z0| = R 上有 |ζ| ≤ R+ |z0| 且 |f(ζ)| ≤ C|ζ|n，故

∣∣f (n+1)(z0)
∣∣ ≤ (n+ 1)!

2π
· C(R+ |z0|)n

Rn+2
· 2πR = (n+ 1)!C

(R+ |z0|)n

Rn+1
−→ 0 (R→ ∞).

故 f (n+1)(z0) = 0 对一切 z0 成立，即 f (n+1) ≡ 0，f 是次数不超过 n 的多项式。 □
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清华大学数学科学系

2021 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

1. 三阶实对称矩阵计算题。

解答 （原题未给出具体矩阵，此处给出此类题的通用解法。）设给定三阶实对称矩阵 A 。步骤：

(1) 求特征多项式 |λI −A|，解出特征值 λ1, λ2, λ3（均为实数，计重数）；

(2) 对每个特征值解齐次方程组 (λiI −A)x = 0 得特征向量；

(3) 不同特征值的特征向量自动正交；对重特征值用 Gram–Schmidt 正交化，再把所有特征向量单位

化，得标准正交基 q1, q2, q3；

(4) 令 Q = (q1, q2, q3)，则 Q 为正交矩阵，且

QTAQ = diag(λ1, λ2, λ3);

(5)（若要求谱分解）A = λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + λ3q3q

T
3 。

□

2. 设 φ 是线性空间 V 上的线性变换，求证：

kerφ = kerφ2 ⇐⇒ Imφ = Imφ2.

解答 设 dimV = n 。恒有 kerφ ⊆ kerφ2 与 Imφ2 ⊆ Imφ 。由核像维数公式：

dimkerφ+ rankφ = n, dimkerφ2 + rankφ2 = n.

于是
kerφ = kerφ2 ⇐⇒ dimkerφ = dimkerφ2

⇐⇒ rankφ = rankφ2

⇐⇒ dim Imφ = dim Imφ2

⇐⇒ Imφ = Imφ2

（最后一步用到 Imφ2 ⊆ Imφ 及两者维数相等）。 □

3. 设 A,B 是数域 F 上的 n 阶方阵，A,B 都可对角化，AB = BA 。求证：A,B 可同时对角化。并举例

说明 AB 6= BA 时结论不一定成立。

解答 设 V = Fn，A 的特征值为 λ1, . . . , λs（互异），对应的特征子空间为 Vi = ker(A− λiI) 。因 A

可对角化，V =
⊕s

i=1 Vi 。由 AB = BA，对 v ∈ Vi，

(A− λiI)Bv = B(A− λiI)v = 0,

故 Bv ∈ Vi，即每个 Vi 是 B 的不变子空间。 B 可对角化，故 B|Vi
也可对角化（B 的极小多项式在

B|Vi
上仍无重根）。在每个 Vi 中取 B|Vi

的一组特征向量基，拼起来得到 V 的一组基，其中每个向量

既是 A 的特征向量（在 Vi 中）又是 B 的特征向量。故 A,B 可同时对角化。

反例（AB 6= BA 时不可同时对角化）：取

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
1 1

1 1

)
.



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 18

A 可对角化；B 可对角化（特征值 2, 0）。 AB =

(
1 1

0 0

)
，BA =

(
1 0

1 0

)
，AB 6= BA 。若 A,B 可

同时对角化，则存在公共特征向量；但 A 的特征向量为 e1 = (1, 0)T 、 e2 = (0, 1)T，它们都不是 B 的

特征向量（Be1 = (1, 1)T，Be2 = (1, 1)T），矛盾。故不可同时对角化。 □

4. 设 Ω 是 Rn 的开集，映射 f : Ω → Rm 是连续可微的。求证：

(1) n > m 时，f 不可能是单射。

(2) n < m 时，f 不可能是满射。

解答 (1) 反证：设 f 为 C1 单射。取 x0 ∈ Ω 使 rank f ′(x0) =: r 达到最大值（连续函数 x 7→ rank f ′(x)

在某点取最大）。因秩函数下半连续，在 x0 的某邻域内 rank f ′(x) ≥ r，又由最大性 ≤ r，故该邻域内

秩恒为 r 。由常秩定理，在局部坐标下 f 形如

f(x) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

若 r = m，则 f 局部把 n 个坐标压成 m < n 个坐标，等值面 f = 常数 局部是 (n−m) 维（≥ 1 维）子流

形，其上任意两个不同点像相同，与单射矛盾。若 r < m，同样等值面维数 n− r ≥ n−m+1 ≥ 2 ≥ 1，

仍与单射矛盾。故不存在 C1 单射。

(2) 由 rank f ′(x) ≤ n < m，Ω 中每一点都是 f 的临界点。由 Sard 定理，f 的临界值全体（即 f(Ω)）

在 Rm 中是零测集，故 f(Ω) ( Rm，f 不是满射。

（附 Sard 定理的表述：设 f : Ω → Rm 为 C1 映射，则其临界值集合是 Rm 中的 Lebesgue 零测集。）□

5. 设 f(x), φ(x) 是周期为 2 的偶函数，并且 f(x) = x(2− x)，φ(x) = x，x ∈ [0, 1] 。

(1) 求 f(x), φ(x) 的 Fourier 级数。

(2) 求证：

f(x) =

∞∑
n=0

1

22n
φ(2nx), x ∈ R.

解答 (1) 周期为 2 的偶函数的 Fourier 级数形如
a0
2

+
∑∞

n=1 an cos(nπx)（基函数 cos(nπx)，周期 2）

。

对 φ（φ(x) = |x|，x ∈ [−1, 1]）：

a0 = 2

ˆ 1

0

x dx = 1,

an = 2

ˆ 1

0

x cos(nπx) dx = 2
[x sin(nπx)

nπ
+

cos(nπx)
n2π2

]1
0
=

2
(
(−1)n − 1

)
n2π2

=


− 4

n2π2
, n 为奇数,

0, n 为偶数.

故

φ(x) =
1

2
− 4

π2

∞∑
k=0

cos
(
(2k + 1)πx

)
(2k + 1)2

.

对 f（f(x) = x(2− x)，x ∈ [0, 1]，偶延拓）：

a0 = 2

ˆ 1

0

x(2− x) dx = 2
(
1− 1

3

)
=

4

3
,

an = 2

ˆ 1

0

x(2− x) cos(nπx) dx = 2
[
2

ˆ 1

0

x cos(nπx) dx−
ˆ 1

0

x2 cos(nπx) dx
]

= 2
[2((−1)n − 1

)
n2π2

− 2(−1)n

n2π2

]
= − 4

n2π2
(n ≥ 1).
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故

f(x) =
2

3
− 4

π2

∞∑
n=1

cos(nπx)
n2

.

(2) 因 |φ| ≤ 1，
∑∞

n=0

1

4n
φ(2nx) 在 R 上一致收敛。把 (1) 中 φ 的展开代入：

∞∑
n=0

1

4n
φ(2nx) =

∞∑
n=0

1

4n

[1
2
− 4

π2

∞∑
k=0

cos
(
(2k + 1)π2nx

)
(2k + 1)2

]
=

1

2

∞∑
n=0

1

4n
− 4

π2

∞∑
n=0

∞∑
k=0

cos
(
2n(2k + 1)πx

)
4n(2k + 1)2

.

第一个和为
1

2
· 1

1− 1
4

=
2

3
。对第二个二重和：每个正整数 m 可唯一写成 m = 2n(2k + 1)（n ≥ 0，

k ≥ 0），故
∞∑

n=0

∞∑
k=0

cos
(
2n(2k + 1)πx

)
4n(2k + 1)2

=

∞∑
m=1

cos(mπx)
m2

（两级数均绝对一致收敛，重排合法）。因此

∞∑
n=0

1

22n
φ(2nx) =

2

3
− 4

π2

∞∑
m=1

cos(mπx)
m2

= f(x).

□

6. 设

B⃗(x, y, z) =
(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)3/2
, (x, y, z) ∈ R3 \ {(0, 0, 0)}.

(1) 求 div B⃗ 。

(2) 求证：不存在连续可微映射 F⃗ : R3 \ {(0, 0, 0)} → R3，使得 rot F⃗ = B⃗ 。

解答 (1) 记 r2 = x2 + y2 + z2 。由
∂r

∂x
=
x

r
，

∂

∂x

x

r3
=
r2 − 3x2

r5
,

故

div B⃗ =
3r2 − 3(x2 + y2 + z2)

r5
= 0, (x, y, z) 6= (0, 0, 0).

(2) 反证：若存在 C1 的 F⃗ 使 rot F⃗ = B⃗，对单位球面 S2（外法向 n⃗）用 Stokes 公式：
¨

S2

B⃗ · n⃗dσ =

¨
S2

rot F⃗ · n⃗dσ =

˛
∂S2

F⃗ · dr⃗ = 0

（S2 是无边界的闭曲面）。但直接计算：在 S2 上 B⃗ · n⃗ = r⃗ · r⃗/r4 = 1，故
¨

S2

B⃗ · n⃗dσ =

¨
S2

1dσ = 4π 6= 0,

矛盾。故这样的 F⃗ 不存在。（注意：若把定义域改为单连通区域，如 R3 去掉一条射线，则 B⃗ = rot F⃗
有解；此处定义域“挖掉一点”不是单连通的，B⃗ 对应的 2-形式闭而非恰当。） □

7. 设 α > 1，

I(α) = −
ˆ ∞

0

lnx
1 + xα

dx.

(1) 求 I(α) 。
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(2) 求证：

I(α) =
∑
n∈Z

(−1)n

(nα− 1)2
.

解答 (1) 作替换 x = t1/α（lnx =
1

α
ln t，dx =

1

α
t1/α−1dt）：

ˆ ∞

0

lnx
1 + xα

dx =
1

α2

ˆ ∞

0

ln t · t1/α−1

1 + t
dt.

利用熟知的 Euler 积分（0 < s < 1）：
ˆ ∞

0

ts−1

1 + t
dt = π

sin(πs) .

对 s 求导（在 s ∈ (0, 1) 内可合法地在积分号下求导）：
ˆ ∞

0

ts−1 ln t
1 + t

dt = d
ds

π

sin(πs) = −π
2 cos(πs)
sin2(πs)

.

取 s =
1

α
： ˆ ∞

0

lnx
1 + xα

dx = −π
2

α2
·
cos π

α

sin2 π
α

,

故

I(α) =
π2

α2
·
cos π

α

sin2 π
α

.

（验证：α = 2 时由替换 x 7→ 1

x
知
´∞
0

lnx
1 + x2

dx = 0，与公式一致。）

(2) 用熟知的 Mittag-Leffler 部分分式展开（可由 cot 的展开求导得到）：∑
n∈Z

(−1)n

(z − n)2
=
π2 cos(πz)
sin2(πz)

.

取 z = − 1

α
： ∑

n∈Z

(−1)n(
n+ 1

α

)2 =
π2 cos π

α

sin2 π
α

.

两边除以 α2，并把 n 换成 −n（(−1)−n = (−1)n）：∑
n∈Z

(−1)n

(nα− 1)2
=

1

α2

∑
n∈Z

(−1)n(
n+ 1

α

)2 =
π2

α2
·
cos π

α

sin2 π
α

= I(α).

□



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 21

清华大学数学科学系

2021 年本校推免考试试题

来源：小红书作者 Relax

1. 已知复方阵 A ∈Mn(C) 的特征多项式为 (λ− 1)n 。证明 A 与 A2 相似。

解答 由 Cayley–Hamilton 定理，(A− I)n = O，故 N := A− I 幂零，A = I +N，A2 = I +2N +N2

。只需证 N 与 2N +N2 相似。

对每个 Jordan 块 J = Jk(0)（k ≥ 1），证明 2J + J2 ∼ J 。 2J + J2 是第一超对角线元素为 2 、第二

超对角线元素为 1 的严格上三角矩阵，它是幂零的，且对 j = 1, . . . , k − 1，

(2J + J2)j = 2jJ j + (更高次项)

（二项展开中其余项为 J j+1, . . . 的组合），故 (2J + J2)j 6= O 而 (2J + J2)k = O，其幂零指数恰为 k，

即其 Jordan 形为 Jk(0) = J 。于是 2J + J2 ∼ J 。

因 N =
⊕

i Jki
(0)，

2N +N2 =
⊕
i

(
2Jki

(0) + Jki
(0)2

)
∼
⊕
i

Jki
(0) = N,

故存在可逆矩阵 P 使 P−1NP = 2N +N2，从而

P−1AP = P−1(I +N)P = I + 2N +N2 = A2,

即 A ∼ A2 。 □

2.（10 分）已知实对称矩阵

A =


2 0 1

0 2 1

1 1 1

 ,

二次型 f(x) = xTAx 在单位球面 ‖x‖ = 1 上何时取到最大值，最小值？

解答 求 A 的特征值：

|λI−A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 0 −1

0 λ− 2 −1

−1 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ−2)
[
(λ−2)(λ−1)−1

]
−(λ−2) = (λ−2)(λ2−3λ) = λ(λ−2)(λ−3).

特征值为 0, 2, 3 。对应单位特征向量：

λ = 3 : q3 =
1√
3
(1, 1, 1)T; λ = 0 : q0 =

1√
6
(1, 1,−2)T; λ = 2 : q2 =

1√
2
(1,−1, 0)T.

由 Rayleigh 商定理，f(x) = xTAx ≤ λmax = 3，等号当且仅当 x = ±q3；f(x) ≥ λmin = 0，等号当且

仅当 x = ±q0 。即：最大值 3，在 x = ± 1√
3
(1, 1, 1) 处取得；最小值 0，在 x = ± 1√

6
(1, 1,−2) 处取得

。 □

3.（10 分）已知域 F 上的有限维线性空间 X,Y, U, V，以及线性变换

α : X → Y, β : V → U, ψ : X → U,

并且满足

kerα ⊂ kerψ, Imψ ⊂ Imβ.

那么是否存在线性映射 φ : Y → V 使得

ψ = β ◦ φ ◦ α?
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若是请证明，否则举出一个反例。

解答 存在。构造如下：取 kerβ 在 V 中的一个补空间 K（V = kerβ ⊕K），则 β|K : K → Imβ 是线

性同构。

第一步，在 Imα 上定义 φ：对 y = α(x) ∈ Imα，令

φ(y) =
(
β|K

)−1(
ψ(x)

)
∈ K.

（由 Imψ ⊂ Imβ，ψ(x) ∈ Imβ，故可取。）验证良定义：若 α(x1) = α(x2)，则 x1−x2 ∈ kerα ⊂ kerψ，

故 ψ(x1) = ψ(x2) 。且该定义是线性的：对 yi = α(xi)，

β
(
φ(y1) + φ(y2)

)
= ψ(x1) + ψ(x2) = ψ(x1 + x2) = β

(
φ(α(x1 + x2))

)
,

而 φ(y1) + φ(y2) ∈ K，β|K 单射，故 φ(y1 + y2) = φ(y1) + φ(y2)；数乘同理。

第二步，把 φ 从 Imα 线性延拓到整个 Y（取 Imα 在 Y 中的补空间，在其上定义 φ 为 0）。

于是对任意 x ∈ X：

β
(
φ(α(x))

)
= β

((
β|K

)−1
ψ(x)

)
= ψ(x),

即 ψ = β ◦ φ ◦ α 。 □

4.（10 分）已知域 F 上的方阵 A,B ∈ Mn(F )，满足：A 是可逆矩阵，B 是幂零矩阵。证明：对任意

C ∈Mn(F )，存在 X ∈Mn(F )，使得

AX −XB = C.

解答 （Sylvester 方程。）考虑线性映射

T : Mn(F ) →Mn(F ), X 7→ AX −XB.

只需证 T 是单射（有限维时单射即双射）。设 T (X) = O，即 AX = XB 。归纳证明 AkX = XBk 对

一切 k ≥ 1 成立：k = 1 即假设；若 AkX = XBk，则

Ak+1X = AAkX = AXBk = (AX)Bk = (XB)Bk = XBk+1.

取 k = n（Bn = O）：AnX = XBn = O 。因 A 可逆，An 可逆，故 X = O 。于是 kerT = {O}，T

单射，从而对任意 C，方程 T (X) = C 有唯一解。 □

5.（10 分）设 E 为 R 的非空子集，并且 E 上的任何连续函数都有界。证明：E 是有界闭集。

解答 先证 E 有界：若 E 无界，则 f(x) = x（x ∈ E）是 E 上的连续函数，但在 E 上无界，与题设

矛盾。故 E 有界。

再证 E 是闭集：若 E 不闭，则存在聚点 x0 ∈ E \ E 。定义

f(x) =
1

x− x0
, x ∈ E.

因 x0 /∈ E，f 在 E 上有定义且连续；又存在 E 中的点列 xn → x0，使 |f(xn)| =
1

|xn − x0|
→ +∞，故

f 在 E 上无界，矛盾。故 E 是闭集。

综上，E 是有界闭集。 □



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 23

6.（10 分）已知 f(x) 是定义在 [0, 1] 上的处处非负的黎曼可积函数，并且

ˆ 1

0

f(x) dx = 0.

证明：f(x) 几乎处处为 0 。

解答 由 Lebesgue 的黎曼可积性判别法，f 的间断点集为零测集，即 f 在 [0, 1] 上几乎处处连续。设

x0 是 f 的一个连续点且 f(x0) > 0，则存在 δ > 0 使 f(x) ≥ f(x0)

2
> 0 于 (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [0, 1] 上，

从而 ˆ 1

0

f ≥
ˆ
(x0−δ,x0+δ)∩[0,1]

f ≥ f(x0)

2
· (正长度) > 0,

与
´ 1

0
f = 0 矛盾。故 f 在每个连续点处都等于 0，即 f(x) = 0 几乎处处成立。 □

7.（20 分）计算 R3 中的区域{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1, y2 + z2 ≤ 1, z2 + x2 ≤ 1

}
的体积。

解答 （三圆柱交体，Steinmetz 立体。）设该区域为 Ω 。由关于三个坐标平面及各坐标置换的对称

性，把 Ω 分成 48 个全等的部分，只算第一卦限中满足 0 ≤ x ≤ y ≤ z 的那一块 V1 。

在 0 ≤ x ≤ y ≤ z 时，x2 + z2 ≤ y2 + z2 且 x2 + y2 ≤ x2 + z2，故最紧的约束是 x2 + y2 ≤ 1；又

y2 + z2 ≤ 1 给出 z ≤
√
1− y2，z2 + x2 ≤ 1 自动成立（x ≤ y）。所以

V1 =
{
(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ y, y ≤ z ≤

√
1− y2, x2 + y2 ≤ 1

}
（y ≤

√
1− y2 即 y ≤ 1√

2
）。于是

V1 =

ˆ 1/
√
2

0

ˆ y

0

ˆ √
1−y2

y

dz dx dy =

ˆ 1/
√
2

0

y
(√

1− y2 − y
)
dy

=

ˆ 1/
√
2

0

y
√
1− y2 dy −

ˆ 1/
√
2

0

y2 dy

=
[
−(1− y2)3/2

3

]1/√2

0
−
[y3
3

]1/√2

0

=
1

3
− 1

3 · 2
√
2
− 1

3 · 2
√
2
=

1

3

(
1− 1√

2

)
.

故

vol(Ω) = 48V1 = 48 · 1
3

(
1− 1√

2

)
= 16

(
1− 1√

2

)
= 16− 8

√
2.

□

8.（20 分）已知 f(z) 在单位圆盘 |z| < 1 解析，并且

|f(z)| ≤ 1

1− |z|
, ∀|z| < 1.

证明：对任意整数 n ≥ 0， ∣∣f (n)(0)
∣∣ ≤ (n+ 1)! e.

解答 取 0 < r < 1，由 Cauchy 积分公式，

f (n)(0) =
n!

2πi

˛
|z|=r

f(z)

zn+1
dz,
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故 ∣∣f (n)(0)
∣∣ ≤ n!

2π
·
max|z|=r |f(z)|

rn+1
· 2πr ≤ n!

rn
· 1

1− r
=

n!

rn(1− r)
.

上式对一切 0 < r < 1 成立，取使 rn(1− r) 最大的 r 。令 h(r) = rn(1− r)，由

h′(r) = nrn−1(1− r)− rn = rn−1
(
n− (n+ 1)r

)
= 0

得 r =
n

n+ 1
（n = 0 时 h(r) = 1− r 在 r → 0+ 时趋于 1，结论单独验证）。于是

∣∣f (n)(0)
∣∣ ≤ n!(

n
n+1

)n · 1
n+1

= n!
(n+ 1)n+1

nn
= (n+ 1)!

(
1 +

1

n

)n
< (n+ 1)! e

（用到
(
1 +

1

n

)n
< e）。证毕。 □
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清华大学数学科学系

2022 年预推免招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷仅适用于应用统计硕士生。

数学分析（考试时间 90 分钟，满分 50 分）

1. 求极限

(1) lim
n→∞

n
(

n
√
a− 1

)
(a > 0) 。

(2) lim
x→0

x− sinx
tanx− x

。

解答 (1) 由 et − 1 ∼ t（t→ 0）：

n
(

n
√
a− 1

)
= n

(
e

ln a
n − 1

)
=
e

ln a
n − 1

1
n

−→ ln a (n→ ∞).

(2) 用 Taylor 展开：

x− sinx =
x3

6
+O(x5), tanx− x =

x3

3
+O(x5),

故

lim
x→0

x− sinx
tanx− x

= lim
x→0

x3

6
+O(x5)

x3

3
+O(x5)

=
1

2
.

□

2. 设非负函数 f(x) ∈ C2(R)，讨论函数 g(x) =
√
f(x) 在 R 上的可微性。

解答 (i) 若 f(x0) > 0：由连续性，f 在 x0 附近 > 0，而 t 7→
√
t 在 (0,∞) 上光滑，由链式法则 g 在

x0 可导，且

g′(x0) =
f ′(x0)

2
√
f(x0)

.

(ii) 若 f(x0) = 0：因 f ≥ 0，x0 是 f 的（全局）最小值点，故 f ′(x0) = 0，且 f ′′(x0) ≥ 0 。由 Taylor
展开

f(x0 + h) =
1

2
f ′′(x0)h

2 + o(h2).

• 若 f ′′(x0) > 0：则
√
f(x0 + h) ∼

√
f ′′(x0)

2
|h|，从而

g(x0 + h)− g(x0)

h
=

√
f(x0 + h)

h
−→


√
f ′′(x0)

2
, h→ 0+,

−
√
f ′′(x0)

2
, h→ 0−,

左右导数不相等，g 在 x0 不可导；

• 若 f ′′(x0) = 0：则 f(x0 + h) = o(h2)，

√
f(x0 + h)

h
= o(1) → 0，故 g 在 x0 可导且 g′(x0) = 0（若

f ≡ 0 于 x0 附近则更显然）。

综上：g 在 f > 0 处可导；在 f = 0 处可导当且仅当 f ′′ = 0（此时 g′ = 0）。 □
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3. 求三元函数

f(x, y, z) = xy + yz

在约束条件 x2 + y2 + z2 = 1 和 x+ y + z = 1 下的极大值和极小值。

解答 约束集是单位球面与平面 x + y + z = 1 的交——一个圆，紧致，故最值存在。用 Lagrange 乘

数法：

∇(xy + yz) = λ∇(x2 + y2 + z2) + µ∇(x+ y + z),

即 
y = 2λx+ µ,

x+ z = 2λy + µ,

y = 2λz + µ.

第一、三式相减得 2λ(x− z) = 0 。

情形一：λ = 0 。则 y = µ = x+ z，结合 x+ y + z = 1 得 y =
1

2
，x+ z =

1

2
；代入 x2 + y2 + z2 = 1：

x2 + z2 =
3

4
。由 (x+ z)2 − 2xz =

3

4
得 xz = −1

4
，解得 {x, z} =

{1 +√
5

4
,
1−

√
5

4

}
。此时

f = y(x+ z) =
1

2
· 1
2
=

1

4
.

情形二：x = z 。代入约束：y = 1− 2x，2x2 + (1− 2x)2 = 1，即 6x2 − 4x = 0，得 x = 0 或 x =
2

3
。

对应两点：

(0, 1, 0) : f = 0;
(2
3
,−1

3
,
2

3

)
: f =

2

3
·
(
−1

3

)
+
(
−1

3

)
· 2
3
= −4

9
.

比较三个候选值
1

4
, 0, −4

9
，得

极大值 =
1

4
, 极小值 = −4

9
.

□

4. 定义 ˚
R3

f(x, y, z) dxdydz = lim
M→+∞

˚
B

f(x, y, z) dxdydz,

这里 B = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤M2} 为三维闭球体（M > 0）。

(1) 设 P (x, y, z) 和 Q(x, y, z) 是从 R3 到 R 的光滑函数，证明：
¨

∂B

P (x, y, z) eQ(x,y,z) dydz =
˚

B

(∂P
∂x

+ P
∂Q

∂x

)
eQ(x,y,z) dxdydz.

(2) 若 P (x, y, z) 为三元多项式函数，证明：
˚

R3

∂P

∂x
e−x2−y2−z2 dxdydz = 2

˚
R3

xP (x, y, z) e−x2−y2−z2 dxdydz.

解答 (1) 对向量场

G⃗ =
(
P eQ, 0, 0

)
在 B 上用 Gauss 公式（∂B 取外法向）：¨

∂B

G⃗ · n⃗dS =

˚
B

div G⃗ dV.

而 G⃗ · n⃗dS 的第一分量形式即 P eQ dy ∧ dz，且

div G⃗ =
∂

∂x

(
PeQ

)
=
(∂P
∂x

+ P
∂Q

∂x

)
eQ,
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即得所证。

(2) 在 (1) 中取 Q = −x2 − y2 − z2（
∂Q

∂x
= −2x）：

¨
∂B

P e−x2−y2−z2 dydz =
˚

B

(∂P
∂x

− 2xP
)
e−x2−y2−z2 dV.

令 M → ∞ 。左端的边界项：P 是多项式，设 degP = d，则 |P | ≤ C(1+ r)d，在 ∂B 上 e−x2−y2−z2

=

e−M2

，故 ∣∣∣¨
∂B

P e−x2−y2−z2 dydz
∣∣∣ ≤ C(1 +M)d e−M2

· 4πM2 −→ 0 (M → ∞).

右端的三重积分收敛（被积函数被 C(1 + r)de−r2 控制），故

0 =

˚
R3

(∂P
∂x

− 2xP
)
e−x2−y2−z2 dV,

即 ˚
R3

∂P

∂x
e−x2−y2−z2 dV = 2

˚
R3

xP e−x2−y2−z2 dV.

□

5. 计算定积分 ˆ b

−b

√
b2 − x2

a− x
dx (a > 0, b > 0).

解答 （设 a > b；a ≤ b 时积分在 x = a 处发散。）作替换 x = b sin θ：

I =

ˆ b

−b

√
b2 − x2

a− x
dx =

ˆ π/2

−π/2

b cos θ
a− b sin θ · b cos θ dθ = b2

ˆ π/2

−π/2

cos2 θ
a− b sin θ dθ.

（若 a > b，分母恒正，积分收敛。）再把 sin θ 的奇部分对称抵消：

ˆ π/2

−π/2

cos2 θ
a− b sin θ dθ = a

ˆ π/2

−π/2

cos2 θ
a2 − b2 sin2 θ

dθ.

令 t = tan θ，则 cos2 θ = 1

1 + t2
，sin2 θ =

t2

1 + t2
，dθ = dt

1 + t2
：

ˆ ∞

−∞

dt
(1 + t2)

(
a2 + (a2 − b2)t2

) =
1

b2

ˆ ∞

−∞

( 1

1 + t2
− a2 − b2

a2 + (a2 − b2)t2

)
dt

=
1

b2

(
π − a2 − b2

a
√
a2 − b2

· π
)
=
π

b2

(
1−

√
a2 − b2

a

)
.

于是

I = b2 · a · π

ab2

(
a−

√
a2 − b2

)
= π

(
a−

√
a2 − b2

)
.

□

线性代数（考试时间 90 分钟，满分 50 分）

6. 已知二次型 f(x1, x2, x3) = x21 + 2x22 + 3x23 + 2t x1x2 − 4x2x3 。

(1) 若二次型正定，求参数 t 的取值范围。

(2) 若 t = −2，用正交变换将二次型化为标准型。
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解答 (1) 二次型的矩阵为

A =


1 t 0

t 2 −2

0 −2 3

 .

二次型正定当且仅当 A 的顺序主子式全为正：

1 > 0,

∣∣∣∣∣1 t

t 2

∣∣∣∣∣ = 2− t2 > 0, |A| = 1 · (6− 4)− t · (3t− 0) = 2− 3t2 > 0.

由 2− 3t2 > 0 得 |t| <
√

2

3
（此时 2− t2 > 0 自动满足）。故 t 的取值范围为

|t| <
√

2

3
.

(2) t = −2 时

A =


1 −2 0

−2 2 −2

0 −2 3

 .

求特征多项式：

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 0

2 λ− 2 2

0 2 λ− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 6λ2 + 3λ+ 10 = (λ− 2)(λ− 5)(λ+ 1).

特征值为 5, 2,−1 。对应特征向量：

λ = 5 : (1,−2, 2)T; λ = 2 : (−2, 1, 2)T; λ = −1 : (2, 2, 1)T.

（可验证它们两两正交。）单位化得正交矩阵

Q =
1

3


1 −2 2

−2 1 2

2 2 1

 ,

作正交变换 x = Qy，二次型化为标准型

f = 5y21 + 2y22 − y23 .

□

7. 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，A ∈ L(V ) 为 V 上的线性变换，多项式 f(x), g(x) ∈ F [x]，它们

的最大公因式和最小公倍式分别为 d(x) 和 m(x) 。证明：

rank
(
f(A)

)
+ rank

(
g(A)

)
= rank

(
d(A)

)
+ rank

(
m(A)

)
.

解答 （在 F 的代数闭包上考察。）取基使 A 化为 Jordan 标准形，则问题化为逐块验证。设一个

Jordan 块为 J = Jk(λ)，对任一多项式 p：

p(J) =
(
p(λ)I + p′(λ)N + · · ·

)
,

若 p(λ) 6= 0，则 p(J) 可逆，秩为 k；若 λ 是 p 的 sp 重根，则 p(J) = (J − λI)spu(J)（u(λ) 6= 0，u(J)

可逆），故

rank p(J) = rank(J − λI)sp = max(0, k − sp).
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记 λ 在 f, g 中的重数分别为 sf , sg，则其在 d = gcd(f, g) 中的重数为 min(sf , sg)，在 m = lcm(f, g)

中的重数为 max(sf , sg) 。于是该块对四个秩的贡献之和满足

max(0, k − sf ) +max(0, k − sg) = max
(
0, k −min(sf , sg)

)
+max

(
0, k −max(sf , sg)

)
,

（不妨设 sf ≤ sg，上式即 (k − sf )+ + (k − sg)+ = (k − sf )+ + (k − sg)+，显然成立）。对全部 Jordan
块求和，即得所证等式。 □

8. 讨论 λ 为何值时，线性方程组 
(λ+ 1)x1 + x2 + x3 = 1,

x1 + (λ+ 1)x2 + x3 = 1,

x1 + x2 + (λ+ 1)x3 = 1

无解？有唯一解？有无穷多解？并求出有解时的一般解。

解答 方程组即 λxi + (x1 + x2 + x3) = 1（i = 1, 2, 3），系数矩阵为 λI3 + J（J 为全 1 矩阵），其行列

式为

|λI + J | = (λ+ 3)λ2.

（J 的特征值为 3, 0, 0 。）

情形一：λ 6= 0 且 λ 6= −3 。系数矩阵可逆，有唯一解。由对称性 x1 = x2 = x3 = x，代入得 (λ+3)x = 1，

故唯一解为

x1 = x2 = x3 =
1

λ+ 3
.

情形二：λ = 0 。方程组化为 x1 + x2 + x3 = 1（系数矩阵秩为 1，增广矩阵秩也为 1），有无穷多解，一

般解为

x3 = 1− x1 − x2, x1, x2 任意.

情形三：λ = −3 。方程组为 
−2x1 + x2 + x3 = 1,

x1 − 2x2 + x3 = 1,

x1 + x2 − 2x3 = 1.

三式相加得 0 = 3，矛盾，故无解。

综上：λ 6= 0,−3 时有唯一解
(

1
λ+3

, 1
λ+3

, 1
λ+3

)
；λ = 0 时有无穷多解（x1 + x2 + x3 = 1）；λ = −3 时无

解。 □

9. 设 σ 为 n 维欧氏空间 V 上的对称线性变换，证明：对 V 中的任何单位向量 α，有 ‖σ(α)‖2 ≤ ‖σ2(α)‖
。

解答 由 σ 对称（自伴随）及 Cauchy–Schwarz 不等式，

‖σ(α)‖2 = 〈σα, σα〉 = 〈α, σ2α〉 ≤ ‖α‖ · ‖σ2α‖ = ‖σ2(α)‖,

（最后一步用到 ‖α‖ = 1）。证毕。

（注：等号情形可进一步刻画：设 σ 的特征值为 λi，α =
∑
ciei（

∑
c2i = 1），则 ‖σα‖2 =

∑
λ2
i c

2
i，

‖σ2α‖ =
(∑

λ4
i c

2
i

)1/2
，由 Cauchy 不等式 (

∑
λ2
i c

2
i )

2 ≤
∑
λ4
i c

2
i 即得。） □

10. 数域 F 上所有 n× n 矩阵构成的集合记为 Mn(F ) 。定义映射 φ :Mn(F ) → F，满足以下条件：

(1) 对任意 A,B ∈Mn(F )，有 φ(AB) = φ(A) · φ(B) 。



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 30

(2) 若 A ∈Mn(F ) 是上三角矩阵，则 φ(A) =
∏n

i=1 aii，其中 aii 为 A 的主对角线元素。

证明：对任意矩阵 A ∈Mn(F )，恒有 φ(A) = det(A) 。

解答 先看初等矩阵。记三类初等矩阵：

• 换行矩阵（对换第 i, j 行）Pij：P 2
ij = I，故 φ(Pij)

2 = φ(I) = 1，φ(Pij) = ±1；

• 倍乘矩阵 Di(c)（对角矩阵，第 i 个对角元为 c 6= 0，其余为 1）：它是上三角矩阵，φ
(
Di(c)

)
= c；

• 消元矩阵 Eij(c)（I 的第 (i, j) 元换成 c，i 6= j）：当 i < j 时它是上三角矩阵且对角元全 1，故

φ = 1；当 i > j 时，Eij(c) = PijEji(c)Pij，故

φ
(
Eij(c)

)
= φ(Pij)

2 φ
(
Eji(c)

)
= 1.

再定 φ(Pij) = −1：利用标准分解（把对换写成上三角消元、下三角消元与一个倍乘矩阵的乘积），

Pij = Eij(1)Eji(−1)Eij(1)Di(−1)

（在 2× 2 情形即

(
0 1

1 0

)
=

(
1 1

0 1

)(
1 0

−1 1

)(
1 1

0 1

)(
−1 0

0 1

)
）。于是

φ(Pij) = 1 · 1 · 1 · (−1) = −1.

故 φ 在全部三类初等矩阵上与 det 取值相同。

对任意矩阵 A，由 Gauss 消元，A 可写成初等矩阵与一个对角形矩阵

Dr = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r 个

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−r 个

)

的乘积：A = E1E2 · · ·EkDr（先用行变换化为行阶梯形，其行阶梯形经列置换即 Dr；列置换也是初等

矩阵）。 Dr 是上三角矩阵，φ(Dr) = det(Dr)（r < n 时两者都为 0，r = n 时为 1）。由 φ 的乘法性，

φ(A) = φ(E1) · · ·φ(Ek)φ(Dr) = det(E1) · · · det(Ek) det(Dr) = det(A).

证毕。 □
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清华大学数学科学系

2023 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

1. 设 A 是三阶实对称矩阵，且每行元素和为 4，α1 = (1,−1, 0)T，α2 = (1,−2, 1)T 为 (I3 − A)x = 0 的

解。求矩阵 A 以及正交阵 Q 使得 QTAQ 为对角阵。

解答 每行元素和为 4 即 A(1, 1, 1)T = 4(1, 1, 1)T，故 4 是 A 的特征值，v1 = (1, 1, 1)T 是特征向量。

又 (I3 −A)αi = 0 即 Aαi = αi，故 α1, α2 是特征值 1 的特征向量，它们线性无关（显然不成比例）。

A 为对称矩阵，不同特征值的特征向量正交，且 α1 · v1 = 1− 1+0 = 0，α2 · v1 = 1− 2+1 = 0，一致。

于是 A 的特征值为 4, 1, 1 。取标准正交特征向量基：

q1 =
1√
3
(1, 1, 1)T, q2 =

1√
2
(1,−1, 0)T,

在 α1, α2 张成的平面内取与 q2 正交的单位向量：

q3 =
1√
6
(−1,−1, 2)T

（即对 (1,−2, 1) 作 Gram–Schmidt 后再单位化）。令

Q =


1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

− 1√
2

− 1√
6

1√
3

0 2√
6

 ,

则 Q 正交且

QTAQ = diag(4, 1, 1).

谱分解（还原 A）：

A = 4 q1q
T
1 + q2q

T
2 + q3q

T
3 =


2 1 1

1 2 1

1 1 2

 .

（验证：每行和为 4，Aα1 = α1，Aα2 = α2 。） □

2. 设 V 是 n 维线性空间，φ,ψ : V → V 是线性变换，且有 φ2 = φ，kerφ 、 Imφ 均是 ψ-不变子空间，

求证：φψ = ψφ 。

解答 由 φ2 = φ，φ 是投影，V = kerφ⊕ Imφ（v = φv+ (v−φv)，其中 φv ∈ Imφ，v−φv ∈ kerφ）
。任取 v ∈ V：

ψv = ψ(φv) + ψ(v − φv),

其中 ψ(φv) ∈ Imφ（Imφ 是 ψ-不变的），ψ(v − φv) ∈ kerφ（kerφ 是 ψ-不变的）。于是

φψ(v) = φ
(
ψ(φv)

)
+ φ

(
ψ(v − φv)

)
= ψ(φv) + 0 = ψ

(
φ(v)

)
= ψφ(v)

（ψ(φv) ∈ Imφ 且 φ 在其上为恒等）。由 v 的任意性，φψ = ψφ 。 □

3. 设 P 为实矩阵，求证：对称分块矩阵 (
0 PT

P 0

)
的正负惯性指数相等，且均等于 rank(P ) 。

解答 记 S =

(
0 PT

P 0

)
。
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设 P 为 m× n 实矩阵，作奇异值分解 P = UΣV T，其中 U ∈ O(m)，V ∈ O(n)，

Σ = diag(σ1, . . . , σr, 0, . . . , 0)，r = rankP，σi > 0 。则

S =

(
0 PT

P 0

)
=

(
U 0

0 V

)(
0 ΣT

Σ 0

)(
UT 0

0 V T

)
.

故 S 正交合同于

(
0 ΣT

Σ 0

)
，后者是分块对角矩阵，块为

(
0 σi

σi 0

)
（i = 1, . . . , r）与零块。每个 2× 2

块

(
0 σ

σ 0

)
的特征值为 ±σ，正、负各一。故 S 的正惯性指数 = 负惯性指数 = r = rankP 。 □

4. 设 A 为 n 阶复可逆矩阵，s ∈ N+，As 可对角化。求证：A 可对角化，并说明 A 可逆这个条件不能删

去。

解答 设 A 的 Jordan 形为 diag
(
Jk1

(λ1), . . . , Jkt
(λt)

)
。因 A 可逆，λi 6= 0 。对每个块 Jk(λ) = λI+N，

Jk(λ)
s = λsI + sλs−1N +

(
s

2

)
λs−2N2 + · · · ,

其幂零部分的第一超对角线元素为 sλs−1 6= 0，故 Jk(λ)
s 仍是一个大小为 k 的 Jordan 块（Jk(λ)

s ∼
Jk(λ

s)）。因此 As 的 Jordan 块与 A 的 Jordan 块大小一一对应。题设 As 可对角化，故所有块的大

小为 1，从而 A 可对角化。

“可逆”不能删去：取幂零矩阵 A =

(
0 1

0 0

)
，则 A2 = O 可对角化，但 A 不可对角化（幂零非零矩阵）

。 □

5. 若 {an}∞n=0 ⊆ R，并且 lim
n→∞

an = α，解答下列问题：

(1) 证明：
∞∑

n=0

an
xn

n!
e−x 在 R 上收敛。

(2) 求 lim
x→+∞

∞∑
n=0

an
xn

n!
e−x 。

(3) 问
∞∑

n=0

an
xn

n!
e−x 是否在 (0,+∞) 上一致收敛？

解答 记 S(x) =
∑∞

n=0 an
xn

n!
，则题设级数即 e−xS(x) 。

(1) 因 {an} 收敛故有界，设 |an| ≤M 。对任意固定的 x ∈ R，∣∣∣anxn
n!

∣∣∣ ≤M
|x|n

n!
,

而
∑ |x|n

n!
= e|x| < +∞，故

∑
an
xn

n!
绝对收敛，S(x) 良定义，原级数（乘上 e−x）在 R 上收敛。

(2) 因 e−x
∑∞

n=0

xn

n!
= 1，

e−xS(x)− α = e−x

∞∑
n=0

(an − α)
xn

n!
.

任给 ε > 0，取 N 使 n > N 时 |an − α| < ε 。则∣∣∣e−x
∑
n>N

(an − α)
xn

n!

∣∣∣ ≤ ε e−x
∑
n>N

xn

n!
≤ ε (x > 0),

而前有限项部分

e−x

N∑
n=0

|an − α|x
n

n!
−→ 0 (x→ +∞)
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（有限个 e−xxn 之和趋于 0）。故

lim
x→+∞

e−xS(x) = α.

(3) 不一定一致收敛。反例：取 a0 = 1，an = 0（n ≥ 1），则 an → α = 0，而

e−xS(x) = e−x, lim
x→+∞

e−xS(x) = 0.

部分和序列 SN (x)e−x =
∑N

n=0 an
xn

n!
e−x = e−x（对一切 N ≥ 0），

sup
x∈(0,∞)

∣∣SN (x)e−x − 0
∣∣ = sup

x>0
e−x = 1 9 0,

故在 (0,+∞) 上不一致收敛。 □

6. 设 f : Rn → R 是连续函数，在 Rn \ {0} 上可微，且 lim
x→0

∂f

∂xi
(x) = 0，i = 1, 2, . . . , n 。求证：f 在 Rn

上可微。

解答 只需证 f 在原点可微且 df(0) = 0 。任取 0 6= x ∈ Rn，考虑 g(t) = f(tx)（t ∈ [0, 1]），它在

[0, 1] 上连续、在 (0, 1] 上可微。由 Lagrange 中值定理，存在 θ ∈ (0, 1) 使

f(x)− f(0) = g(1)− g(0) = g′(θ) = ∇f(θx) · x.

由条件 ∇f(y) → 0（y → 0），当 x→ 0 时 θx→ 0，故

|f(x)− f(0)− df(0) · x|
|x|

=
|∇f(θx) · x|

|x|
≤ |∇f(θx)| −→ 0.

因此 f 在 0 处可微（且 f(0) = 0 时导数为 0 向量；一般地 df(0) = 0）。 □

7. 设 Ω ⊂ Rn+m 是开集，映射 f : Ω → Rm 连续可微，x0 ∈ Ω，并且
∂f1

∂x1
(x0) · · · ∂f1

∂xm+n
(x0)

...
...

∂fm

∂x1
(x0) · · · ∂fm

∂xm+n
(x0)


的秩为 m，其中

∂f i

∂xj
表示 f 的第 i 个分量函数对第 j 个自变量分量求导。求证：存在 x0 的开邻域

U ⊂ Ω，并且在 U 上有 C1 同胚 φ : U → φ(U)，使得

f ◦ φ−1(y1, y2, . . . , ym+n) = (y1, y2, . . . , ym).

解答 （秩定理。）秩为 m 说明 Jacobi 矩阵的 m 行线性无关，即存在 m 列构成可逆的 m×m 子矩

阵。对自变量坐标作一个置换（记置换后的坐标为 u ∈ Rm，v ∈ Rn，x = (u, v) 至多重排分量），使

det ∂f
∂u

(x0) 6= 0.

定义

Φ : Ω → Rm+n, Φ(u, v) =
(
f(u, v), v

)
.

则 Φ 是 C1 的，且

Φ′(x0) =

∂f∂u (x0) ∂f

∂v
(x0)

0 In

 ,

其行列式 = det ∂f
∂u

(x0) 6= 0 。由逆映射定理，存在 x0 的邻域 U 使 Φ|U : U → Φ(U) 为 C1 同胚。取

φ = Φ|U（并记新坐标 y = (y1, . . . , ym+n) = Φ(u, v) =
(
f(u, v), v

)
），则

f ◦ φ−1(y1, . . . , ym+n) = f
(
Φ−1(y)

)
=
(
Φ ◦ Φ−1(y)

)
的前m 个分量 = (y1, . . . , ym).

证毕。 □
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8. 设 D ⊂ R3 为坐标平面、 x+ y = 1 和 x2 + z2 = 1 所围成的在第一象限的区域。计算
ˆ
∂D

(
2xz dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z2 dx ∧ dy

)
,

其中 ∂D 取外侧。

解答 （Stokes/Gauss 公式。）对微分形式 ω = 2xz dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z2 dx ∧ dy，

dω =
(∂(2xz)

∂x
+
∂y

∂y
+
∂(z2)

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz = (1 + 4z) dx ∧ dy ∧ dz.

区域

D =
{
(x, y, z) : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y ≤ 1, x2 + z2 ≤ 1

}
.

由 Gauss 公式： ˆ
∂D

ω =

˚
D

(1 + 4z) dxdydz.

按 x, z 先积分 y（0 ≤ y ≤ 1− x）：

˚
D

(1 + 4z) =

ˆ 1

0

ˆ √
1−x2

0

ˆ 1−x

0

(1 + 4z) dy dz dx

=

ˆ 1

0

ˆ √
1−x2

0

(1− x)(1 + 4z) dz dx

=

ˆ 1

0

(1− x)
[√

1− x2 + 2(1− x2)
]
dx

=

ˆ 1

0

(1− x)
√
1− x2 dx+ 2

ˆ 1

0

(1− x)(1− x2) dx

=
(π
4
− 1

3

)
+ 2 · 5

12
=
π

4
+

1

2
.

（其中
´ 1

0
(1−x)

√
1− x2 dx =

´ 1

0

√
1− x2 dx−

´ 1

0
x
√
1− x2 dx =

π

4
− 1

3
，
´ 1

0
(1−x)(1−x2) dx =

5

12
。）

故 ˆ
∂D

ω =
π

4
+

1

2
.

□

9. γ ⊂ C 是简单闭曲线，设 D 为 γ 围成的无界区域，有 f ∈ H(D) ∩ C(D) 并且 f(+∞) = α，计算

1

2πi

ˆ
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ,

其中 z 在 γ 围成的有界区域内，并且积分方向取正方向（γ 逆时针方向）。

解答 记 g(ξ) = f(ξ) − α，则 g 在无界区域 D 上解析，g(∞) = 0 。取 R 充分大，使 z 与 γ 都在

|ξ| < R 内。 g(ξ)/(ξ − z) 在 γ 与 |ξ| = R 之间的环域上解析，由 Cauchy 定理（环域的两个边界分量，

外圆取逆时针、内圆 γ 取顺时针时积分之和为 0）：

1

2πi

˛
|ξ|=R

g(ξ)

ξ − z
dξ = 1

2πi

ˆ
γ,逆时针

g(ξ)

ξ − z
dξ.

令 R→ ∞： ∣∣∣˛
|ξ|=R

g(ξ)

ξ − z
dξ
∣∣∣ ≤ sup

|ξ|=R

|g(ξ)| · 2πR

R− |z|
−→ 0 (因g(ξ) → 0).

故 ˆ
γ

f(ξ)− α

ξ − z
dξ = 0.
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又由 Cauchy 积分公式（常数 α 在 γ 内部解析），
ˆ
γ

α

ξ − z
dξ = α · 2πi.

相加得
1

2πi

ˆ
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ = α.

（验证：如 γ 为单位圆，f(ξ) = α+
1

ξ
，|z| < 1 时

1

2πi

˛
|ξ|=1

α+ 1/ξ

ξ − z
dξ = α 。） □

10. 设 f : B(0, 1) → B(0, 1) 是单位圆盘上的全纯函数，并且 f(0) = a，使用 Schwarz 引理证明：f 在

B(0, |a|) = {z | |z| < |a|} 上无零点。

解答 反证：设存在 z0，|z0| < |a|，使 f(z0) = 0 。对圆盘自同构

φz0(w) =
w − z0
1− z0w

应用 Schwarz–Pick 引理（f 映圆盘到圆盘）：∣∣f(z0)∣∣ ≤ ∣∣φz0(z0)
∣∣ = 0

不产生矛盾；改用在 z = 0 处的 Schwarz–Pick 不等式：

|f(0)− f(z0)|
|1− f(z0)f(0)|

≤
∣∣∣ 0− z0
1− z0 · 0

∣∣∣ = |z0|.

由 f(z0) = 0，f(0) = a，左端为
|a|

|1− 0 · a|
= |a|，故

|a| ≤ |z0| < |a|,

矛盾。故 f 在 B(0, |a|) 上无零点。

（更直接地：若 f(z0) = 0，由 Schwarz–Pick 引理，

|f(0)| =
∣∣φz0

(
f(z0)

)
· . . .

∣∣
的变形即 |a| ≤ |φz0(0)| = |z0|，同样矛盾。） □
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清华大学求真书院

2024 年夏令营招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

1.（10 分）是否存在 n(n ≥ 2) 阶矩阵 A 同时满足下列条件？

(1) AeA = In 。

(2) A 的特征值为实数。

解答 存在。取 A = λ0In，其中 λ0 为方程 xex = 1 的唯一实数解（存在唯一：h(x) = xex 在 [0,∞)

上严格递增，h(0) = 0，h(1) = e > 1，故存在唯一 λ0 ∈ (0, 1)，λ0 ≈ 0.5671）。则

AeA = λ0In · eλ0In = λ0e
λ0In = In,

且 A 的 n 个特征值均为 λ0（实数）。故这样的矩阵存在。

（事实上 A = λ0In 是唯一解：若 AeA = In，则 A 与 eA 可交换，A = e−A；A 的特征值 λ 满足

λeλ = 1，实数特征值只能为 λ0；若 A 有大小 ≥ 2 的 Jordan 块，则 AeA = I 还要求 (xex)′|x=λ0
= 0，

但 eλ0(1 + λ0) 6= 0，故 A 只能为 λ0In 。） □

2.（10 分）求出 I + αvvT 的特征值和特征向量，其中 0 6= α ∈ R，0 6= v ∈ Rn 。

解答 记 M = I + αvvT 。

• 对向量 v 本身：Mv = v + αv(vTv) = v + α‖v‖2v = (1 + α‖v‖2)v 。故 v 是特征向量，特征值为

λ1 = 1 + α‖v‖2；

• 对任意 u ∈ v⊥（n − 1 维子空间）：Mu = u + αv(vTu) = u 。故 v⊥ 中任意非零向量都是特征向

量，特征值为 1（n− 1 重）。

（若 1 + α‖v‖2 = 1，即 α = 0，与题设矛盾，故 λ1 6= 1，上述已列出全部特征值。）综上，特征值为

1 + α‖v‖2（一重，特征向量为 v 的倍数）与 1（n− 1 重，特征向量为 v⊥ 中的非零向量）。 □

3.（20 分）

(1) 设 A 为 n 阶实反对称矩阵，B 为 n 阶实对角矩阵，并且矩阵 B 的主对角线上的元素均大于零，

求证：|A+B| > 0 。

(2) 设 A 是 n 阶正定矩阵，B 是 n 阶非零半正定矩阵，求证：|A+B| > |A|+ |B| 。

解答 (1) 对任意 0 6= x ∈ Rn，因 A 反对称，xTAx = 0，故

xT(A+B)x = xTAx+ xTBx = xTBx =

n∑
i=1

biix
2
i > 0

（B 的对角元全为正）。所以 A+B 是正定矩阵，其特征值全为正，行列式

|A+B| =
n∏

i=1

λi(A+B) > 0.

(2) 令 C = A−1/2BA−1/2（A1/2 为 A 的唯一正定平方根），则 C 半正定且 C 6= O 。设 C 的特征值为

µ1, . . . , µn ≥ 0（不全为 0）。则

|A+B| = |A| · |I + C| = |A|
n∏

i=1

(1 + µi),
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而 |B| = |A||C| = |A|
∏

i µi 。因 µi ≥ 0 且至少一个 > 0，展开

n∏
i=1

(1 + µi) = 1 +
∑
i

µi + (正的非负交叉项)+
∏
i

µi > 1 +
∏
i

µi,

故

|A+B| > |A|
(
1 +

∏
i

µi

)
= |A|+ |A| · |C| = |A|+ |B|.

□

4.（15 分）函数 f(x) 在 [a, b] 上可导。证明或举例否定：

(1) 导函数在 [a, b] 上连续。

(2) 导函数在 [a, b] 上具有介值性。

解答 (1) 否定。取

f(x) =


x2 sin 1

x2
, x 6= 0,

0, x = 0,

（在 [−1, 1] 上）。 x 6= 0 时 f ′(x) = 2x sin 1

x2
− 2

x
cos 1

x2
；在 x = 0 处

f ′(0) = lim
h→0

h2 sin(1/h2)
h

= 0.

但 f ′(x) 在 x → 0 时无极限（
2

x
cos 1

x2
无界振荡），故 f ′ 在 0 处不连续。所以可导函数的导函数可以

不连续。

(2) 肯定：导函数具有介值性（Darboux 定理）。证明：设 f 在 [a, b] 可导，f ′(a) < c < f ′(b)（其余情

形类似）。考虑 g(x) = f(x)− cx，则 g 可导，g′(a) < 0 < g′(b) 。 g 在 [a, b] 连续，故在 [a, b] 上取得最

小值；因 g′(a) < 0，g(a) 不是最小值（a 附近右侧有更小值），因 g′(b) > 0，g(b) 也不是最小值，故最

小值在 (a, b) 内某点 ξ 取到，g′(ξ) = 0，即 f ′(ξ) = c 。所以 f ′ 取到 f ′(a) 与 f ′(b) 之间的一切值。 □

5.（15 分）设 f(x) 是 [0, 1] 上的函数，对任意 x ∈ [0, 1] 有 lim
t→x

f(t) 存在，记该值为 g(x) 。证明：

(1) g(x) 在 [0, 1] 上连续。

(2) f(x) 的间断点至多可数。

解答 (1) 任取 x0 ∈ [0, 1] 与 ε > 0 。由 g(x0) = limt→x0
f(t)，存在 δ > 0，当 0 < |t − x0| < δ 时

|f(t)− g(x0)| < ε 。对任意满足 0 < |y−x0| < δ 的 y，取 t→ y（且 0 < |t−x0| < δ），由 f(t) → g(y)：

|g(y)− g(x0)| ≤ lim sup
t→y

|f(t)− g(x0)| ≤ ε.

故 g 在 x0 连续。

(2) f 的间断点必满足 f(x) 6= g(x) 。对每个 n ∈ N+，令

En =
{
x : |f(x)− g(x)| > 1

n

}
.

若 x ∈ En，由 g(x) = limt→x f(t)，存在 δ > 0，当 0 < |t− x| < δ 时 |f(t)− g(x)| < 1

2n
，结合 g 的连

续性知该邻域内 |f(t)− g(t)| ≤ 1

n
对 t 6= x 成立，即 (x− δ, x+ δ)∩En = {x} 。故 En 的每个点都是孤

立点，En 至多可数（数轴上孤立点集可数：每个孤立点可取一个含它的有理开区间互不相交）。于是

{f 的间断点} ⊆
∞⋃

n=1

En

至多可数。 □
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6.（10 分） ˆ +∞

0

[sin(3x)
3x2

− sin(2x)
2x2

]
dx

是否收敛，若收敛求积分值。

解答 收敛且值为 ln 2

3
。先看收敛性：在 x→ 0+ 处，

sin(3x)
3x2

− sin(2x)
2x2

=
2 sin(3x)− 3 sin(2x)

6x2
=

− 5
2
x3 +O(x5)

6x2
= − 5

12
x+O(x3) −→ 0,

为可去奇点；在 x→ +∞ 处被积函数的绝对值 ≤ 1

3x2
+

1

2x2
=

5

6x2
，绝对收敛。故积分收敛。

求值：分部积分（取 u =
sin(3x)

3
− sin(2x)

2
，dv =

dx
x2

）：

I =
[
− 1

x

(sin(3x)
3

− sin(2x)
2

)]+∞

0
+

ˆ ∞

0

cos(3x)− cos(2x)
x

dx

= 0 +

ˆ ∞

0

cos(3x)− cos(2x)
x

dx.

（边界项：x→ 0 时括号内为 O(x3)，除以 x 后 O(x2) → 0；x→ ∞ 时趋于 0 。）由 Frullani 公式（对

a, b > 0，
ˆ ∞

0

cos(ax)− cos(bx)
x

dx = ln b
a
）：

I = ln 2

3
.

□

7.（10 分）求级数 ∑
n∈Z

n2 + n+ 1

n4 + 1
.

解答 先作分解：
n2 + n+ 1

n4 + 1
=
n2 + 1

n4 + 1
+

n

n4 + 1
.

因
n

n4 + 1
是奇函数且级数绝对收敛，

∑
n∈Z

n

n4 + 1
= 0 。又

∑
n∈Z

n2 + 1

n4 + 1
= 2

∞∑
n=1

n2 + 1

n4 + 1
+ 1.

用熟知的展开（由 π cotπz 的部分分式展开取 z 的适当值求导可得）：

∞∑
n=1

1

n4 + 1
=

π

2
√
2

sinh(π
√
2) + sin(π

√
2)

cosh(π
√
2)− cos(π

√
2)

− 1

2
,

∞∑
n=1

n2

n4 + 1
=

π

2
√
2

sinh(π
√
2)− sin(π

√
2)

cosh(π
√
2)− cos(π

√
2)
.

于是

2

∞∑
n=1

n2 + 1

n4 + 1
+ 1 = 2 · π

2
√
2

2 sinh(π
√
2)

cosh(π
√
2)− cos(π

√
2)

=

√
2π sinh(π

√
2)

cosh(π
√
2)− cos(π

√
2)
.

故 ∑
n∈Z

n2 + n+ 1

n4 + 1
=

√
2π sinh(π

√
2)

cosh(π
√
2)− cos(π

√
2)
.

□
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8.（10 分）设 {fn(x)} 在 Lp 中收敛，求证其存在几乎处处收敛的子列。

解答 设 fn → f 于 Lp（1 ≤ p <∞）。归纳选取子列 fnk
：先取 n1 使 ‖fn1

−f‖p < 1；再取 nk+1 > nk

使 ‖fnk+1
− f‖p < 2−(k+1) 。则由三角不等式，

∞∑
k=1

∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
p
≤

∞∑
k=1

(∥∥fnk+1
− f

∥∥
p
+
∥∥f − fnk

∥∥
p

)
≤

∞∑
k=1

(
2−(k+1) + 2−k

)
<∞.

由 Minkowski 不等式（单调收敛），∥∥∥ ∞∑
k=1

∣∣fnk+1
− fnk

∣∣∥∥∥
p
≤

∞∑
k=1

∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
p
<∞,

故
∑

k

∣∣fnk+1
− fnk

∣∣ < +∞ 几乎处处成立，从而级数
∑

k

(
fnk+1

− fnk

)
几乎处处绝对收敛。由

fnm
= fn1

+

m−1∑
k=1

(
fnk+1

− fnk

)
,

{fnm
} 几乎处处收敛（且极限几乎处处等于 f）。证毕。 □
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清华大学数学科学系

2024 年夏令营招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

1. 设

A =


−3 2 2

2 −3 2

2 2 −3

 ,

试求矩阵 Q，使得 QTAQ 为对角矩阵，并求 A 的谱分解。

解答 注意到 A = 2J − 5I（J 为全 1 矩阵）。 J 的特征值为 3（一重，特征向量 (1, 1, 1)T）与 0（二

重，特征子空间为平面 x1 + x2 + x3 = 0），故 A 的特征值为 2 · 3− 5 = 1（一重）与 2 · 0− 5 = −5（二

重）。

取标准正交特征向量基：

q1 =
1√
3
(1, 1, 1)T, q2 =

1√
2
(1,−1, 0)T, q3 =

1√
6
(1, 1,−2)T.

（q2, q3 为平面 x1 + x2 + x3 = 0 的一组标准正交基。）令

Q =


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

 ,

则 Q 为正交矩阵，且

QTAQ = diag(1,−5,−5).

谱分解：

A = 1 · q1qT
1 + (−5)

(
q2q

T
2 + q3q

T
3

)
= q1q

T
1 − 5

(
I − q1q

T
1

)
= 6 q1q

T
1 − 5I =

2

3
J − 5I.

（展开 q1q
T
1 =

1

3
J，即回到 A = 2J − 5I 。） □

2. 设 AB = BA，求证 AB∗ = B∗A，其中 B∗ 表示 B 的伴随矩阵。

解答 由 Cayley–Hamilton 定理，设 B 的特征多项式为 fB(x) = xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn，则

Bn + c1B
n−1 + · · ·+ cn−1B + cnI = O.

由伴随矩阵的定义 BB∗ = B∗B = |B|I 及上式，有

B∗ = (−1)n+1
(
Bn−1 + c1B

n−2 + · · ·+ cn−1I
)

（当 B 可逆时显然：B∗ = |B|B−1 代入 Cayley–Hamilton 式；一般情形由两边都是矩阵元素的多项式

、在可逆矩阵稠密处相等得恒等）。故 B∗ 是 B 的多项式 p(B) 。因 AB = BA，A 与 B 的每个幂（从

而与 p(B)）可交换：

AB∗ = Ap(B) = p(B)A = B∗A.

□

3. 设 F 为数域，A ∈Mm×m(F )，B ∈Mn×n(F )，并且

φ :Mm×n(F ) →Mm×n(F ), X 7→ AXB.
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求证：若 λ, µ 分别为 A,B 的特征值，则 λµ 为 φ 的特征值，并且 φ 的特征值均有此形式。

解答 （在 F 的代数闭包 F 上考虑。）先证 λµ 是特征值：设 Au = λu，u 6= 0，且 BTv = µv，v 6= 0

。令 X = uvT ∈Mm×n(F )，X 6= O，则

φ(X) = AXB = AuvTB = λu (BTv)T = λu (µv)T = λµuvT = λµX.

故 λµ 是 φ 的特征值。

再证反包含：把 Mm×n 与 Fmn 等同（按列展开），φ 的矩阵是 Kronecker 积 A⊗ BT 。对 A,B 分别

作上三角化（在 F 上），则 A ⊗ BT 也是上三角矩阵，其对角元恰为 λiµj（λi 为 A 的特征值，µj 为

B 的特征值，计重数）。故 φ 的特征多项式为

m∏
i=1

n∏
j=1

(
t− λiµj

)
,

即 φ 的特征值全部形如 λiµj 。 □

4. 设 A 为 n 阶矩阵，rank(A) = r 。求证 I, A, . . . , Ar+1 线性相关。

解答 只需证 A 的极小多项式 mA(x) 的次数不超过 r + 1，因为多项式空间 span{I, A,A2, . . . } ∼=
F [x]/(mA) 的维数等于 degmA，其中 r + 2 个元素 I, A, . . . , Ar+1 必线性相关。

设 A 的 Jordan 标准形为 diag(Jk1
(λ1), . . . , Jks

(λs)) 。记零特征值的块（若有）中最大的阶为 k0，非零

特征值的互异值为 λ′
1, . . . , λ

′
t（重数不计）。则

degmA = k0 + t.

而

r = rankA =
∑
λ′
i ̸=0

ki︸ ︷︷ ︸
≥t

+
∑
λi=0

(ki − 1)︸ ︷︷ ︸
≥k0−1

（非零特征值块每个至少贡献秩 1，且块数 ≥ t，故
∑

λ′
i ̸=0 ki ≥ t；零块最大阶 k0 贡献秩 k0 − 1）。故

r ≥ t+ (k0 − 1) = degmA − 1,

即 degmA ≤ r + 1 。因此 I, A, . . . , Ar+1（r + 2 个元素）在 ≤ (r + 1) 维空间中线性相关。 □

5. 设 f : Rn → R 为局部常值函数，求证 f 为常值函数。

解答 固定 x0 ∈ Rn，令

S =
{
x ∈ Rn : f(x) = f(x0)

}
.

S 6= ∅（x0 ∈ S）。 S 开：若 x ∈ S，由局部常值性，存在 x 的邻域 U 使 f |U ≡ f(x) = f(x0)，故 U ⊂ S

。 S 闭：若 x /∈ S，即 f(x) 6= f(x0)，同样存在 x 的邻域 U 使 f |U ≡ f(x) 6= f(x0)，故 U ∩ S = ∅，

即补集开。因 Rn 连通，既开又闭的非空子集只能是全空间，故 S = Rn，f ≡ f(x0) 为常值。 □

6. 设 B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}，试找出 u : B → R，(x, y) 7→ xy2 的驻点，判断其类型，并求出 u

的最值。

解答 求驻点：∇u = (y2, 2xy) = (0, 0) ⇐⇒ y = 0 。故驻点为 B 内部 y = 0 上的所有点 (x, 0)

（|x| < 1）。在 (x, 0) 处 Hessian 矩阵

H =

(
uxx uxy

uxy uyy

)
=

(
0 2y

2y 2x

)
=

(
0 0

0 2x

)
.
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• 0 < x < 1：H 半正定（秩 1），且 u(x+ h, k) = (x+ h)k2 ≥ 0 = u(x, 0) 当 h > −x 时，故 (x, 0)

是非严格极小点；

• −1 < x < 0：同理为非严格极大点；

• x = 0：u(h, k) = hk2 在 (0, 0) 附近可正可负（h 变号），故 (0, 0) 是鞍点。

求最值：在边界 x2 + y2 = 1 上令 x = cos θ，y = sin θ，则 u = cos θ sin2 θ = cos θ(1 − cos2 θ) 。

记 t = cos θ ∈ [−1, 1]，v(t) = t(1 − t2) = t − t3，v′(t) = 1 − 3t2 = 0 ⇐⇒ t = ± 1√
3

。比较

v(±1/
√
3) = ± 2

3
√
3

与端点值 v(±1) = 0，得

max
B

u =
2

3
√
3
, min

B
u = − 2

3
√
3
.

最大值在
( 1√

3
,±
√

2

3

)
处取得，最小值在

(
− 1√

3
,±
√

2

3

)
处取得。 □

7. 设

I(α) =

¨
R2

sin(x2 + y2)

(x2 + y2)α
dxdy, α ∈ R,

试求 α 的范围使得 I(α) 收敛，并求出其收敛时的值。

解答 作极坐标 x = r cos θ，y = r sin θ：

I(α) = 2π

ˆ ∞

0

sin(r2)
r2α

r dr = 2π

ˆ ∞

0

r1−2α sin(r2) dr = π

ˆ ∞

0

t−α sin tdt (t = r2).

在 t → 0+ 处：sin t ∼ t，被积函数 ∼ t1−α，
´ 1

0
t1−αdt 收敛当且仅当 α < 2 。在 t → +∞ 处：由

Dirichlet 判别法（sin t 的积分有界，t−α ↓ 0），
´∞
1

sin t
tα

dt 收敛当且仅当 α > 0 。故 I(α) 收敛当且仅

当

0 < α < 2.

求值：利用
ˆ ∞

0

ts−1 sin tdt = Γ(s) sin πs
2

（0 < s < 1；对 1 ≤ s < 2 由解析延拓/Abel 和亦成立），取

s = 1− α（0 < α < 2 时 −1 < s < 1）：
ˆ ∞

0

t−α sin tdt = Γ(1− α) sin π(1− α)

2
= Γ(1− α) cos πα

2
.

故

I(α) = π Γ(1− α) cos πα
2
, 0 < α < 2.

（验证：α→ 1+ 时 Γ(1− α) cos πα
2

→ π

2
，与

ˆ ∞

0

sin t
t

dt = π

2
一致。） □

8. 设 f, g ∈ C(R) 且周期为 2π，并且二者具有相同的 Fourier 展开式，求证：f ≡ g 。

解答 令 h = f − g，则 h 连续、以 2π 为周期，且其全部 Fourier 系数为 0 。由 Parseval 恒等式（对

连续函数成立），
1

2π

ˆ π

−π

|h(x)|2 dx =

∞∑
n=−∞

|cn(h)|2 = 0.

因 |h|2 连续非负且积分为 0，得 h ≡ 0，即 f ≡ g 。（若未假设 Parseval 等式，也可用 Fejér 核：h 的

Fourier 级数的算术平均（Fejér 平均）一致收敛于 h，而所有 Fejér 平均为 0，故 h ≡ 0 。） □
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9. 设 f : C → C 为全纯函数，并且 Im f(z) > 0，∀z ∈ C 。求证：f 为常值函数。

解答 定义

g(z) =
f(z)− i

f(z) + i
.

因 Im f > 0，f(z) 6= −i，g 为整函数；且

|g(z)|2 = |f − i|2

|f + i|2
=

(Re f)2 + (Im f − 1)2

(Re f)2 + (Im f + 1)2
=

Im f2 − 2 Im f + 1 + . . .

. . .
< 1

（因 (Im f − 1)2 < (Im f + 1)2 当 Im f > 0），故 |g| < 1 于 C，g 是有界整函数。由 Liouville 定理，g

为常数 c（|c| < 1），从而

f(z) =
i(1 + g(z))

1− g(z)
=
i(1 + c)

1− c

为常数。（1− g(z) 6= 0 因 |c| < 1 。） □

10. 求 ˆ
R

1

coshx dx 及
ˆ
R

x

sinhx dx.

解答 第一个积分：
ˆ
R

dx
coshx = 2

ˆ ∞

0

2dx
ex + e−x

= 4

ˆ ∞

0

ex dx
e2x + 1

= 4

ˆ ∞

1

du
u2 + 1

(u = ex)

= 4
(π
2
− π

4

)
= π.

第二个积分（被积函数为偶函数，x = 0 处可去奇点）：

ˆ
R

x

sinhx dx = 2

ˆ ∞

0

x

sinhx dx = 2

ˆ ∞

0

2x e−x

1− e−2x
dx = 4

ˆ ∞

0

x

∞∑
k=0

e−(2k+1)x dx

= 4

∞∑
k=0

ˆ ∞

0

x e−(2k+1)x dx = 4

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
= 4 · π

2

8
=
π2

2
.

（其中
∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
可由

∑ 1

n2
=
π2

6
得到；逐项积分由单调收敛定理合法。） □
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北京大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李雨恒
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北京大学数学科学学院

2011 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1. f(x) 是定义在 [0, 1] 上的凹函数，经过点 (0, 0), (1, 0),

(
1

3
, 2

)
，并且 f(x) 满足

ˆ 1

0

f(x)dx = 1，试作

出 y = f(x) 的图像。

解答 凹函数（上凸函数）的图像位于任意两点间弦的上方。分别取弦 (0, 0)–( 1
3
, 2) 与 ( 1

3
, 2)–(1, 0)，得

f(x) ≥ g(x) :=

6x, 0 ≤ x ≤ 1
3
,

3(1− x), 1
3
≤ x ≤ 1.

而折线 g 下方面积为两个三角形的面积之和：
ˆ 1

0

g(x) dx =
1

2
· 1
3
· 2 + 1

2
· 2
3
· 2 = 1 =

ˆ 1

0

f(x) dx.

由于 f − g 连续且 f − g ≥ 0，若存在 x0 ∈ [0, 1] 使 f(x0) > g(x0)，则由连续性在 x0 的某邻域内 f > g，

从而
´ 1

0
f >
´ 1

0
g = 1，矛盾。故 f ≡ g，即 f 的图像就是连接 (0, 0),

(
1
3
, 2
)
, (1, 0) 的折线：

f(x) =

6x, 0 ≤ x ≤ 1
3
,

3(1− x), 1
3
≤ x ≤ 1.

图像如下：

x

y

1
3

2

O 1

(
1
3
, 2
)

□

2. (1) 设 f(x) ∈ C[0, 1], f(0) = f(1) 。证明：

∀ 0 < α < 1,
1

α
∈ N, ∃ ξ ∈ [0, 1− α], 使得f(ξ + α) = f(ξ).

(2) 证明：

∀ 0 < α < 1,
1

α
/∈ N, ∃ g(x) ∈ C[0, 1], g(0) = g(1),

满足∀x ∈ [0, 1− α], g(x+ α)− g(x) 6= 0.

解答 (1) 设 n =
1

α
∈ N 。令

F (x) = f(x+ α)− f(x), x ∈ [0, 1− α],
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则 F ∈ C[0, 1− α]，且由 nα = 1 得

n−1∑
k=0

F (kα) =

n−1∑
k=0

[
f((k + 1)α)− f(kα)

]
= f(1)− f(0) = 0.

若 F 在 [0, 1 − α] 上无零点，则由连续性 F 恒正或恒负；但上式表明 F (0), F (α), . . . , F ((n − 1)α) 这

n 个数之和为 0，不可能同号。故存在 ξ ∈ [0, 1− α] 使 F (ξ) = 0，即 f(ξ + α) = f(ξ) 。

(2) 设 n =

⌊
1

α

⌋
，β = 1 − nα 。因

1

α
/∈ N，故 0 < β < α 。在 [0, 1] 上按下述结点作分段线性连续函

数 g：

0 < β < α < α+ β < 2α < · · · < nα < nα+ β = 1,

规定

g(kα) = k, g(kα+ β) = k − n, k = 0, 1, . . . , n.

特别地 g(0) = g(nα+β) = g(1) = 0，满足端点条件。现在验证对一切 x ∈ [0, 1−α] 有 g(x+α)−g(x) = 1

。

当 x ∈ [kα, kα+ β]（0 ≤ k ≤ n− 1）时，

g(x) = k − n

β
(x− kα),

而 x+ α ∈ [(k + 1)α, (k + 1)α+ β]，故

g(x+ α) = k + 1− n

β
(x− kα) =⇒ g(x+ α)− g(x) = 1.

当 x ∈ [kα+ β, (k + 1)α]（0 ≤ k ≤ n− 2）时，

g(x) = k − n+
n+ 1

α− β
(x− kα− β),

而 x+ α ∈ [(k + 1)α+ β, (k + 2)α]，故

g(x+ α) = k + 1− n+
n+ 1

α− β
(x− kα− β) =⇒ g(x+ α)− g(x) = 1.

最后 x ∈ [(n− 1)α+ β, 1− α] 时只有 x = 1− α = (n− 1)α+ β 一点，此时

g(1)− g(1− α) = 0−
(
(n− 1)− n

)
= 1.

综上，对一切 x ∈ [0, 1− α] 有 g(x+ α)− g(x) = 1 6= 0，且 g ∈ C[0, 1]，g(0) = g(1) 。命题得证。 □

3. 设 f(x) 在 x0 的某个邻域内连续，以下说法是否成立？

(1) 若 D+f(x0) 存在，则 D0f(x0) 存在。

(2) 若 D0f(x0) 存在，则 D−f(x0) 存在。

其中

D+f(x0) = lim
x1,x2→x0

(x1−x0)(x2−x0)>0

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
,

D0f(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

D−f(x0) = lim
x1,x2→x0

(x1−x0)(x2−x0)<0

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
.

解答 两个说法都成立。



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 47

(1) 设D+f(x0) = L。由定义，∀ ε > 0，∃ δ > 0，当 x1, x2 ∈ (x0−δ, x0+δ)，x1 6= x2 且 (x1−x0)(x2−x0) >
0 时， ∣∣∣∣f(x1)− f(x2)

x1 − x2
− L

∣∣∣∣ < ε.

固定 h（0 < |h| < δ），取 x1 = x0 + h，x2 = x0 + h′，其中 h′ 与 h 同号且 0 < |h′| < δ，h′ 6= h 。则上

式对一切这样的 h′ 成立。令 h′ → 0，由 f 在 x0 连续得 f(x0 + h′) → f(x0)，故

f(x0 + h)− f(x0 + h′)

h− h′
−→ f(x0 + h)− f(x0)

h
,

从而

∣∣∣∣f(x0 + h)− f(x0)

h
− L

∣∣∣∣ ≤ ε 。由 h（0 < |h| < δ）及 ε 的任意性，

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= L,

即 D0f(x0) = f ′(x0) = L 存在。故 (1) 成立。

(2) 设 f ′(x0) = L，则

f(x) = f(x0) + L(x− x0) + r(x)(x− x0), r(x) → 0 (x→ x0).

当 (x1 − x0)(x2 − x0) < 0 时，x1 − x0 与 x2 − x0 异号，故 |x1 − x2| = |x1 − x0|+ |x2 − x0| 。于是∣∣∣∣f(x1)− f(x2)

x1 − x2
− L

∣∣∣∣ = |r(x1)(x1 − x0)− r(x2)(x2 − x0)|
|x1 − x2|

≤ |r(x1)| |x1 − x0|+ |r(x2)| |x2 − x0|
|x1 − x0|+ |x2 − x0|

≤ |r(x1)|+ |r(x2)| → 0

（当 x1, x2 → x0）。故 D−f(x0) = L = f ′(x0) 存在。故 (2) 成立。

注：事实上 D−f(x0) 与 f ′(x0) 的存在性等价；而 f ′(x0) 存在并不保证 D+f(x0) 存在。例如 f(x) =

x2 sin 1

x2
（x 6= 0），f(0) = 0，则 f ′(0) = 0，但当 x1, x2 > 0 时由拉格朗日中值定理，

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
= f ′(ξ)

（ξ 介于 x1, x2 之间），而 f ′(x) = 2x sin 1

x2
− 2

x
cos 1

x2
在 0 附近无界振荡，故 D+f(0) 不存在。 □

4. 设 an ≥ 0，级数
∞∑

n=1

a2n 发散。证明：存在数列 {bn}, {cn} 满足

bn, cn ≥ 0,

∞∑
n=1

b2n < +∞,
∞∑

n=1

c2n < +∞

使得
∞∑

n=1

anbn < +∞,

∞∑
n=1

ancn 发散.

解答 由
∞∑

n=1

a2n = +∞，可选取严格递增的正整数列 0 = N0 < N1 < N2 < · · ·，使得每一块

Bk = {Nk−1 + 1, Nk−1 + 2, . . . , Nk} (k = 1, 2, . . . )

上成立 Tk :=
∑
n∈Bk

a2n ≥ 1 。下面在块 Bk 上分别定义 cn, bn 。

构造 {cn}：当 n ∈ Bk 时令

cn =
an
kTk

≥ 0.

则 ∑
n∈Bk

ancn =
1

kTk

∑
n∈Bk

a2n =
1

k
,
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故
∞∑

n=1

ancn =

∞∑
k=1

1

k
= +∞;

而 ∑
n∈Bk

c2n =
1

k2T 2
k

∑
n∈Bk

a2n =
1

k2Tk

≤ 1

k2
,

故
∞∑

n=1

c2n ≤
∞∑
k=1

1

k2
< +∞.

构造 {bn}：当 n ∈ Bk 时令

bn =
an
k2Tk

≥ 0.

则 ∑
n∈Bk

anbn =
1

k2Tk

∑
n∈Bk

a2n =
1

k2
,

故
∞∑

n=1

anbn =

∞∑
k=1

1

k2
< +∞;

而 ∑
n∈Bk

b2n =
1

k4T 2
k

∑
n∈Bk

a2n =
1

k4Tk

≤ 1

k4
,

故
∞∑

n=1

b2n ≤
∞∑
k=1

1

k4
< +∞.

命题得证。 □

5. 设
f(x) = xn + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an,

g(x) = xm + b1x
m−1 + · · ·+ bm−1x+ bm

Am+n 为 m+ n 阶方阵，前 m 行是 f(x) 的系数，后 n 行是 g(x) 的系数，即

Am+n =



1 a1 a2 · · · an

1 a1 a2 · · · an
. . . . . .

1 a1 a2 · · · an

1 b1 · · · bm

1 b1 · · · bm
. . . . . .

1 b1 · · · bm


证明：f(x) 和 g(x) 的最大公因式的次数等于 m+ n− rank(Am+n) 。

解答 记 Pj = {p(x) ∈ R[x] : deg p ≤ j}，则 dimPj = j + 1 。考虑线性映射

φ : Pm−1 ⊕ Pn−1 −→ Pm+n−1, (u, v) 7→ uf + vg.

在基 {xm−1, . . . , x, 1; xn−1, . . . , x, 1} 与 {xm+n−1, . . . , x, 1} 下，φ 的矩阵正是 Am+n（其各列为

xm−1f, . . . , f, xn−1g, . . . , g
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的系数，即 Sylvester 矩阵），故

rank(Am+n) = dim Imφ.

设 d = gcd(f, g)，deg d = r，且 f = dp, g = dq，其中 gcd(p, q) = 1，deg p = n− r，deg q = m− r 。对

(u, v) ∈ kerφ，有 uf + vg = 0，即 up = −vq 。由 gcd(p, q) = 1 得 p | v，设 v = ph，则 u = −qh，且

degu = deg q + degh ≤ m− 1 =⇒ degh ≤ (m− 1)− (m− r) = r − 1.

反之，任取 h ∈ Pr−1，(−qh, ph) 满足 (−qh)f + (ph)g = d(−qhp+ phq) = 0，故 (−qh, ph) ∈ kerφ 。

因此

kerφ =
{
(−qh, ph) : h ∈ Pr−1

} ∼= Pr−1, dimkerφ = r.

由维数公式，

rank(Am+n) = dim(Pm−1 ⊕ Pn−1)− r = m+ n− r,

故

deg gcd(f, g) = r = m+ n− rank(Am+n).

□

6. (1) 设 U 是 ABX = 0 的基础解系，其中 A 是 m×n 矩阵，B 是 n× p 矩阵，X 是 p× 1 列向量，W

是 Rn 的子空间，W = {Y = BX | X ∈ U} 。证明：W 的维数等于 rank(B)− rank(AB) 。

(2) 证明：对任意矩阵 A,B,C，有

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(B) + rank(ABC).

解答 (1) 记 U = {X ∈ Rp : ABX = 0} = ker(AB) 。考虑限制映射

L : U −→ Rn, X 7→ BX,

则 W = ImL 。由核像维数公式，

dimW = dimU − dimkerL.

因 U = ker(AB)，故 dimU = p−rank(AB)；又 kerL = {X ∈ ker(AB) : BX = 0} = ker(AB)∩kerB =

kerB（显然 kerB ⊆ ker(AB)），故 dimkerL = dimkerB = p− rank(B) 。于是

dimW =
(
p− rank(AB)

)
−
(
p− rank(B)

)
= rank(B)− rank(AB).

(2) 先用秩-零化度公式给出一个基本恒等式：对矩阵 X,Y，

rank(XY ) = dim Im(XY ) = dimX(ImY ) = dim ImY−dim(kerX∩ImY ) = rankY−dim(kerX∩ImY ).

分别取 (X,Y ) = (A,B) 与 (X,Y ) = (A,BC)，得

rank(AB) = rankB − dim(kerA ∩ ImB),

rank(ABC) = rank(BC)− dim(kerA ∩ Im(BC)).

由于 Im(BC) = B(ImC) ⊆ ImB，故

dim(kerA ∩ Im(BC)) ≤ dim(kerA ∩ ImB).

于是
rank(ABC) = rank(BC)− dim(kerA ∩ Im(BC))

≥ rank(BC)− dim(kerA ∩ ImB)

= rank(BC)− rankB + rank(AB).
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移项即得

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(B) + rank(ABC).

□

7. 设 A,B 是 n 阶方阵，A,B 乘法可交换，B 是幂零矩阵，证明：A+B 和 A 有相同的特征多项式。

解答 （若矩阵是实矩阵，则先视作复矩阵，特征多项式不变。）先证一个引理：

引理设 A,B 是复数域上可交换的 n 阶方阵，则存在可逆矩阵 P 使 P−1AP 与 P−1BP 同为上三角矩

阵。

引理的证明对 n 归纳。取 A 的一个特征值 λ，考虑特征子空间 Vλ = ker(A− λI) 。对任意 v ∈ Vλ，

(A− λI)Bv = B(A− λI)v = 0,

故 Bv ∈ Vλ，即 Vλ 是 B 的不变子空间。在 Vλ 上取 B 的一个特征向量 v1 6= 0，则 v1 是 A,B 的公共

特征向量。将 v1 扩充为 Cn 的一组基，并对商空间使用归纳假设（A,B 在商空间上诱导的线性变换仍

可交换），即得结论。

回到本题。由引理，在适当的基下 A,B 同时上三角化：A = (aij)，B = (bij) 均为上三角矩阵，对角

元分别为 a11, . . . , ann 与 b11, . . . , bnn 。因 B 幂零，其特征值全为 0，故 bii = 0（i = 1, . . . , n）。此时

A+B 也是上三角矩阵，对角元为 a11, . . . , ann 。于是

det
(
λI − (A+B)

)
=

n∏
i=1

(λ− aii) = det(λI −A),

即 A+B 与 A 有相同的特征多项式。 □

8. 设二次曲面 Γ : x2 + y2 − z2 = 1，平面 Σ(θ) 过直线x = 1,

z = 0,

且与平面 z = 0 夹角为 θ 。

(1) 当 θ 从 0 到
π

2
连续变化时，Σ(θ) ∩ Γ 对应的曲线是哪种类型？

(2) 证明：若平面 Ax+By + Cz +D = 0 与 Γ 的交线为两条直线，则 A2 +B2 = C2 +D2 。

解答 (1) 过直线

x = 1,

z = 0
的平面束为 x = 1 + tz（t ∈ R），其中 t = tan θ ≥ 0（平面 x = 1 + tz 的

法向量 (1, 0,−t) 与 z 轴夹角 θ）。将 x = 1 + tz 代入 Γ 的方程：

(1 + tz)2 + y2 − z2 = 1 =⇒ y2 + (t2 − 1)z2 + 2tz = 0.

这是平面 Σ(θ) 上以 y, z 为参数的二次曲线（均过点 (1, 0, 0)）。按 t 分类：

• t = 0（θ = 0）：y2 − z2 = 0，即 y = ±z，为两条相交直线；

• 0 < t < 1（0 < θ <
π

4
）：二次型 y2 + (t2 − 1)z2 不定，为双曲线；

• t = 1（θ =
π

4
）：y2 + 2z = 0，为抛物线；

• t > 1（
π

4
< θ <

π

2
）：二次型 y2 + (t2 − 1)z2 正定，为椭圆；

• θ =
π

2
：平面为 z = 0，交线为圆 x2 + y2 = 1（椭圆的极限情形）。
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(2) 设平面 Π : Ax+By +Cz +D = 0 与 Γ 的交线为两条直线 l, l′ 。先证 l 与 l′ 相交。单叶双曲面上

的直线（直母线）分属两族，同族直线彼此异面，异族直线彼此相交；而 l, l′ 同在一个平面内，不可能

异面，故 l, l′ 必相交，设交点为 P = (x0, y0, z0) ∈ Γ 。

Γ 在 P 点的切平面为

x0x+ y0y − z0z = x20 + y20 − z20 = 1.

由于 l, l′ 是 Γ 上过 P 的两条直线，它们都落在该切平面内（过曲面上一点的曲面切线必在切平面内），

故 Π 就是切平面。于是存在 λ 6= 0 使

(A,B,C,D) = λ(x0, y0,−z0,−1).

因此

A2 +B2 = λ2(x20 + y20),

C2 +D2 = λ2(z20 + 1) = λ2
(
z20 + (x20 + y20 − z20)

)
= λ2(x20 + y20).

故 A2 +B2 = C2 +D2 。 □

9. 设 f(x) 在 [a,+∞) 上有定义，反常积分
ˆ +∞

0

f(x)dx收敛，依次验证下列条件能否推出 lim
x→+∞

f(x) = 0

。

(1) f(x) ∈ C∞[a,+∞) 。

(2)
ˆ +∞

0

|f(x)|3dx 收敛。

(3)
ˆ +∞

0

|f ′(x)|2dx 收敛。

(4)
ˆ +∞

0

|f ′′(x)|dx 收敛。

解答 以下把 f 视为 [0,+∞) 上的函数（题设积分限为 0 到 +∞）。结论：(1)(2) 不能推出，(3)(4) 能

推出。

(1) 不能推出。取 C∞ 鼓包函数 φ(x)：φ ∈ C∞(R)，0 ≤ φ ≤ 1，suppφ ⊂ (−1, 1)，φ(0) = 1（例如

φ(x) = e
− 1

1−x2 χ|x|<1 再乘常数）。令

f(x) =
∞∑

n=1

φ
(
n2(x− n)

)
.

第 n 个鼓包支在
[
n− 1

n2 , n+ 1
n2

]
上，彼此不相交，故 f ∈ C∞[0,+∞)，且

ˆ +∞

0

f(x) dx =

∞∑
n=1

ˆ
φ
(
n2(x− n)

)
dx =

∞∑
n=1

1

n2

ˆ
φ <∞,

但 f(n) = 1 9 0 。

(2) 不能推出。作高为 hn = n1/4 、底宽为 2n−2 的三角形尖峰：当 n ≥ 2 时令

f(x) = hn
(
1− n2|x− n|

)
, x ∈

[
n− n−2, n+ n−2

]
,

其余处 f(x) = 0，各尖峰相接处取 0 。则 f 连续，且

ˆ +∞

0

f dx =
∑
n

hnn
−2 =

∑
n

n1/4 · n−2 =
∑
n

n−7/4 < +∞,

ˆ +∞

0

|f |3 dx =
∑
n

h3nn
−2 =

∑
n

n3/4 · n−2 =
∑
n

n−5/4 < +∞,
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但 f(n) = n1/4 → +∞（甚至连有界性都不成立）。

(3) 能推出。设
´ +∞
0

|f ′|2 dx = M2 < +∞ 。若 limx→+∞ f(x) 6= 0，则存在 ε > 0 与 xk → +∞ 使

|f(xk)| ≥ ε 。对 x ≥ xk，由 Cauchy–Schwarz 不等式，

|f(x)− f(xk)| =
∣∣∣∣ˆ x

xk

f ′
∣∣∣∣ ≤ √

x− xk

(ˆ +∞

xk

|f ′|2
)1/2

≤M
√
x− xk.

取 δ =
( ε

2M

)2
，则在 [xk, xk + δ] 上 |f(x)| ≥ ε

2
。因 f 连续，f 在 [xk, xk + δ] 上保号，故∣∣∣∣∣

ˆ xk+δ

xk

f(x) dx
∣∣∣∣∣ ≥ εδ

2
> 0.

由反常积分的 Cauchy 收敛准则，当 R 充分大时对一切 v > u > R 有
∣∣´ v

u
f
∣∣ < εδ

2
，与上式（xk → +∞）

矛盾。故 limx→+∞ f(x) = 0 。

(4) 能推出。因
´ +∞
0

|f ′′| < +∞，极限

lim
x→+∞

f ′(x) = f ′(0) +

ˆ +∞

0

f ′′(x) dx =: L

存在。若 L 6= 0，不妨 L > 0，则当 x 充分大时 f ′(x) ≥ L

2
，从而 f(x) → +∞，与

´ +∞
0

f 收敛矛盾

（可用 Cauchy 准则）。故 L = 0 。于是

f ′(x) = −
ˆ +∞

x

f ′′(t) dt,

从而 |f ′(x)| ≤
´ +∞
x

|f ′′| = ω(x) → 0 (x → +∞) 。若 limx→+∞ f(x) 6= 0，则存在 ε > 0 与 xk → +∞
使 |f(xk)| ≥ ε 。在 [xk, xk + 1] 上，

|f(x)− f(xk)| ≤ sup
t∈[xk,xk+1]

|f ′(t)| ≤ ω(xk) → 0,

故 k 充分大时 |f(x)| ≥ ε

2
于 [xk, xk + 1] 上成立，且 f 保号，从而

∣∣∣´ xk+1

xk
f
∣∣∣ ≥ ε

2
，与 Cauchy 收敛准

则矛盾。故 limx→+∞ f(x) = 0 。 □

10. 求下述几何体的体积：

−1 ≤ x1, x2, . . . , xn ≤ 1, −1 ≤ x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ 1.

解答 记 Ω =
{
(x1, . . . , xn) : −1 ≤ xi ≤ 1, −1 ≤

∑n
i=1 xi ≤ 1

}
。由对称性，

vol(Ω) = 2n − 2 vol(C+), C+ =
{
x ∈ [−1, 1]n :

n∑
i=1

xi > 1
}

（两个“角”C+ 与 {
∑
xi < −1} 体积相等且不相交）。作替换 yi = 1 − xi，则 yi ∈ [0, 2]，且

∑
xi >

1 ⇐⇒
∑
yi < n− 1，故

vol(C+) = vol
{
y ∈ [0, 2]n :

n∑
i=1

yi ≤ n− 1
}
.

用容斥原理计算上式。记 Ei = {yi > 2} 。 Rn 中单纯形 {yi ≥ 0,
∑
yi ≤ s} 的体积为

sn

n!
。于是

vol
{
y ∈ [0, 2]n :

∑
yi ≤ n− 1

}
=

1

n!

⌊(n−1)/2⌋∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n− 1− 2k)n,
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其中第 k 项对应“恰有某 k 个坐标 ≥ 2”的容斥（此时其余坐标之和 ≤ n− 1− 2k，当 n− 1− 2k < 0 时

体积为 0，故 k ≤ b(n− 1)/2c）。因此

vol(Ω) = 2n − 2

n!

⌊(n−1)/2⌋∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n− 1− 2k)n.

例如 n = 1 时体积为 2；n = 2 时为 4− 2 · 1
2
= 3；n = 3 时为 8− 2 · 8

6
=

16

3
。 □

11. 对任意 n 维列向量 α, β，αTAβ = 0 当且仅当 βTAα = 0 。证明：A 为对称矩阵或者反对称矩阵。

解答 记双线性型 B(α, β) = αTAβ 。注意 βTAα 是数，故 βTAα = αTATβ 。题设等价于

B(α, β) = 0 ⇐⇒ B(β, α) = 0 (∀α, β).

先证一个引理：若双线性型 B 满足上式，则 B 或对称或反对称。

若 B(x, x) = 0 对一切 x 成立，则

0 = B(x+ y, x+ y) = B(x, y) +B(y, x),

故 B(x, y) = −B(y, x)，B 反对称。

否则存在 x 使 B(x, x) 6= 0，不妨设 B(x, x) = 1 。对任意 y，因

B
(
y −B(y, x)x, x

)
= B(y, x)−B(y, x)B(x, x) = 0,

由题设条件得 B
(
x, y −B(y, x)x

)
= 0，即 B(x, y) = B(y, x) 。故 B(x, ·) = B(·, x) 。

任取 y, z 。若 B(y, x) 6= 0，取 s =
B(y, z)

B(y, x)
，则

B(y, z−sx) = B(y, z)−sB(y, x) = 0 =⇒ B(z−sx, y) = 0 =⇒ B(z, y) = sB(x, y) = sB(y, x) = B(y, z).

若 B(y, x) = 0（此时 B(x, y) = 0），取 s = B(y, z) +B(x, z)，则

B(y + x, z − sx) = B(y, z) +B(x, z)− sB(x, x) = 0

（用到 B(y, x) = 0 、 B(x, x) = 1），由题设条件得 B(z − sx, y + x) = 0，即

B(z, y)+B(z, x)−sB(x, y)−sB(x, x) = 0 =⇒ B(z, y) = s−B(z, x) = B(y, z)+B(x, z)−B(z, x) = B(y, z),

其中最后一步用到 B(x, z) = B(z, x) 。故对一切 y, z 有 B(y, z) = B(z, y)，B 对称。引理得证。

于是 AT = A 或 AT = −A，即 A 为对称矩阵或反对称矩阵。 □

12. 平面上三条直线 AA′, BB′, CC ′ 互相平行，AB 与 A′B′ 交于点 D，BC 与 B′C ′ 交于点 E，CA 与

C ′A′ 交于点 F 。证明：D,E, F 三点共线。

解答 这是 Desargues 定理的平行情形（视 AA′, BB′, CC ′ 交于无穷远点）。下面用向量方法直接证

明。

设三条平行线的公共方向为 w 6= 0，记

A′ = A+ aw, B′ = B + bw, C ′ = C + cw.

先求 D = AB ∩A′B′ 。设 D = A+ t(B −A) = A′ + t′(B′ −A′)，即

A+ t(B −A) = A+ aw + t′
[
(B −A) + (b− a)w

]
.
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由于 B −A 与 w 线性无关，比较系数得 t = t′，且 a+ t′(b− a) = 0，故 t =
a

a− b
（设 a 6= b，退化情

形见下）。于是

D = A+
a

a− b
(B −A) =

bA− aB

b− a
.

同理

E =
cB − bC

c− b
, F =

aC − cA

a− c
.

现在

(b− a)D + (c− b)E + (a− c)F = (bA− aB) + (cB − bC) + (aC − cA) = 0,

且系数之和 (b− a) + (c− b) + (a− c) = 0 。故 D,E, F 作为仿射空间的点仿射相关，即三点共线（若

两两不同则所在直线唯一）。

若出现 a = b 等退化情形（例如 a = b 时 AB ‖ A′B′，D 在无穷远处），可对参数 a, b, c 作小扰动后取

极限，结论仍成立；亦可直接在射影平面中用 Desargues 定理。证毕。 □
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北京大学数学科学学院

2012 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（25 分）Rn 中集合 S 称为紧集，如果对于 S 的开覆盖 {Uα}，都存在 {Uα} 中的有限个元素也覆盖 S

。证明：S ⊂ Rn 为紧集的充分必要条件是 S 是 Rn 中的有界闭集。

解答 必要性（S 紧 =⇒ S 有界闭）。

先证 S 有界：考虑开覆盖 {B(0, k) : k ∈ N}，由紧性取有限子覆盖，故 S ⊆ B(0,K)，S 有界。

再证 S 是闭集，即证 Rn \ S 是开集。任取 p /∈ S，对每个 q ∈ S，因 p 6= q，取 rq =
|p− q|

2
，则

{B(q, rq) : q ∈ S} 是 S 的开覆盖。由紧性有有限子覆盖 {B(qi, rqi)}ki=1 。令 δ = mini rqi > 0，断言

B(p, δ) ∩ S = ∅ 。事实上若 s ∈ B(p, δ) ∩ S，则 s ∈ B(qi, rqi) 对某个 i 成立，从而

|p− qi| ≤ |p− s|+ |s− qi| < δ + rqi ≤ 2rqi = |p− qi|,

矛盾。故 B(p, δ) ⊆ Rn \ S，S 为闭集。

充分性（S 有界闭 =⇒ S 紧）。

先证闭方体 Q =
∏n

i=1[ai, bi] 是紧集。设 {Uα} 为 Q 的开覆盖且无有限子覆盖。将 Q 的各边二等分，得

2n 个闭子方体，其中必有一个子方体不能被有限个 Uα 覆盖（否则 Q 被有限覆盖）。如此反复二分，得

闭方体套 Q1 ⊇ Q2 ⊇ · · ·，diam(Qk) → 0，且每个 Qk 都不能被有限覆盖。由闭集套定理，
⋂

kQk = {p}
。取 α0 使 p ∈ Uα0

，因 Uα0
开且 diam(Qk) → 0，当 k 充分大时 Qk ⊆ Uα0

，与 Qk 不能被有限覆盖矛

盾。故 Q 紧。

现在设 S 为有界闭集，则 S 含于某个闭方体 Q 。设 {Uα} 为 S 的任一开覆盖，则 {Uα} ∪ {Rn \S} 是

Q 的开覆盖。由 Q 的紧性有有限子覆盖，其中去掉 Rn \ S 后，得到覆盖 S 的有限个 Uα 。故 S 紧。

□

2.（25 分）叙述和证明多元函数带 Lagrange 余项的二阶 Taylor 展开公式。

解答 叙述：设 U ⊆ Rn 为开集，f ∈ C2(U)，a, a + h ∈ U 且线段 a, a+ h ⊆ U 。则存在 θ ∈ (0, 1)，

使得

f(a+ h) = f(a) +∇f(a) · h+
1

2
hTHf (a+ θh)h,

即

f(a+ h) = f(a) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)hi +

1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a+ θh)hihj ,

其中 Hf 为 f 的 Hesse 矩阵。

证明：作一元辅助函数

φ(t) = f(a+ th), t ∈ [0, 1],

则 φ ∈ C2[0, 1] 。由一元函数的带 Lagrange 余项 Taylor 公式（Maclaurin 展开到二阶），存在 θ ∈ (0, 1)

使

φ(1) = φ(0) + φ′(0) +
1

2
φ′′(θ).

由链式法则，

φ′(t) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a+ th)hi = ∇f(a+ th) · h,

φ′′(t) =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a+ th)hihj = hTHf (a+ th)h.
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代入即得

f(a+ h) = f(a) +∇f(a) · h+
1

2
hTHf (a+ θh)h.

□

3.（20 分）计算积分
ˆ 1

0

dx
ˆ √

x

x

sin y
y

dy 。

解答 积分区域为 D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤
√
x}，等价于

0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤ x ≤ y.

交换积分次序：

ˆ 1

0

dx
ˆ √

x

x

sin y
y

dy =

ˆ 1

0

sin y
y

(ˆ y

y2

dx
)
dy =

ˆ 1

0

sin y
y

(y − y2) dy

=

ˆ 1

0

(1− y) sin y dy =
[
−(1− y) cos y − sin y

]1
0

= − sin 1− (−1) = 1− sin 1.

□

4.（20 分）假定 n ≥ m > 1，问是否存在连续可导的映射 F : Rn → Rm \ {0}，p 7→ F (p)，使得 F 的

Jacobi 矩阵的秩处处为 m，而 lim
p→∞

F (p) = ∞？为什么？这里 0 表示 Rm 的原点。

解答 不存在。反证：设这样的 F 存在。

由 limp→∞ F (p) = ∞，存在 R > 0，当 |p| ≥ R 时 |F (p)| ≥ 2|F (0)| 。因 F 连续，连续函数 |F | 在紧

集 B(0, R) 上取得最小值 m0，且 m0 ≤ |F (0)| 。由于球外 |F | ≥ 2|F (0)| ≥ |F (0)| ≥ m0，故 m0 就是

|F | 在 Rn 上的全局最小值。设其在 p0 处取得，则 p0 是 |F |2 的极小点，由一阶条件

0 = ∇
(
|F |2

)
(p0) = 2 dF (p0)TF (p0),

即对一切 v ∈ Rn，

F (p0) · dF (p0) v = 0.

这说明 ImdF (p0) ⊆ F (p0)
⊥，而 F (p0)

⊥ 是 Rm 的 m − 1 维子空间，故 rank dF (p0) ≤ m − 1 。但题

设 rank dF (p0) = m，矛盾。

（注：limp→∞ F (p) = ∞ 的含义是：∀R > 0，∃M > 0，当 |p| > M 时 |F (p)| > R 。） □

5.（20 分）设 {fn(x)} 是实轴 R 上一列一致有界的连续函数，满足对于任意闭区间 [a, b] ⊂ R，成立

lim
n→∞

ˆ b

a

fn(x) dx = 0.

证明：对于实轴上的任意闭区间 [c, d]，以及 [c, d] 上绝对可积的函数 g(x)，恒有

lim
n→∞

ˆ d

c

g(x)fn(x) dx = 0.

（注：原题积分下限写为 a，但应为 c，此处已按 [c, d] 修正。）

解答 设 supn ‖fn‖∞ ≤ M < +∞ 。先对阶梯函数证明结论。设 h =
∑r

j=1 cjχIj，其中 Ij ⊂ [c, d] 为

区间，则 ˆ d

c

h(x)fn(x) dx =

r∑
j=1

cj

ˆ
Ij

fn(x) dx −→ 0 (n→ ∞).
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再证一般情形。 g 在 [c, d] 上绝对可积（即 Riemann 可积），故 ∀ε > 0，存在阶梯函数 h 使
´ d

c
|g−h| <

ε

2M
。于是 ∣∣∣∣∣

ˆ d

c

gfn

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
ˆ d

c

hfn

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
ˆ d

c

(g − h)fn

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
ˆ d

c

hfn

∣∣∣∣∣+M

ˆ d

c

|g − h| <

∣∣∣∣∣
ˆ d

c

hfn

∣∣∣∣∣+ ε

2
.

由第一步，∃N，当 n > N 时
∣∣∣´ d

c
hfn

∣∣∣ < ε

2
，故 n > N 时

∣∣∣´ d

c
gfn

∣∣∣ < ε 。即 lim
n→∞

ˆ d

c

g(x)fn(x) dx = 0

。 □

6.（20 分）设 F (x, y, z) 和 G(x, y, z) 都是区域 D ⊂ R3 上连续可导的函数，

满足映射 (x, y, z) 7→ (F (x, y, z), G(x, y, z)) 的 Jacobi 矩阵的秩在 D 上处处为 1，

而函数 F (x, y, z) 的梯度向量 gradF 在 D 上处处不为零。假定在点 p0 = (x0, y0, z0) ∈ D，F (x, y, z) =

G(x, y, z) = 0 。证明：存在点 p0 的邻域 U ⊂ D，使得在 U 上，函数方程组F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0

与函数方程 F (x, y, z) = 0 是同解方程。问在 D 上这两组方程是否也是同解方程，为什么？

解答 先证局部结论。由秩处处为 1 且 ∇F 6= 0，∇G 与 ∇F 处处线性相关，故

∇G = λ∇F, λ =
∇G · ∇F
|∇F |2

∈ C(D).

设 γ(t) 为落在某等值面 F = c 上的任一条 C1 曲线，则

d
dtG(γ(t)) = ∇G(γ(t)) · γ′(t) = λ∇F (γ(t)) · γ′(t) = 0,

即 G 在 F 的每个等值面上局部为常数。

由 ∇F (p0) 6= 0 及隐函数定理，F = 0 在 p0 附近确定一张连通的光滑曲面 S 。 G|S 在 S 上局部为常

数，S ∩ U 连通，故 G|S∩U ≡ G(p0) = 0 。因此在 U 上 F = 0 与 {F = 0, G = 0} 同解。

在 D 上一般不同解。反例：取

D = R3 \ {x = y = 0}, F (x, y, z) = x2 − y2 − 1.

则 D 是（连通）开区域，∇F = (2x,−2y, 0) 在 D 上处处非零，F = 0 是双曲柱面 x2 − y2 = 1，由

两叶 C+ := {x =
√

1 + y2} 与 C− := {x = −
√
1 + y2} 组成。取光滑函数 H+,H− : R → R，满足：

H+(0) = 0，H−(0) = 1，且当 t ≤ −1 时H+(t) = H−(t) 、H ′
+(t) = H ′

−(t)（例如取H−(t) = H+(t)+φ(t)，

其中 H+ 光滑且 H+(0) = 0 、 H+ ≡ t 于 (−∞,−1]，φ 光滑且 suppφ ⊆ (−1,∞) 、 φ(0) = 1）。定义

G(x, y, z) =

H+

(
F (x, y, z)

)
, x > 0,

H−
(
F (x, y, z)

)
, x < 0.

在 {x = 0} ∩ D 附近 F = −y2 − 1 ≤ −1，故 H+,H− 及其导数在过渡处相等，G ∈ C1(D)，且

∇G = H ′
±(F )∇F，Jacobi 矩阵的秩处处为 1 。取 p0 = (1, 0, 0)，则 F (p0) = G(p0) = H+(0) = 0 。在

p0 的小邻域内两组方程同解；但在整个 D 上，

G|C+
= H+(0) = 0, G|C− = H−(0) = 1 6= 0,

故 {F = 0} 比 {F = 0, G = 0} 多出一整叶 C−，两组方程不同解。 □
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7.（20 分）设 f(x) 和 g(x) 都是区间 (a, b) 上 n 阶可导的函数，如果在点 x0 ∈ (a, b)，成立 f(x0) = g(x0)，

f ′(x0) = g′(x0)，· · ·，f (k)(x0) = g(k)(x0)，则称 f(x) 和 g(x) 在 x0 处 k 阶相切。现设 f(x) 和 g(x) 在

(a, b) 中互不相同的点 x1, · · · , xt 处分别 k1 − 1, · · · , kt − 1 阶相切，而 n = k1 + · · ·+ kt 。证明：对于

任意 x ∈ (a, b)，存在 y ∈ (a, b)，使得

f(x) = g(x) +
f (n)(y)− g(n)(y)

n!
(x− x1)

k1 · · · (x− xt)
kt .

解答 令 h = f − g，则 h(j)(xi) = 0（j = 0, 1, . . . , ki− 1，i = 1, . . . , t），结论等价于：对任意 x ∈ (a, b)，

存在 y ∈ (a, b) 使

h(x) =
h(n)(y)

n!
P (x), P (x) =

t∏
i=1

(x− xi)
ki .

若 x = xi 对某个 i，结论显然（取 y = xi，两边均为 0）。以下设 x /∈ {x1, . . . , xt}，则 P (x) 6= 0 。令

K =
h(x)

P (x)
, H(t) = h(t)−KP (t).

则 H(x) = 0，且对 j = 0, . . . , ki − 1，

H(j)(xi) = h(j)(xi)−KP (j)(xi) = 0

（P 在 xi 处有 ki 重零点，故 P (j)(xi) = 0）。于是 H 在 x 处有 1 重零点，在 xi 处至少有 ki 重零点，

计重数共有至少 1 + k1 + · · ·+ kt = n+ 1 个零点。

由推广的 Rolle 定理（H 在 (a, b) 内有 n + 1 个计重数的零点，则 H(n) 在 (a, b) 内有零点），存在

y ∈ (a, b) 使 H(n)(y) = 0 。注意 P 是 n 次首一多项式，P (n) ≡ n!，故

0 = H(n)(y) = h(n)(y)−K n! =⇒ h(x) = KP (x) =
h(n)(y)

n!
P (x),

即

f(x) = g(x) +
f (n)(y)− g(n)(y)

n!
(x− x1)

k1 · · · (x− xt)
kt .

□

8.（25 分）设 V 是数域 P 上的有限维线性空间，且 V 上线性变换 A 的某个零化多项式 g(x) 可分解为一

次因式幂的乘积的形式：

g(x) =
m∏
i=1

(x− λi)
ti (λi 6= λj , ∀i 6= j).

证明：若存在 h(x) ∈ P[x]，使得

(x− λi)
ti | [h(x)− λi], ∀i = 1, 2, · · · ,m,

则

(1) h(A) 可对角化；

(2) h(A)−A 是幂零变换（原文写” 幂等变换”，根据上下文此处应为幂零，已按题意修正）。

解答 因 g(A) = 0 且因式 (x − λi)
ti 两两互素，由多项式理论（Bezout 恒等式与中国剩余定理），有

根子空间分解

V =

m⊕
i=1

Vi, Vi = ker(A− λiI)ti .

设 (x− λi)
ti | [h(x)− λi]，则存在 qi(x) ∈ P[x] 使 h(x) = λi + (x− λi)

tiqi(x) 。于是

h(A)− λiI = (A− λiI)tiqi(A).



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 59

(1) 在 Vi 上，(A− λiI)ti = 0，故 h(A)|Vi
= λiI 。于是 h(A) 在每个根子空间 Vi 上是纯量变换，从而

在 V =
⊕
Vi 上可对角化（在每个 Vi 内任取一组基拼成 V 的基，h(A) 在该基下为对角矩阵）。

(2) 在 Vi 上，

h(A)−A = λiI − A = −(A− λiI),

而 (A− λiI)ti 在 Vi 上为零，故 h(A)−A 在每个 Vi 上幂零，从而在 V 上幂零。证毕。 □

9.（25 分）设 A,B 为 n 阶方阵，D = AB −BA 且 D 与 A 乘法可交换，证明 Dn = O 。

解答 （实数情形可先视作复矩阵。）由 DA = AD，对任意 k ≥ 1，Dk−1 与 A 可交换，故

Dk = (AB −BA)Dk−1 = ABDk−1 −BADk−1 = ABDk−1 −BDk−1A = A(BDk−1)− (BDk−1)A,

即 Dk 是换位子，从而

tr(Dk) = 0, k = 1, 2, . . . , n.

设 D 的特征值为 µ1, . . . , µn，则

n∑
j=1

µk
j = tr(Dk) = 0, k = 1, . . . , n.

由 Newton 恒等式，D 的特征多项式的各次系数（初等对称多项式）全为 0，故其特征多项式为 xn 。

由 Cayley–Hamilton 定理，Dn = O 。 □

10.（25 分）设 V 为数域 P 上 n 维线性空间，W1, · · · ,Wk 为 V 的真子空间，证明：

(1) 存在 V 中的元素 α 不属于任何一个 Wj，j = 1, · · · , k；

(2) 存在 V 的一组基 α1, · · · , αn 满足 αi /∈
⋃k

j=1Wj，∀i = 1, 2, · · · , n；

(3) 若 U 为 V 的真子空间，令 CU = {W |W 为V 的子空间且W ⊕ U = V }，则 CU 中含有无穷多个

元素。

解答 （以下设数域 P 为无限域；对有限域命题 (1) 不成立，例如 F2
2 中三个一维子空间覆盖全空间。）

(1) 对 k 归纳。 k = 1 时因 W1 ( V，取 α ∈ V \W1 即可。设已找到 α /∈
⋃

j<kWj 。若 α /∈ Wk，得

证；若 α ∈Wk，取 β /∈Wk 。对每个 j ≤ k，考虑集合

Tj = {t ∈ P : α+ tβ ∈Wj}.

当 j < k：若 t1, t2 ∈ Tj 且 t1 6= t2，则 (t1 − t2)β ∈ Wj，故 β ∈ Wj，进而 α = (α+ t1β)− t1β ∈ Wj，

矛盾。故 |Tj | ≤ 1 。当 j = k：若 t1 6= t2 均属于 Tk，则 β ∈ Wk，矛盾，故 |Tk| ≤ 1 。于是
⋃k

j=1 Tj

是有限集，而 P 无限，取 t /∈
⋃k

j=1 Tj，则 α+ tβ /∈
⋃k

j=1Wj 。

(2) 归纳构造。由 (1) 取 α1 /∈
⋃

j Wj 。若已取到线性无关的 α1, . . . , αm（m < n），每个 αi /∈
⋃

j Wj，

则 span{α1, . . . , αm} 是 V 的真子空间。对有限个真子空间 span{α1, . . . , αm},W1, . . . ,Wk 应用 (1)，得

αm+1 /∈ span{α1, . . . , αm} ∪
k⋃

j=1

Wj .

故 α1, . . . , αm+1 线性无关且都不属于
⋃

j Wj 。反复进行 n 次即得 V 的一组基。

(3) 设 dimU = s，则 n − s =: r ≥ 1 。取 U 的一个补空间 W0（dimW0 = r），取非零线性泛函

φ :W0 → P 与 0 6= u0 ∈ U 。对每个 t ∈ P，令

Wt = {w + tφ(w)u0 : w ∈W0}.
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Wt 是映射 w 7→ w+ tφ(w)u0 的像，该映射是单射（若 w+ tφ(w)u0 = 0，则 w ∈W0 ∩U = {0}，从而

w = 0），故 dimWt = dimW0 = r 。且 Wt ∩U = {0}：若 w+ tφ(w)u0 ∈ U，则 w ∈W0 ∩U = {0} 。

于是 dim(Wt + U) = r + s = n，即 Wt ⊕ U = V，Wt ∈ CU 。

又 t1 6= t2 时 Wt1 6= Wt2：取 w0 使 φ(w0) = 1，若 Wt1 = Wt2，则 w0 + t1u0 ∈ Wt2，即存在 w ∈ W0

使 w0 + t1u0 = w + t2φ(w)u0，比较 U -分量得 t1 = t2φ(w)，比较 W0-分量得 w = w0，代入得 t1 = t2，

矛盾。由于 P 无限，CU 含无穷多个元素。 □

11.（25 分）设 V 为 n 维欧氏空间，A ∈ L(V ) 是正交变换。

(1) 证明：V 可以分解为一些 1 维或 2 维的两两正交的 A-子空间的直和（即 V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs，

其中 Vi 为 A 的维数为 1 或 2 的不变子空间，且若 i 6= j，则 Vi ⊥ Vj）。

(2) 设 ε1, ε2, · · · , εn; η1, η2, · · · , ηm 为 V 的两组标准正交基，且

(ε1, ε2, · · · , εn) = (η1, η2, · · · , ηm)A.

证明：

A =


cos(ε1, η1) cos(ε2, η1) · · · cos(εn, η1)
cos(ε1, η2) cos(ε2, η2) · · · cos(εn, η2)

...
... . . . ...

cos(ε1, ηm) cos(ε2, ηm) · · · cos(εn, ηm)

 ,

这里 (α, β) 表示向量 α, β 在欧氏空间中的夹角。

(3) 确定二维欧氏空间上的第一类正交矩阵及第二类正交矩阵的一般形式，并由此给出 n 维欧氏空间

上正交变换的相似标准形（即某种简化的表示形式）。

解答 (1) 先证明：A 必有 1 维或 2 维不变子空间 W 。设 λ 为 A 的特征值，因 A 正交，|λ| = 1 。

• 若 λ = ±1 为实特征值，取实特征向量 v，则 W = span{v} 为 1 维不变子空间；

• 若 λ 非实，设 λ = eiθ（sin θ 6= 0），取复特征向量 v = u+ iv′（u, v′ 实）。由 Av = eiθv 比较实虚

部：

Au = cos θ u− sin θ v′, Av′ = sin θ u+ cos θ v′,

故 W = span{u, v′} 是 2 维不变子空间（u, v′ 线性无关：若 v′ = cu，则 sin θ = c cos θ 且

cos θ = −c sin θ，即 c = tan θ = − cot θ，矛盾）。

再证 W⊥ 也是 A 的不变子空间。对 x ∈W⊥，w ∈W，

〈Ax,w〉 = 〈x,ATw〉 = 〈x,A−1w〉 = 0

（A−1w ∈W），故 Ax ∈W⊥ 。于是对维数归纳：V =W ⊕W⊥，A|W 、 A|W⊥ 均为正交变换，对 W⊥

继续分解，最终得到两两正交的 1 、 2 维不变子空间的直和分解。

(2) 两组基都是 V 的标准正交基，故 m = n（题中记号 m 实为 n）。将 εj 按基 {ηi} 展开：

εj =

n∑
i=1

〈εj , ηi〉 ηi,

故 aij = 〈εj , ηi〉 。因 εj , ηi 均为单位向量，〈εj , ηi〉 = cos(εj , ηi)，即得所证矩阵。

(3) 设 Q =

(
a b

c d

)
为二阶正交矩阵。由 QTQ = I 且 |Q| = ±1：

• 第一类（|Q| = 1）：Q =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
（旋转）；
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• 第二类（|Q| = −1）：Q =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
（反射）。

由 (1) 的分解，在由各 Vi 的标准正交基拼成的 V 的标准正交基下，A 的矩阵为分块对角矩阵，各块为

±1（1 维块）或旋转矩阵

(
cos θi − sin θi
sin θi cos θi

)
（2 维块，θi /∈ {0, π}）。即正交变换的相似标准形为

diag
(
1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, R(θ1), . . . , R(θs)

)
.

□

12.（15 分）求与三直线

l1 :

y − x = 0,

z − 1 = 0,
l2 :

y + x = 0,

z + 1 = 0,
l3 :

y = 0,

z = 0

都相交的直线所产生的曲面的方程。

解答 参数化三直线：

l1 : (t, t, 1), l2 : (s,−s,−1), l3 : (u, 0, 0).

任取 P (t) = (t, t, 1) ∈ l1，Q(s) = (s,−s,−1) ∈ l2，直线 PQ 上的点为

P + λ(Q− P ) =
(
t+ λ(s− t), t− λ(s+ t), 1− 2λ

)
.

若此直线与 l3 相交，则存在 λ 使 y = 0 、 z = 0 。由 z = 0 得 λ =
1

2
，此时

x =
s+ t

2
, y =

t− s

2
.

由 y = 0 得 s = t 。故与三条直线都相交的直线恰为：过 P (t) ∈ l1 与 Q(t) ∈ l2 的直线。其参数方程为

(t, t, 1) + µ(0,−2t,−2) = (t, t(1− 2µ), 1− 2µ),

即 (x, y, z) = (t, tz, z) 。消去参数得

y = xz.

所以所求曲面为双曲抛物面

y − xz = 0.

（验证：z = 1 时 y = x，含 l1；z = −1 时 y = −x，含 l2；z = 0 时 y = 0，含 l3 。且曲面上的任一点

(x0, y0, z0)（y0 = x0z0）落在直线 (t, tµ, µ) 上，其中 t = x0，µ = z0 。） □

13.（20 分）设给出的仿射变换为 
x′ = x+ y + 3z,

y′ = x+ 5y + z,

z′ = 3x+ y + z.

求 3 个互相正交的向量，使得在此变换下，它们仍变为 3 个互相正交的向量。并将所给的仿射变换表

示成一个正交变换和分别对 3 个互相正交的方向施行的伸缩变换的乘积。

解答 变换的线性部分为对称矩阵

M =


1 1 3

1 5 1

3 1 1

 .
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若单位正交基 {e1, e2, e3} 经 M 作用后仍互相正交，则 (Mei)
T(Mej) = eT

i M
TMej = 0（i 6= j），即

{ei} 应使 MTM（=M2）对角化，也就是 M 的特征向量方向。计算特征多项式：

|λI −M | =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 −3

−1 λ− 5 −1

−3 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 7λ2 + 36 = (λ− 3)(λ− 6)(λ+ 2).

对应特征向量：

λ1 = 3 : v1 = (1,−1, 1); λ2 = 6 : v2 = (1, 2, 1); λ3 = −2 : v3 = (1, 0,−1).

它们两两正交（直接验证 vi · vj = 0，i 6= j）。故所求的三个互相正交的向量可取为

(1,−1, 1), (1, 2, 1), (1, 0,−1),

它们在变换下分别变为 3(1,−1, 1)，6(1, 2, 1)，−2(1, 0,−1)，仍两两正交。

单位化得标准正交基

e1 =
1√
3
(1,−1, 1), e2 =

1√
6
(1, 2, 1), e3 =

1√
2
(1, 0,−1).

令 P = (e1, e2, e3)（正交矩阵），D = diag(3, 6,−2)，则 M = PDPT 。于是仿射变换（线性变换）

x 7→Mx = P DPTx

即：先作正交变换 PT，再沿三个互相正交的方向 e1, e2, e3 分别作伸缩 3, 6,−2 倍（即 D），最后作正

交变换 P 。 □

14.（15 分）证明：分别属于双曲抛物面
x2

a2
− y2

b2
= 2z 上两族互相垂直的直母线交点的轨迹是原双曲抛物

面与平面 2z = b2 − a2 的交线，并且是一条双曲线。

解答 双曲抛物面方程可写为 (x
a
− y

b

)(x
a
+
y

b

)
= 2z.

由此得两族直母线：

lu :


x

a
− y

b
= u,

u
(x
a
+
y

b

)
= 2z,

Lv :


x

a
+
y

b
= v,

v
(x
a
− y

b

)
= 2z.

lu 的方向向量为 d1 = (a, b, u)（由
dx

a
− dy

b
= 0 、 u

(dx
a

+
dy

b

)
= 2dz 解出），Lv 的方向向量为

d2 = (a,−b, v) 。 lu 与 Lv 的交点为

P (u, v) =
(a(u+ v)

2
,
b(v − u)

2
,
uv

2

)
（此时

x

a
− y

b
= u，

x

a
+
y

b
= v，2z = uv）。

两直母线垂直当且仅当

d1 · d2 = a2 − b2 + uv = 0 ⇐⇒ uv = b2 − a2 ⇐⇒ 2z = b2 − a2.

故两族互相垂直的直母线交点的轨迹为双曲抛物面与平面 2z = b2 − a2 的交线：

x2

a2
− y2

b2
= b2 − a2.

设 a 6= b，则 b2 − a2 6= 0，该交线是平面 z =
b2 − a2

2
上的实双曲线（当 a = b 时退化为两条直线

x = ±y）。证毕。 □
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北京大学数学科学学院

2013 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（20 分）设 f 是 [0, 2] 上的上凸可导函数，过 (0, 0), (1, 1), (2, 0) 点，问 f 与 x 轴围成面积的下确界是

多少？该下确界能达到吗？

解答 上凸（凹）函数的图像位于任意两点间弦的上方。因 f(0) = f(2) = 0，f ≥ 0 于 [0, 2] 。取弦

(0, 0)–(1, 1) 与 (1, 1)–(2, 0)，得

f(x) ≥ g(x) :=

x, 0 ≤ x ≤ 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2,

故面积

S(f) =

ˆ 2

0

f(x) dx ≥
ˆ 2

0

g(x) dx =
1

2
· 2 · 1 = 1.

下确界为 1，且不能达到。若 S(f) = 1，则
´ 2

0
(f − g) = 0，而 f − g 连续非负，故 f ≡ g，但 g 在

x = 1 处不可导（左导数 1 、右导数 −1），与 f 可导矛盾。故对任何满足条件的 f 均有 S(f) > 1 。

另一方面，S(f) 可任意接近 1：例如取一列凹的可导函数 fε，它们在 [0, 1− ε]∪ [1 + ε, 2] 上与 g 重合，

而在 x = 1 附近用一段与两侧直线光滑衔接、下凸的小弧（凹弧）连接 (1− ε, 1− ε) 与 (1+ ε, 1− ε) 并

经过 (1, 1)（如 fε(x) = 1− (x− 1)2

ε
在 [1− ε, 1+ ε] 上，再在端点处适当磨光以保证可导）。则 fε → g，

且 ˆ 2

0

fε −→
ˆ 2

0

g = 1.

综上，面积下确界为 1，不可达到。 □

2.（20 分）设有方程 y + sin y = x 。

(1) 证明：该方程在 x = 0 附近可以唯一确定 y = f(x) 。

(2) 将 y 表示为 y = a0 + a1x+ a2x
2 + o(x2) 。

解答 (1) 设 Φ(y) = y + sin y，则 Φ′(y) = 1 + cos y > 0 对 y ∈
(
−π
2
,
π

2

)
成立，故 Φ 在该区间上严格

递增，且 Φ(0) = 0，Φ
(
±π
2

)
= ±

(π
2
+ 1
)

。于是 Φ 把
(
−π
2
,
π

2

)
一一地映到

(
−π
2
− 1,

π

2
+ 1
)
。故对

每个 x ∈
(
−π
2
− 1,

π

2
+ 1
)
，方程 y + sin y = x 在

(
−π
2
,
π

2

)
内有唯一解 y = Φ−1(x)，特别地在 x = 0

附近唯一确定 y = f(x) = Φ−1(x)，且 f(0) = 0 。（因 Φ′ 6= 0，f 还是 C∞ 的。）

(2) 设 y = a0 + a1x+ a2x
2 + o(x2) 。由 x = y + sin y 及 Taylor 展开 sin y = sin a0 + cos a0 (y − a0) +

O
(
(y − a0)

2
)
（注意 y − a0 = O(x)），得

x = y + sin y

= (a0 + sin a0) + (1 + cos a0)(a1x+ a2x
2) + o(x2).

比较系数：

a0 + sin a0 = 0 =⇒ a0 = 0 (因Φ 严格递增);

(1 + cos a0) a1 = 2a1 = 1 =⇒ a1 =
1

2
;

(1 + cos a0) a2 = 2a2 = 0 =⇒ a2 = 0.

故

y =
1

2
x+ o(x2), 即a0 = 0, a1 =

1

2
, a2 = 0.

□
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3.（20 分）构造定义在 [−1, 1] 上的函数 f，满足 f 只在其中一点可导，在其它各点都不连续。

解答 取

f(x) =

x2, x ∈ Q ∩ [−1, 1],

0, x /∈ Q, x ∈ [−1, 1].

验证：在 x = 0 处，f(0) = 0，且对任意 h 6= 0，

0 ≤ |f(h)− f(0)|
|h|

=
|f(h)|
|h|

≤ h2

|h|
= |h| −→ 0 (h→ 0),

故 f ′(0) = 0，即 f 在 0 点可导（且 f 在 0 点连续）。

任取 x0 6= 0：

• 若 x0 ∈ Q，则 f(x0) = x20 6= 0 。取无理数列 yn → x0，则 f(yn) = 0 9 x20 = f(x0)，故 f 在 x0

不连续；

• 若 x0 /∈ Q，则 f(x0) = 0 。取有理数列 yn → x0，则 f(yn) = y2n → x20 6= 0 = f(x0)，故 f 在 x0

不连续。

所以 f 只在 0 点可导，其余各点均不连续。 □

4.（20 分）讨论级数
∞∑

n=1

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋

的收敛性。

解答 n = 1 时分母为 1 + (−1) = 0，无意义，故级数从 n = 2 起考虑。对 n ≥ 2，有理化：

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋ =

(−1)n
(√
n− (−1)⌊

√
n⌋)

n− 1
=

(−1)n
√
n

n− 1︸ ︷︷ ︸
(A)

− (−1)n+⌊
√
n⌋

n− 1︸ ︷︷ ︸
(B)

.

级数 (A)：
√
n

n− 1
↓ 0，由 Leibniz 判别法，

∞∑
n=2

(−1)n
√
n

n− 1
收敛（且绝对收敛，因

√
n

n− 1
= O(n−3/2)）。

级数 (B)：将 n ≥ 2 的指标按块分组：第 k 块（k ≥ 2）为 k2 ≤ n ≤ (k+1)2 − 1 。块内 b
√
nc ≡ k，故

块内各项符号为 (−1)n+k，随 n 严格交错，且绝对值
1

n− 1
单调递减。故第 k 块的部分和有界：∣∣∣∣∣∣

(k+1)2−1∑
n=k2

(−1)n+k

n− 1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

k2 − 1
= O(k−2).

于是块和绝对收敛：
∞∑
k=2

O(k−2) < +∞；而任一部分和与“完整块和”之差为块内交错级数的一段尾和，

其绝对值不超过该块首项的绝对值 O(k−2) → 0 。故级数 (B) 收敛（它不绝对收敛，因
∑ 1

n− 1
发散）

。

综上，原级数收敛，且为条件收敛：因∣∣∣∣ (−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋

∣∣∣∣ = 1∣∣√n± 1
∣∣ ∼ 1√

n
,

而
∑ 1√

n
发散，故不绝对收敛。 □



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 65

5.（35 分）函数 fn(x) 定义在 [0, 2] 上，满足

fn(x) =

√
1

n2
−
(
x− 2k − 1

n

)2

, x ∈
[
2k − 2

n
,
2k

n

)
, 1 ≤ k ≤ n.

(1) 求 fn 的弧长 ln 。

(2) 求证：fn 一致收敛于某 f 。

(3) 求 f 的弧长 l 。

(4) ln 收敛于 l 吗？解释原因。

解答 (1) 在区间
[
2k−2
n
, 2k

n

)
上，fn 的图象是圆心

(
2k−1
n
, 0
)

、半径
1

n
的上半圆，其弧长为

π

n
。共有

n 段，故

ln = n · π
n
= π.

(2) 对一切 x ∈ [0, 2]，

0 ≤ fn(x) ≤
1

n
−→ 0,

故 fn 在 [0, 2] 上一致收敛于 f ≡ 0 。

(3) f ≡ 0 的图象是 x 轴上的线段 {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 2}，其弧长

l = 2.

(4) 不收敛。 ln = π 9 2 = l 。原因是弧长（曲线的长度）不是一致收敛意义下的连续泛函：函数值的

一致逼近并不蕴含导数（切方向）的逼近。此处 fn ⇒ f，但 f ′
n 在每段的端点附近无界（半圆在端点处

切线竖直），弧长集中在这些“竖直”部分，极限过程中弧长并未收敛于极限曲线（平直线段）的长度。 □

6.（35 分）定义函数 f : [0, 1] → [0, 1] 如下：

f(x) = 0.0a1a2a3 · · · , x = 0.a1a2a3 · · · .

这里 x ∈ [0, 1] 都表示无限小数（比如 0.1 = 0.09）。请自由探索 f 的性质。

解答 按题面字面理解，f 是在 x 的十进制小数的小数点后第一位插入一个 0 。

(i) 良定性。由于规定 x 一律用无限小数表示（如 0.1 = 0.0999 · · ·），每个 x 的小数表示唯一，故 f 定

义无歧义。例如 f(0.1) = f(0.0999 · · · ) = 0.00999 · · · = 0.01 。

(ii) 显式表达式。 f(x) = 0.0a1a2a3 · · · =
0.a1a2a3 · · ·

10
，即

f(x) =
x

10
.

(iii) 基本性质。由 f(x) =
x

10
立得：

• f 连续（事实上 C∞），严格单调递增，f ′(x) =
1

10
；

• f 是单射，值域为
[
0,

1

10

]
；

• f 是压缩映射：|f(x)− f(y)| = |x− y|
10

，有唯一不动点 x = 0（Banach 不动点定理）；

• 迭代：f◦n(x) =
x

10n
→ 0，且一致收敛；

• 对 Lebesgue 测度 m：m
(
f(E)

)
=
m(E)

10
；图象 {(x, f(x))} 是斜率为 1

10
的线段。
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注：若按另一常见版本理解——“在每一位数字后都插入一个 0”，即

f(x) = 0.0a10a20a3 · · · =
∞∑
k=1

ak
102k

,

则该映射严格单调递增、单射，值域为十进制小数中“奇数位全为 0”的数全体（一个与 Cantor 集同胚

的自相似紧集），且 f 处处不连续（单调函数仅在跳跃点间断，f 的跳跃点恰为十进制有限小数对应的

点）。两种理解都以“无限小数表示”保证良定性。 □

7.（25 分）

(1) x6 + x3 + 1 在有理数域上是否可约，给出详细理由。

(2) 如果 α 是 x6 + x3 + 1 = 0 的根，求多项式 f(x)，满足 deg(f) < 6，且 α8 + α5 = f(α) 。

(3) (2) 中所求 f(x) 唯一吗？为什么？

(4) 求多项式 g(x)，满足 g(α) =
1

α8 + α5
，其中 g(x) 是有理多项式。

解答 (1) 不可约。注意到

x6 + x3 + 1 =
x9 − 1

x3 − 1
= Φ9(x),

即 9 次分圆多项式（其根为全部 6 个本原 9 次单位根）。作平移 x 7→ x+ 1：

Φ9(x+ 1) =
(x+ 1)9 − 1

(x+ 1)3 − 1
= x6 + 6x5 + 15x4 + 21x3 + 18x2 + 9x+ 3.

除首项外各项系数 6, 15, 21, 18, 9, 3 均被 3 整除，常数项 3 不被 32 = 9 整除，由 Eisenstein 判别法（素

数 p = 3），Φ9(x+ 1) 在 Q[x] 中不可约，故 x6 + x3 + 1 = Φ9(x) 在 Q 上不可约。

(2) 由 α6 + α3 + 1 = 0 得 α6 = −α3 − 1 。于是

α7 = α · α6 = −α4 − α, α8 = α2 · α6 = −α5 − α2,

故

α8 + α5 = −α2.

取 f(x) = −x2（deg f = 2 < 6）即满足要求。

(3) 唯一。若 f1(α) = f2(α) 且 deg(f1 − f2) < 6，则由 (1)，Φ9(x) 是 α 在 Q 上的极小多项式，次数为

6 。若 f1 − f2 6= 0，则 (f1 − f2)(α) = 0 与极小多项式的定义（次数最低）矛盾。故 f1 = f2，即 (2) 中

f 唯一。

(4) 由 (2)，α8 + α5 = −α2，故

g(α) =
1

α8 + α5
= − 1

α2
.

由 α6 + α3 + 1 = 0 两边除以 α2（α 6= 0）：

α4 + α+ α−2 = 0 =⇒ α−2 = −α4 − α =⇒ − 1

α2
= α4 + α.

取

g(x) = x4 + x

即可。验证：g(α)(α8 + α5) = (α4 + α)(−α2) = −α6 − α3 = 1 。 □

8.（25 分）

(1) 设 A,B 是半正定矩阵。证明：

|A+B| ≥ |A|, |A+B| ≥ |B|.
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(2) 设 A 是正定矩阵，D 是由 A 第 i1, · · · , is 行和第 i1, · · · , is 列构成的子式，M 是 D 的代数余子

式。证明：|A| ≤ DM 。

解答 (1) 因 B � 0，对任意 x，xTBx ≥ 0，故

xT(A+B)x = xTAx+ xTBx ≥ xTAx,

即 A+B � A � 0 。由 Courant–Fischer 极小极大原理，特征值逐项单调：

λi(A+B) ≥ λi(A) ≥ 0 (i = 1, . . . , n),

故

|A+B| =
n∏

i=1

λi(A+B) ≥
n∏

i=1

λi(A) = |A|.

同理（A+B � B）得 |A+B| ≥ |B| 。

(2) 对行列作同步置换（即对行、列按同一置换重排），D 成为左上角主子块，且 A 的正定性、 |A| 、
D 、 M 均不变。故不妨设

A =

(
A11 A12

AT
12 A22

)
,

其中 A11 为 s 阶，D = |A11| 。由于 i1 + · · ·+ is 在行列式中出现两次，代数余子式的符号为 (+1)，故

M = |A22| 。 A 正定 =⇒ A11 正定可逆。对 A 作 Schur 分解：(
I 0

−AT
12A

−1
11 I

)(
A11 A12

AT
12 A22

)(
I −A−1

11 A12

0 I

)
=

(
A11 0

0 A22 −AT
12A

−1
11 A12

)
,

取行列式得

|A| = |A11| ·
∣∣A22 −AT

12A
−1
11 A12

∣∣ = D · S,

其中 S =
∣∣A22 −AT

12A
−1
11 A12

∣∣ 为 Schur 补的行列式。又 Schur 补半正定（它是正定矩阵 A 的一个主子

块消去后的剩余部分，仍半正定），且

A22 −
(
A22 −AT

12A
−1
11 A12

)
= AT

12A
−1
11 A12 � 0 =⇒ A22 � A22 −AT

12A
−1
11 A12 � 0,

故由 (1) 的单调性，S ≤ |A22| =M 。于是

|A| = D · S ≤ DM.

□

9.（25 分）n 维空间至多有多少个两两成钝角的向量？

解答 最多 n+ 1 个（这里指非零向量）。

先证上界 n+ 1：设 v1, . . . , vm ∈ Rn 为非零向量且两两成钝角，即 〈vi, vj〉 < 0（i 6= j）。对 n 归纳。

n = 1 时显然 m ≤ 2 = n+ 1 。设结论对 n− 1 成立。固定 vm，将 vi（i < m）正交分解：

vi = αi
vm
|vm|

+ wi, wi ⊥ vm.

由 〈vi, vm〉 < 0 得 αi < 0 。对 i 6= j < m，

〈wi, wj〉 = 〈vi, vj〉 − αiαj < 0

（因 αiαj > 0 且 〈vi, vj〉 < 0），即 w1, . . . , wm−1 是 v⊥m（n − 1 维）中两两成钝角的向量。由归纳假设

m−1 ≤ n，即 m ≤ n+1 。（注意 wi 6= 0：若 wi = 0，则 vi = αi
vm
|vm|

，于是 〈vi, vj〉 =
αi

|vm|
〈vm, vj〉 > 0

（αi < 0，〈vm, vj〉 < 0），与两两成钝角矛盾。）
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再构造 n+1 个：在 Rn+1 的超平面
{
x :
∑n+1

i=1 xi = 1
}
（同构于 Rn）上取标准基向量 ê1, . . . , ên+1（正

则单形的 n+ 1 个顶点），其重心为 c =
1

n+ 1

∑n+1
i=1 êi 。令

ui = êi − c (i = 1, . . . , n+ 1),

则 ui 落在超平面
{∑

xi = 0
} ∼= Rn 内，且对 i 6= j，

〈ui, uj〉 = 〈êi, êj〉 −
1

n+ 1
− 1

n+ 1
+

1

n+ 1
= − 1

n+ 1
< 0,

即 u1, . . . , un+1 两两成钝角。故最大个数为 n+ 1 。 □

10.（25 分）设 eA =

∞∑
n=0

An

n!
，证明：e|A| = etr(A) 。

解答 （这里 |A| 表示 A 的行列式，即证明 det(eA) = etr A 。）设 A 的 Jordan 标准形为

A = PJP−1, J = diag(J1, . . . , Js),

其中 Ji 是特征值为 λi 的 Jordan 块（λ1, . . . , λn 为 A 的全部特征值，计重数）。因 An = PJnP−1，故

eA =

∞∑
n=0

An

n!
= P

( ∞∑
n=0

Jn

n!

)
P−1 = PeJP−1,

于是

det(eA) = det(eJ) =
s∏

i=1

det(eJi).

对 Jordan 块 Ji = λiI +N（N 为幂零矩阵），

eJi = eλieN = eλi

(
I +N +

N2

2!
+ · · ·

)
,

它是上三角矩阵且对角元全为 eλi，故 det(eJi) = eλi dim Ji 。从而

det(eA) =
s∏

i=1

eλi dim Ji = exp
( n∑

i=1

λi

)
= etr(A).

□

11.（30 分）已知双叶双曲面 x2 + y2 − z2 = −1 的一支 z > 0，M 是与该双曲面相交于封闭曲线的任意平

面，M0 是与 M 平行的一族平面，证明 M0 与 x2 + y2 − z2 = −1 (z > 0) 的交线都是椭圆，且椭圆的

中心在 xOy 平面上的投影都在 x 轴上。

解答 设平面族为 Mt : ax+ by+ cz = t（t ∈ R），法向量 n = (a, b, c) 。把 Mt 的方程代入曲面方程。

由对称性先处理 c 6= 0 的情形：由 z =
t− ax− by

c
得截面二次曲线方程

x2 + y2 − (t− ax− by)2

c2
= −1.

其二次部分对应的矩阵为

Q =

1− a2

c2
−ab
c2

−ab
c2

1− b2

c2

 .

题设 M（即某个 t）与曲面交于封闭曲线，故该二次型正定，这等价于

detQ =
c2 − a2 − b2

c2
> 0 ⇐⇒ c2 > a2 + b2.
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该条件只依赖平面的方向 n，与 t 无关，故一切平行平面 Mt（只要与 z > 0 一支相交非空）的截线都

是椭圆。

再求椭圆中心的轨迹。曲面 q(x) = x2 + y2 − z2 + 1 = 0 关于方向 n 的共轭直径面（平行于 n 的弦的

中点轨迹所在平面）为

n · 1
2
∇q = 0, 即ax+ by − cz = 0.

截线 Mt 的椭圆中心 Ct 是平面 Mt 与该共轭直径面的交点：ax+ by + cz = t,

ax+ by − cz = 0,
=⇒ Ct =

( ta

c2 − a2 − b2
,

tb

c2 − a2 − b2
,

−tc
c2 − a2 − b2

)
.

（等价地：Ct 满足 ∇q(Ct) ‖ n 。）故各椭圆的中心都落在过原点的定直线

L : (x, y, z) = λ(a, b,−c)

上；它们在 xOy 平面上的投影落在过原点、方向为 (a, b) 的定直线上。

特别地，曲面关于 z 轴旋转对称，故可绕 z 轴旋转坐标系使 b = 0（这保持曲面方程、 z > 0 分支及

xOy 平面不变），此时平面族为 ax+ cz = t，各椭圆中心

Ct =
( ta

c2 − a2
, 0,

−tc
c2 − a2

)
,

其投影为
( ta

c2 − a2
, 0
)
，全部落在 x 轴上。这就是命题的结论。（注：命题中“投影都在 x 轴上”应理解

为在如上适当选取坐标（绕 z 轴旋转）之后成立；一般地投影落在过原点的一条定直线上。） □

12.（20 分）平面上直线 AA′, BB′, CC ′ 平行，AB 和 A′B′ 交于点 D，BC 与 B′C ′ 交于点 E，CA 与 C ′A′

交于点 F 。证明：D,E, F 共线。

解答 （Desargues 定理的平行情形，视 AA′, BB′, CC ′ 交于无穷远点。）设三条平行线的公共方向为

w，记

A′ = A+ aw, B′ = B + bw, C ′ = C + cw.

先求 D = AB ∩A′B′ 。设 D = A+ t(B −A) = A′ + t′(B′ −A′)，即

A+ t(B −A) = A+ aw + t′
[
(B −A) + (b− a)w

]
.

由 B −A 与 w 线性无关，比较系数得 t = t′ 且 a+ t(b− a) = 0，故 t =
a

a− b
（设 a 6= b），

D =
bA− aB

b− a
.

同理

E =
cB − bC

c− b
, F =

aC − cA

a− c
.

于是

(b− a)D + (c− b)E + (a− c)F = 0,

且 (b− a) + (c− b) + (a− c) = 0 。故 D,E, F 仿射相关，三点共线。若出现 a = b 等退化情形（相应

交点在无穷远处），可对参数作小扰动取极限，结论仍成立。 □
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北京大学数学科学学院

2015 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 300 分。

1.（90 分）设 y = f(x) 是 R 上的 C∞ 函数，对任意正数 k ≥ 0，记

Mk = sup
x∈R

|f (k)(x)|,

设 m 和 n 为两整数，0 ≤ m < n，试分别就下列情况，给出你的结论和证明。

(1) 如果 Mm 和 Mn 均有界，那么对哪些正数 k, Mk 有界？对哪些整数 k, Mk 可以无界？

(2) 如果 lim
x→+∞

|f (m)(x)| 存在有限极限，而 Mn 有界，则对哪些自然数 k，极限 lim
x→+∞

|f (k)(x)| 也存

在极限？

(3) 如果 lim
x→+∞

|f (m)(x)| 和 lim
x→+∞

|f (n)(x)| 都存在有限极限，则对哪些自然数 k，极限 lim
x→+∞

|f (k)(x)|
也存在极限？

解答 先建立基本引理（Landau–Kolmogorov 型插值不等式）。

引理设 0 ≤ m < k < n 。若 Mm,Mn < +∞，则存在仅依赖于 m, k, n 的常数 C，使

Mk ≤ CM
n−k
n−m
m M

k−m
n−m
n .

证明（有限差分法）对任意 x ∈ R 、 h > 0，用 f (m) 在 x, x+ h, . . . , x+ (k −m)h 处值的 (k −m) 阶

差分逼近 f (k)(x)：
k−m∑
j=0

(−1)k−m−j

(
k −m

j

)
f (m)(x+ jh) = hk−mf (k)(x) +R,

其中余项满足 |R| ≤ C1 h
n−mMn（差商公式的标准余项估计，因 f (m) 有 n−m 阶导数且 |f (n)| ≤Mn）

。于是

|f (k)(x)| ≤ C2 h
−(k−m)Mm + C1 h

n−kMn.

取 h =
(Mm

Mn

) 1
n−m

（若 Mn = 0 则 f 是次数 < n 的多项式，结论显然），得

|f (k)(x)| ≤ (C1 + C2)M
n−k
n−m
m M

k−m
n−m
n ,

对 x 取上确界即得引理。

(1) 结论：当 m ≤ k ≤ n 时 Mk 必有界；当 k < m 或 k > n 时 Mk 可以无界（也可以有界）。

当 m < k < n 时由引理得 Mk < +∞；k = m,n 由假设。下面构造反例说明其余情形可以无界。

k < m 的情形（设 m ≥ 1）：取 f(x) = xm，则 f (m)(x) = m!，f (n) ≡ 0（n > m），故 Mm,Mn 有界；

但对 0 ≤ k ≤ m− 1，

f (k)(x) = m(m− 1) · · · (m− k + 1)xm−k,

无界，即 Mk = +∞ 。

k > n 的情形：取 f(x) = e−nx sin(ex) 。由 Faà di Bruno 公式，

(sin ex)(r) =
∑

s≤r ±S(r, s) esx
(
sin或 cos

)
(ex)，其中 S(r, s) 为第二类 Stirling 数，故 |(sin ex)(r)| ≤ Cre

rx

（x ≥ 0）。于是当 j ≤ n 时

|f (j)(x)| =
∣∣∣ j∑
i=0

(
j

i

)
(−n)ie−nx(sin ex)(j−i)

∣∣∣ ≤ j∑
i=0

Cj,i e
(j−i−n)x ≤ C,
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故 M0, . . . ,Mn 均有界（从而 Mm,Mn 有界）；而

f (n+1)(x) = e−nx(sin ex)(n+1) + (有界项) = ± ex sin(ex) +O(1),

沿 xk = ln
(
2kπ + π

2

)
有 |f (n+1)(xk)| = exk +O(1) → +∞，故 Mn+1 = +∞ 。

(2) 结论：当 m ≤ k ≤ n− 1 时极限 limx→+∞ |f (k)(x)| 必存在；当 k ≥ n 或 k < m 时不一定存在。

证明：由 |f (m)(x)| 有有限极限且 f (m) 连续，知 f (m) 最终保号，故 limx→+∞ f (m)(x) =: L 存在，且

Mm < +∞ 。对 m < k < n 及任意 x, y，用引理证明中的差分公式：

f (k)(x) = h−(k−m)

k−m∑
j=0

(−1)k−m−j

(
k −m

j

)
f (m)(x+ jh) +O(Mnh

n−k),

（O 常数一致），于是

|f (k)(x)− f (k)(y)| ≤ h−(k−m)

k−m∑
j=0

(
k −m

j

)∣∣f (m)(x+ jh)− f (m)(y + jh)
∣∣+ C3Mnh

n−k.

因 f (m) 在 +∞ 处有极限，故 x, y → +∞ 时上式第一项 → 0，从而

lim sup
x,y→+∞

|f (k)(x)− f (k)(y)| ≤ C3Mnh
n−k.

令 h → 0+，得 f (k) 在 +∞ 处满足 Cauchy 条件，故 limx→+∞ f (k)(x) 存在，lim |f (k)(x)| 亦存在。

k = m 由假设。

k = n 不一定：取 m = 1，n = 2，f(x) =
´ x

0

sin t2
t

dt，则 f ∈ C∞(R)，limx→∞ f ′(x) = lim sinx2
x

= 0

存在，且

f ′′(x) = 2 cosx2 − sinx2
x2

有界（M2 < +∞），但 |f ′′(x)| 当 x → +∞ 时振荡，无极限。 k < m 的情形用 f(x) = xm 即可

（|f (k)| → +∞）。

(3) 结论：当 m ≤ k ≤ n 时 lim |f (k)| 必存在；当 k < m 或 k > n 时不一定存在。

证明：由 (2)（此时 Mn 亦自动有界，因 |f (n)| 有极限），m ≤ k ≤ n− 1 时极限存在；k = n 由假设。

k > n 不一定：构造 f ∈ C∞ 使 f (n)(x) =
sinx2
x

（在 x = 0 处补充定义 0），且 f (m)（m < n）由反复

的尾部积分定义：

f (j)(x) = (−1)n−j

ˆ +∞

x

f (j+1)(t) dt (j = n− 1, n− 2, . . . ,m).

因
´∞
x

sin t2
t

dt收敛（Dirichlet），且由分部积分
´∞
x

sin t2
t

dt = O(x−2)，故这些积分都收敛，且 f (j)(x) →
0（x→ ∞，m ≤ j ≤ n），即 lim |f (j)| 都存在。但

f (n+1)(x) = 2 cosx2 − sinx2
x2

在 x→ +∞ 时振荡，lim |f (n+1)(x)| 不存在。

k < m 不一定：仍取 f(x) = xm，则 lim |f (m)| = m! 、 lim |f (n)| = 0 均存在，而 |f (k)(x)| → +∞
（k < m）。 □

2.（30 分）判断级数
∞∑

n=2

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋

的敛散性，其中 bxc 表示 x 的取整。
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解答 （同 2013 年第 4 题。）对 n ≥ 2 有理化：

(−1)n√
n+ (−1)⌊

√
n⌋ =

(−1)n
√
n

n− 1
− (−1)n+⌊

√
n⌋

n− 1
.

第一项级数
∑ (−1)n

√
n

n− 1
收敛：

√
n

n− 1
↓ 0，由 Leibniz 判别法（事实上绝对收敛）。

第二项按块 k2 ≤ n ≤ (k+ 1)2 − 1（k ≥ 2）分组。块内 b
√
nc ≡ k，各项符号 (−1)n+k 严格交错，绝对

值
1

n− 1
递减，故块内部分和的绝对值不超过块首项 O(k−2)；块和绝对收敛，块内尾和的绝对值不超

过块首项，趋于 0 。故第二项级数收敛（不绝对收敛）。

因此原级数收敛；又通项绝对值
1

|
√
n± 1|

∼ 1√
n

不绝对可和，故为条件收敛。 □

3.（30 分）证明： ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(xy)xy
dxdy =

ˆ 1

0

1

xy
dx =

∞∑
n=1

1

nn
.

解答 （题中第二项应为
ˆ 1

0

1

xx
dx，即“Sophomore’s dream”恒等式。）

先证第三个等号：
1

xx
= e−x ln x =

∞∑
n=0

(−x lnx)n
n!

，且在 [0, 1] 上
∣∣ 1
xx
∣∣ ≤ e1/e（因 x| lnx| ≤ 1

e
），级数被

可积函数控制，可逐项积分（注意被积函数在 x = 0 处取极限值 1）。利用
ˆ 1

0

xn(− lnx)n dx =
n!

(n+ 1)n+1
,

（令 x = e−t/(n+1) 化为 Γ 积分）得
ˆ 1

0

1

xx
dx =

∞∑
n=0

1

n!

ˆ 1

0

xn(− lnx)n dx =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)n+1
=

∞∑
m=1

1

mm
.

再证第一个等号。作变量替换 u = xy，v = x（即 x = v，y =
u

v
），Jacobi 行列式为

1

v
，积分区域

{0 < x < 1, 0 < y < 1} 变为 {0 < u < v < 1}：
ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(xy)xy
dxdy =

ˆ 1

0

ˆ 1

u

u−u 1

v
dv du =

ˆ 1

0

u−u
(ˆ 1

u

dv
v

)
du = −

ˆ 1

0

u−u lnu du.

与上面同样展开 u−u =
∑∞

n=0

(−u lnu)n
n!

并逐项积分，利用

ˆ 1

0

un(− lnu)n+1 du =
(n+ 1)!

(n+ 1)n+2

得

−
ˆ 1

0

u−u lnu du = −
∞∑

n=0

1

n!

ˆ 1

0

un(− lnu)n+1 du =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)n+1
=

∞∑
m=1

1

mm
.

故两式均等于
∞∑

n=1

1

nn
。 □

4.（25 分）设 A 是一个 n 阶方阵，且 n ≥ 3，A∗ 是 A 的伴随矩阵（即 A 的代数余子式所组成的矩阵）。

试证明：若 (A∗)∗ 6= 0（零矩阵），则 A 可逆，且此时 (A∗)∗ 是 A 的一个纯量倍。

解答 先证 A 可逆。反设 A 不可逆，则 rankA ≤ n− 1 。由伴随矩阵的秩的基本结论：

rankA∗ =


n, rankA = n,

1, rankA = n− 1,

0, rankA ≤ n− 2,
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故 rankA∗ ≤ 1 。因 n ≥ 3，rankA∗ ≤ 1 < n − 1，A∗ 的每个 n − 1 阶子式均为 0，于是 (A∗)∗ = O，

与题设矛盾。故 A 可逆。

现在设 A 可逆。由 A∗ = |A|A−1，得

(A∗)∗ =
∣∣A∗∣∣(A∗)−1 = |A|n−1 ·

(
|A|A−1

)−1

= |A|n−2A.

（其中用到 |A∗| = |A|n−1 。）故 (A∗)∗ 是 A 的纯量倍：(A∗)∗ = |A|n−2A 。 □

5.（25 分）设 A 是一个 3 阶实方阵，考虑 A 所定义的线性变换 R3 → R3，α 7→ Aα（α 是列向量）。试

证明：若 AAT = ATA（其中 AT 是指 A 的转置矩阵），则上述线性变换必有一个 2 维不变子空间。

解答 A 是正规矩阵。实三次多项式 |λI −A| 必有实根 λ ∈ R，取对应的实特征向量 v 6= 0：Av = λv

。

先证 AT v = λv 。因 AAT = ATA，故 (A− λI)(AT − λI) = (AT − λI)(A− λI)（λ 为实数）。于是

|(AT − λI)v|2 =
〈
(AT − λI)v, (AT − λI)v

〉
=
〈
v, (A− λI)(AT − λI)v

〉
=
〈
v, (AT − λI)(A− λI)v

〉
= 0,

故 AT v = λv 。

令 W = span{v}⊥（二维子空间）。对任意 w ∈W，

〈Aw, v〉 = 〈w,AT v〉 = 〈w, λv〉 = λ〈w, v〉 = 0,

故 Aw ∈W 。因此 W 是 A 的 2 维不变子空间。 □

6.（25 分）设 A 和 B 是复数域 C 上的两个 n 阶方阵，并且 A 有 n 个特征值 1, 2, · · · , n，B 也有 n 个特

征值
√
p1, · · · ,

√
pn，其中 p1, · · · , pn 是前 n 个素数（比如 p1 = 2, p2 = 3 等）。试证明：Mn(C) 上的

线性变换 X 7→ AXB 是可以对角化的。

解答 因 A 有 n 个互异特征值 1, . . . , n，B 有 n 个互异特征值
√
p1, . . . ,

√
pn，故 A,B 均可对角化：

存在可逆矩阵 P,Q 使

P−1AP = D1 = diag(1, 2, . . . , n), Q−1BQ = D2 = diag(√p1, . . . ,
√
pn).

考虑 Mn(C) 上的线性变换

Φ : X 7→ AXB.

作可逆线性变换 Ψ : X 7→ P−1XQ，则

ΨΦΨ−1(Y ) = Ψ
(
APY Q−1B

)
= P−1AP Y Q−1BQ = D1Y D2,

即 Φ 相似于变换 Y 7→ D1Y D2 。对矩阵单位 Eij（仅 (i, j) 元为 1），

D1EijD2 = i
√
pj Eij ,

即矩阵单位 Eij（i, j = 1, . . . , n）是 Y 7→ D1Y D2 的一组特征向量，构成 Mn(C) 的一组基。故 Y 7→
D1Y D2 可对角化，从而 Φ 可对角化（其特征值为 {i√pj}，计重数）。 □

7.（25 分）设

A =


−2 1 3

−2 1 2

−1 1 2

 ,

试找出两个没有常数项的多项式 f(x) 和 φ(x)，使得下列三个条件同时成立：



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 74

(1) f(A) 可对角化；

(2) φ(A) 是幂零矩阵；

(3) A = f(A) + φ(A) 。

解答 求 A 的特征多项式：

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 2 −1 −3

2 λ− 1 −2

1 −1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − λ2 − λ+ 1 = (λ− 1)2(λ+ 1).

特征值 1（二重）、 −1 。对 λ = 1，A− I =


−3 1 3

−2 0 2

−1 1 1

 的秩为 2，故 λ = 1 的特征子空间为 1 维，

即 A 的 Jordan 标准形为 J2(1)⊕ J1(−1)；直接计算得

(A− I)2 =


4 0 −4

4 0 −4

0 0 0

 6= O, (A− I)2(A+ I) = O,

故 A 的极小多项式为 (x− 1)2(x+ 1) 。

作 Jordan–Chevalley 分解：A = D + N，其中 D = f(A) 为可对角化部分，N = φ(A) 为幂零部分，

D,N 均为 A 的多项式。要求 f(A) 在 λ = 1 的根子空间上等于 I，在 λ = −1 的根子空间上等于 −I，
即

f(x) ≡ 1 (mod (x− 1)2), f(x) ≡ −1 (mod (x+ 1)),

且 f 无常数项。设 f(x) = ax3 + bx2 + cx（三次以内可解出）。条件化为

f(1) = 1, f ′(1) = 0, f(−1) = −1.

即 
a+ b+ c = 1,

3a+ 2b+ c = 0,

−a+ b− c = −1,

解得 a = −1

2
，b = 0，c =

3

2
。故

f(x) =
3x− x3

2
, φ(x) = x− f(x) =

x3 − x

2
.

两者都无常数项。验证：

• f(A) =
3A−A3

2
：在 V1 = ker(A− I)2 上 f(A) = I，在 V−1 = ker(A+ I) 上 f(A) = −I，故 f(A)

可对角化；

• φ(A) = A− f(A) =
A3 −A

2
：在 V1 上等于 A− I（其平方为 O），在 V−1 上等于 O，故 φ(A) 幂

零；

• A = f(A) + φ(A) 显然成立（f(x) + φ(x) = x）。

□

8.（几何部分，共 5 小题，每题 10 分）
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(1) 三维欧氏空间中取定直角坐标系。有一直线 l 过点 (1, 0, 0) 且方向向量为 (0, 1, 1) 。绕 z 轴旋转

生成一个二次曲面 S 。试写出此二次曲面的代数方程（形如 f(x, y, z) = 0）。

(2) 设有一固定平面 Σ，具有以下性质：上述直线 l 在绕 z 轴旋转过程中总是与 Σ 相交。考虑与 Σ 平

行的平面族 Σt, t ∈ R, Σ0 = Σ 。试证明 Σt ∩ S 总是椭圆。

(3) 试证明 t 值变化过程中，上述各椭圆中的中心总落在一个过原点的空间定直线 L 上。

(4) 固定 L 上任一点 p，试证明：由 p 向曲面 S 作的各条切线的切点都落在一条椭圆 Γp 上，且椭圆

Γp 所在平面是 Σt 之一。

(5) S 把它在空间的补集分成内外两个连通分支，其中外部区域不包含原点。取上一小题所述椭圆 Γp

所在平面落在 S 外部的一点 p̂ 。试证明：从 p̂ 向 S 所作的各条切线之切点落在一条双曲线 Γ 上，

且 Γ 所在平面过 p 点。

解答 (1) l 上的点为 (1, s, s)（s ∈ R）。绕 z 轴旋转后，z = s 不变，而 x, y 满足 x2+y2 = 1+s2 = 1+z2

。故

S : x2 + y2 − z2 = 1,

即单叶双曲面。

(2) 设平面族为 Σt : ax+ by + cz = t，法向量 n = (a, b, c) 。 l 绕 z 轴转过角度 θ 后的直线 lθ 的方向

向量为 d(θ) = (− sin θ, cos θ, 1) 。 lθ 与 Σ 平行当且仅当

n · d(θ) = −a sin θ + b cos θ + c = 0.

函数 −a sin θ + b cos θ + c 的取值范围是
[
c−

√
a2 + b2, c+

√
a2 + b2

]
。由题设，l 在旋转过程中总与

Σ 相交，故 lθ 对任何 θ 都不与 Σ 平行（否则平行又不相交），即上式对一切 θ 均非零，故

|c| >
√
a2 + b2, 即c2 > a2 + b2.

特别地 c 6= 0 。将 z =
t− ax− by

c
代入 S 的方程，得 Σt ∩ S 在 (x, y) 坐标下的方程，其二次部分矩

阵为

Q =

1− a2

c2
−ab
c2

−ab
c2

1− b2

c2

 , detQ =
c2 − a2 − b2

c2
> 0, trQ = 2− a2 + b2

c2
> 0,

故 Q 正定。所以每个 Σt ∩ S（非空，事实上对一切 t 均非空）都是椭圆。

(3) 曲面 S 关于方向 n 的共轭直径面为 n · ∇q = 0（q = x2 + y2 − z2 − 1），即 ax+ by− cz = 0 。椭圆

Σt ∩ S 的中心 Ct 是 Σt 与共轭直径面的交点：

Ct =
( ta

c2 − a2 − b2
,

tb

c2 − a2 − b2
,

−tc
c2 − a2 − b2

)
,

故所有中心落在过原点的定直线

L : (x, y, z) = λ(a, b,−c)

上。

(4) 对二次曲面 S : q(x) = x2 + y2 − z2 − 1 = 0，点 p = (p1, p2, p3) 的极平面为

p1x+ p2y − p3z = 1.

（极平面理论的基本事实：q 上一点 u 处的切平面是 p1x + p2y − p3z = 1 的形式当且仅当切平面过 p，

即“从 p 引的切线的切点全体 = 极平面与 S 的交”。）因 p ∈ L，设 p = λ(a, b,−c)，则极平面为

λ(ax+ by + cz) = 1 ⇐⇒ ax+ by + cz =
1

λ
,
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即 Σ1/λ 。故切点全体 = S ∩ Σ1/λ，由 (2) 这是椭圆，记作 Γp；其所在平面为 Σ1/λ，是 Σt 之一。

(5) 设 Γp ⊂ Σt0（t0 =
1

λ
），取 p̂ ∈ Σt0 位于 S 的外部区域（即 p̂21 + p̂22 − p̂23 > 1）。从 p̂ 引 S 的切线，

切点全体为 S 与 p̂ 的极平面

Π : p̂1x+ p̂2y − p̂3z = 1

的交。其法向量 m = (p̂1, p̂2,−p̂3) 满足

m2
3 −m2

1 −m2
2 = p̂23 − p̂21 − p̂22 < 0

（由 p̂ 在外部区域），与 (2) 中的计算相对照（椭圆条件 c2 > a2 + b2 恰为法向量满足 m2
3 > m2

1 +m2
2），

知 S ∩Π 是双曲线（当 m3 = 0 时亦为双曲线：截面 x2 + y2 − z2 = 1 与竖直平面的交线是双曲线），记

作 Γ 。

再证 Π 过 p 。极平面关系是对称的：p ∈ Π ⇐⇒ p1p̂1 + p2p̂2 − p3p̂3 = 1 ⇐⇒ p̂ ∈（p 的极平面）

= Σt0，而 p̂ ∈ Σt0 由选取保证。故 Π 过 p，即双曲线 Γ 所在平面过 p 。证毕。 □
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北京大学数学科学学院

2016 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1.（证明题，共 30 分，每小题 15 分）

(1) 若 f(x) 在实轴上可导且 f ′(x) > f(x), ∀x ∈ (−∞,∞)，则 f(x) 至多有一个零点。

(2) 若 f(x) 处处二阶可导且 f ′′(x) > f(x), ∀x ∈ (−∞,∞)，则 f(x) 至多有两个零点。

解答 (1) 令 g(x) = e−xf(x)，则

g′(x) = e−x
(
f ′(x)− f(x)

)
> 0,

故 g 在 R 上严格单调递增，至多有一个零点，从而 f 至多有一个零点。

(2) 反设 f 有三个零点 a < b < c 。

先证 f 在 [a, b] 上没有正的最大值。若 f 在 (a, b) 内某点取正的局部极大值 ξ（f(ξ) > 0），则 f ′(ξ) = 0

且 f ′′(ξ) ≤ 0，与 f ′′(ξ) > f(ξ) > 0 矛盾。故 f ≤ 0 于 [a, b] 。同理 f ≤ 0 于 [b, c] 。

于是 f ≤ 0 于 [a, c] 而 f(b) = 0，即 b 是 f 在 (a, c) 内的（局部）最大值点，故 f ′(b) = 0，f ′′(b) ≤ 0

。但由条件 f ′′(b) > f(b) = 0，矛盾。故 f 至多有两个零点。 □

2.（30 分）假设 φ(x, y, z) 是原点 O 某个邻域上 C∞ 函数，且 φ,φx, φy, φxz, φyz 在 O 点为 0，φxx, φyy

在 O 点为 1，φxy(O) =
1

2
, φz(O) = −1

2
, φ(x, y, z) = 0 的隐函数记为 z = z(x, y)（已知 z(0, 0) = 0）

。请讨论 z = z(x, y) 在 (0, 0) 点附近的极值问题。

解答 因 φz(O) = −1

2
6= 0，由隐函数定理，方程 φ = 0 在 O 附近唯一确定 C∞ 函数 z = z(x, y)，

z(0, 0) = 0，且

zx = −φx

φz

, zy = −φy

φz

,

故 zx(0, 0) = zy(0, 0) = 0，(0, 0) 是驻点。

在 O 点将 φ Taylor 展开（注意到 φxz(O) = φyz(O) = 0）：

φ(x, y, z) =
1

2
φxx(O)x2 + φxy(O)xy +

1

2
φyy(O)y2 + φz(O)z + o(x2 + y2 + z2)

=
1

2

(
x2 + xy + y2

)
− 1

2
z + o(x2 + y2 + z2).

令 φ = 0，得

z = x2 + xy + y2 + o(x2 + y2 + z2).

又由隐函数定理 z = O(x2 + y2)（z 的梯度在原点为零），故 z2 = O
(
(x2 + y2)2

)
= o(x2 + y2)，从而

z(x, y) = x2 + xy + y2 + o(x2 + y2).

二次型 x2 +xy+ y2 =
(
x y

)(1 1
2

1
2

1

)(
x

y

)
正定（特征值

3

2
,
1

2
）。故存在 δ > 0，当 0 < x2 + y2 < δ2

时

z(x, y) ≥ 1

2
(x2 + y2) > 0 = z(0, 0),

即 z 在 (0, 0) 处取得严格极小值 0 。 □
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3.（40 分）设 z = z(x, y) 是题 2 中的隐函数，Ωδ 是 (0, 0) 点的 δ 邻域，当 δ 充分小时，证明如下极限存

在并求之：

lim
t→+∞

t

ˆ
Ωδ

e−tz(x,y) dxdy.

解答 作伸缩替换 u =
√
t x，v =

√
t y，得

t

ˆ
Ωδ

e−tz(x,y) dxdy =

ˆ
Ωδ

√
t

e−t z
(

u√
t
, v√

t

)
dudv.

由题 2 的展开，z(x, y) = x2 + xy + y2 + o(x2 + y2)，故对固定 (u, v)，

t z
( u√

t
,
v√
t

)
= u2 + uv + v2 + o(1) (t→ +∞),

且收敛在 u2 + v2 ≤ R2 上一致。另一方面，存在常数 c > 0 、 ρ > 0，当 x2 + y2 ≤ ρ2 时 z(x, y) ≥
c(x2 + y2)（正定二次型主导），于是对 (u, v) 满足 u2 + v2 ≤ tρ2 的被积函数，有

0 ≤ e−t z(u/
√
t, v/

√
t) ≤ e−c(u2+v2).

对固定的 R，先取极限（一致收敛）：ˆ
u2+v2≤R2

e−t z(u/
√
t, v/

√
t) dudv −→

ˆ
u2+v2≤R2

e−(u2+uv+v2) dudv (t→ ∞),

再令 R→ ∞（由 e−c(u2+v2) 控制，尾项一致趋于 0），得

lim
t→+∞

t

ˆ
Ωδ

e−tz dxdy =

¨
R2

e−(u2+uv+v2) dudv.

计算该 Gaussian 积分：二次型 u2 + uv + v2 的矩阵为 A =

(
1 1

2

1
2

1

)
，|A| = 3

4
，故

¨
R2

e−(u2+uv+v2) dudv =
π√
|A|

=
π√
3/4

=
2π√
3
.

所以极限存在且

lim
t→+∞

t

ˆ
Ωδ

e−tz(x,y) dxdy =
2π√
3
.

□

4.（20 分）设 A 是一个 2 阶复方阵，考虑 2 阶复方阵的线性空间 M2(C) 上的线性变换

φA :M2(C) →M2(C), X 7→ AX −XA.

试确定 dimkerφA 的所有可能的取值。

解答 kerφA = {X ∈ M2(C) : AX = XA} 是 A 的中心化子。按 A 的 Jordan 标准形分三种情况（C
上二阶方阵的 Jordan 形只有这三类）：

• A = λI（纯量矩阵）：任何 X 都与 A 交换，kerφA =M2(C)，dim = 4；

• A ∼ diag(λ1, λ2)，λ1 6= λ2：与 diag(λ1, λ2) 交换的矩阵恰为对角矩阵（由 AX = XA 比较各元素

即得），dim = 2；

• A ∼ J2(λ) =

(
λ 1

0 λ

)
：设 X 与 J2(λ) 交换，由

J2(λ)X = XJ2(λ)

直接解得 X =

(
a b

0 a

)
= aI + bN（N = J2(0)），即中心化子为 {aI + bN}，dim = 2 。
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故 dimkerφA 的所有可能取值为

2, 4.

□

5.（30 分）对于有理数域 Q 上的两个 n 阶方阵

A =


0 1 · · · 1

0 0 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 0

 , B =


0 0 · · · 0

1 0 · · · 0
...

... . . . ...
1 0 · · · 0

 ,

试证明两者是相似的，并求出一个矩阵 T，使得 A = T−1BT 。

解答 先证相似。 A 仅第一行为 (0, 1, . . . , 1)，其余行为零，故 A2 = O，rankA = 1，A 6= O 。同理

B2 = O，rankB = 1，B 6= O 。幂零矩阵的 Jordan 标准形由秩完全确定：秩为 1 且平方为零的 n 阶

幂零矩阵的 Jordan 形为

J = J2(0)⊕ 0n−2 = diag
((0 1

0 0

)
, 0, . . . , 0

)
.

故 A ∼ J，B ∼ J，从而 A ∼ B（且在 Q 上相似，因为两者的有理标准形均为 x2 ⊕ x⊕ · · · ⊕ x 所对应

的矩阵）。

再构造 T（A = T−1BT ⇐⇒ AT = TB）。设 Q 为 (n− 1) 阶循环差分矩阵

Q =



1 −1 0 · · · 0

0 1 −1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · −1

−1 0 0 · · · 1


,

（Q 的每行每列之和均为 0）。取

T =


1 1 · · · 1

1
... Q

1

 ,

即 T11 = 1，T1j = 1（j ≥ 2），Ti1 = 1（i ≥ 2），右下角 n− 1 阶块为 Q 。验证 AT = TB：

AT 仅第一行非零，第一行为 (0, 1, . . . , 1)T = T 的第 2 至 n 行之和。第 2 至 n 行的第一列之和为

n− 1，其余各列之和为 Q 的列和 = 0，故 AT 的第一行为 (n− 1, 0, . . . , 0) 。

TB 仅第一列非零，第一列为 T (0, 1, . . . , 1)T = T 的第 2 至 n 列之和。第一行为 T12+ · · ·+T1n = n−1，

第 2 至 n 行为 Q 的行和 = 0 。故 TB 的第一列为 (n− 1, 0, . . . , 0)T 。

所以 AT = TB 。再验证 T 可逆：按第一行展开，|T | = 0 · |Q| − 1T adj(Q)1（1 为 (n− 1) 维全 1 列向

量）。因 Q 的秩为 n− 2 且 Q1 = 0，adj(Q) 是 11T 的倍数（adj(Q) = c 11T，c 为 Q 的 (n− 2) 阶主

子式，等于 ±1），故

|T | = −c (n− 1)2 6= 0.

因此 T 可逆，且 A = T−1BT 。 □
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6.（20 分）R[x] 中多项式 f(x) = x4 + a1x
3 + a2x

2 + a3x + a4 。试用系数 a1, a2, a3, a4 的关系式，给出

f(x) 能表示成某个不可约二次多项式 g(x) 之平方的充分必要条件。

解答 设 f = g2，其中 g(x) = x2 + px+ q（R 上不可约二次多项式均可写成此形）。展开：

f = (x2 + px+ q)2 = x4 + 2px3 + (p2 + 2q)x2 + 2pqx+ q2,

故

a1 = 2p, a2 = p2 + 2q, a3 = 2pq, a4 = q2.

而 g 在 R 上不可约当且仅当其判别式 p2 − 4q < 0 。

分两种情况消去 p, q：

情形一：a1 6= 0 。此时 p =
a1
2

，q =
a3
a1

。充要条件为

a21a4 = a23, a2 =
a21
4

+
2a3
a1

,

且不可约性条件

p2 − 4q < 0 ⇐⇒ a21
4

− 4a3
a1

< 0 ⇐⇒ a1(a
3
1 − 16a3) < 0.

情形二：a1 = 0 。此时 p = 0，a3 = 2pq = 0，f = (x2 + q)2 。充要条件为

a3 = 0, a2 = 2q, a4 = q2 =
a22
4
,

且 x2 + q 不可约当且仅当 q > 0，即

a2 > 0.

综上，f 可表示成不可约二次多项式之平方的充要条件是：或 a1 6= 0 且

a21a4 = a23, a2 =
a21
4

+
2a3
a1

, a1(a
3
1 − 16a3) < 0;

或 a1 = a3 = 0 且

a4 =
a22
4
, a2 > 0.

□

7.（30 分）欧氏平面上限定向的等距变换群的一个子群 G，其中每一个非恒同的变换 g 都没有不动点，而

且每一个平面上的点 p 在群 G 作用下得到的轨道（即点集 {g(p) | g ∈ G}）在平面上都没有聚点。试

证明 G 可以由一个或两个平移变换生成，即

G = {nα | n ∈ Z} 或 G = {nα+mβ | n,m ∈ Z},

其中 Z 为整数集，n,m为任意整数，α, β 为线性无关的平移向量（也表示其对应的平移变换）。 nα+mβ

即对应线性组合所表示的平移。

解答 第一步：G 中每个元素都是平移。保定向等距变换是旋转或平移。非恒同的旋转有唯一的不动

点（旋转中心），与“非恒同变换无不动点”矛盾，故 G 中无非恒同旋转，即 G 全由平移构成。

第二步：G（视为平移向量的加法群）是 R2 的离散子群。事实上若平移向量 vn ∈ G，vn → v 且 vn 两

两不同，则对任一点 p，轨道点 p+ vn → p+ v 聚于 p+ v，与轨道无聚点矛盾。故 0 不是 G 的聚点，

从而 G 离散。

第三步：分类离散子群。

若 G = {0}，结论显然（可取任意 α）。否则取 G \ {0} 中范数最小的元素 α（因 G 离散，该最小值可

以达到）。
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情形一：G ⊆ Rα 。对任意 g = tα ∈ G，取 n = btc，则 (t− n)α ∈ G 且 0 ≤ t− n < 1，由 α 的最小

性得 t = n，故 G = Zα 。

情形二：G * Rα 。在 G \Rα 中取到直线 Rα 的垂直距离（即 α⊥ 方向的分量长度）最小的元素 β（离

散性保证其存在）。断言 G = Zα ⊕ Zβ 。任取 g ∈ G，写 g = xα + yβ（x, y ∈ R），取整数 n,m 使

|x− n| ≤ 1

2
，|y −m| ≤ 1

2
，令 g′ = g − nα−mβ ∈ G 。若 g′ 6= 0：当 y −m = 0 时，g′ = (x− n)α 是

G 中非零元素而 |g′| ≤ 1

2
|α| < |α|，矛盾；当 y −m 6= 0 时，g′ ∈ G \ Rα，而 g′ 到 Rα 的垂直距离为

|y−m|·（β 到 Rα 的距离）≤ 1

2
·（β 到 Rα 的距离），与 β 的最小性矛盾。故 g′ = 0，即 g ∈ Zα+Zβ，

所以 G = Zα⊕ Zβ，且 α, β 线性无关。

证毕。 □
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北京大学数学科学学院

2017 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1. (1) (10 分) 证明隐函数 y + sin(xy)− x = 0 在 x = 0 附近可以确定一个函数关系 y = f(x) 。

(2) (5 分) 试简单回答这个函数的光滑度（不必证明）。

(3) (10 分) 求 f(x) 在 x = 0 处的三阶导数 f ′′′(0) 。

解答 (1) 设 F (x, y) = y + sin(xy)− x，则 F ∈ C∞(R2)，F (0, 0) = 0，且

Fy(x, y) = 1 + x cos(xy), Fy(0, 0) = 1 6= 0.

由隐函数存在定理，存在 0 的邻域 I 与 0 的邻域 J，使对每个 x ∈ I，方程在 J 内有唯一解 y = f(x)，

且 f ∈ C1，f(0) = 0 。

(2) 因 F ∈ C∞ 且 Fy 6= 0（在 (0, 0) 附近），由隐函数定理的递归求导，f 也是 C∞（无穷次可微）函

数。

(3) 对 F (x, f(x)) = 0 逐次求导。记 f(0) = 0 。一阶：

f ′ + cos(xf)(f + xf ′)− 1 = 0.

令 x = 0：f ′(0) + 1 · (0 + 0)− 1 = 0 =⇒ f ′(0) = 1 。

二阶：

f ′′ − sin(xf)(f + xf ′)2 + cos(xf)(2f ′ + xf ′′) = 0.

令 x = 0：f ′′(0)− 0 + 1 · (2f ′(0) + 0) = 0 =⇒ f ′′(0) = −2 。

三阶（对二阶式再求导）：

0 = f ′′′ − cos(xf)(f + xf ′)3 − 2 sin(xf)(f + xf ′)(2f ′ + xf ′′)

− sin(xf)(f + xf ′)(2f ′ + xf ′′) + cos(xf)(3f ′′ + xf ′′′).

令 x = 0（注意 f(0) = 0，f + xf ′ 在 0 处为 0）：

0 = f ′′′(0) + 1 ·
(
3f ′′(0) + 0

)
= f ′′′(0)− 6 =⇒ f ′′′(0) = 6.

（亦可用级数验证：f = x− x2 + x3 + · · ·，故 f ′′′(0) = 6 。） □

2. (1) (10 分) 叙述积分第一中值定理，并给出一个几何解释。

(2) (10 分) 叙述一个函数 g(x) = 1，另一个函数 f(x) 单调时的积分第二中值定理（三种情况），并给

出一个几何解释。

(3) (5 分) 请问 (2) 中的函数 f(x) 的单调性是实质性条件还是技术性条件（自由畅谈）。如果是实质

性的，那么本质是什么？如果是技术性的，在哪方面提供了哪些方便？

解答 (1) 积分第一中值定理：设 f ∈ C[a, b]，g 在 [a, b] 上 Riemann 可积且不变号（如 g ≥ 0），则存

在 ξ ∈ [a, b] 使 ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

ˆ b

a

g(x) dx.

特别地（g ≡ 1）：存在 ξ ∈ [a, b] 使
ˆ b

a

f = f(ξ)(b− a) 。

几何解释：曲边梯形（y = f 与 x 轴、 x = a 、 x = b 围成的图形）的面积等于某个高为 f(ξ) 、底为

[a, b] 的矩形面积，即曲边梯形与某个“平均高度”的矩形等积。
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(2) 积分第二中值定理（g = 1 的特例即通常形式）：设 f 在 [a, b] 上单调，g 在 [a, b] 上 Riemann 可积，

则存在 ξ ∈ [a, b] 使 ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(a)

ˆ ξ

a

g(x) dx+ f(b)

ˆ b

ξ

g(x) dx.

三种常见情况：

• f 单调递减且 f(b) ≥ 0：存在 ξ 使
ˆ b

a

fg = f(a)

ˆ ξ

a

g；

• f 单调递增且 f(a) ≥ 0：存在 ξ 使
ˆ b

a

fg = f(b)

ˆ b

ξ

g；

• f 任意单调：
ˆ b

a

fg = f(a)

ˆ ξ

a

g + f(b)

ˆ b

ξ

g 。

当 g ≡ 1 时： ˆ b

a

f(x) dx = f(a)(ξ − a) + f(b)(b− ξ),

几何解释：单调函数 f 的曲边梯形面积等于一个“两级台阶”图形的面积——前段用高 f(a) 的矩形、后

段用高 f(b) 的矩形，分割点 ξ 由中值定理保证。

(3) 我认为单调性是实质性的，但其真正本质是“有界变差”。第二中值定理的标准证法是 Abel 变换（分

部积分）加第一中值定理：令 G(x) =
´ x

a
g，则

ˆ b

a

fg = f(b)G(b)−
ˆ b

a

G df.

当 f 单调时，df 是（不变号的）Stieltjes 测度，第一中值定理可直接应用，故单调性“技术上”保证了´
G df 可被 f 的全变差 |f(b)− f(a)| 控制。因此：单调 =⇒ 有界变差 =⇒ 定理成立。在这个意义上，

单调性可放宽为有界变差，故它是“技术性”的；但它不是可有可无的——若无任何变差控制（例如 f 仅

在 L1 意义下可积而剧烈振荡），则不存在这样的 ξ，定理整体失效。所以本质是：f 作为权函数，其

“总变化量”（全变差）有限，使加权平均能取到 f 端点值之间的某个组合。 □

3.（25 分）在考虑函数 f(x) 在给定区间上的傅里叶级数
∑∞

n=1(an cosnx + bn sinnx) 的收敛时，f(x) 的

光滑性与级数的收敛速度之间有没有一定的关系？请给出一个你自己的理解和描述。

解答 有明确且定量的关系：函数越光滑，其 Fourier 系数衰减越快，级数收敛越快。

设 f 在 [−π, π] 上以 2π 为周期，系数

an =
1

π

ˆ π

−π

f(x) cosnx dx, bn =
1

π

ˆ π

−π

f(x) sinnx dx.

若 f ∈ Ck（k ≥ 1）且 f (j)（j ≤ k）都是周期函数（即 f (j)(−π) = f (j)(π)），对 an 作 k 次分部积分

（边界项因周期性相消）：

an =
(−1)k

πnk

ˆ π

−π

f (k)(x)
(
cos或 sin

)
(nx) dx,

故

|an|, |bn| ≤
Ck

nk

∥∥f (k)
∥∥
L1 , n→ ∞.

因此：

• f 仅连续（甚至可积）：an, bn → 0（Riemann–Lebesgue 引理），衰减速度无保证，一般 O(1/n) 都

达不到；若 f 有第一类间断，系数仅为 O(1/n)，且出现 Gibbs 现象；

• f ∈ Ck 且周期匹配：an, bn = O(n−k)；

• f (k) 还满足有界变差时：an, bn = O(n−(k+1))；
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• f ∈ C∞：系数比任何 n−k 衰减都快，级数在任意阶导数意义下都绝对一致收敛。

更进一步，光滑性（Sobolev 意义下的导数平方可积性）等价于系数序列的加权平方可和性：f ∈ Hs ⇐⇒∑
n2s(|an|2 + |bn|2) <∞ 。这给出了光滑性与收敛速度关系的精确刻画。

本质原因：光滑性意味着高频分量（n 大）必须很小——快速振荡的三角函数与光滑函数的积分因“正

负相消”而变小；反之，奇性（间断、尖点）必然包含大量的高频成分，从而减慢收敛并引起 Gibbs 现

象。一句话：光滑性决定高频能量的衰减速率，从而决定 Fourier 级数的收敛速度。 □

4. (1) (10 分) 试讨论广义积分
ˆ
R

sinx
x

dx 的收敛性。

(2) (10 分) 试讨论广义重积分
¨

D

sinx
x

dxdy，其中 D = R× [0, 1] 的敛散性。

(3) (5 分) 请对上述结论给出一个你认为合理且本质的解释。

解答 (1) 在 0 点附近
sinx
x

→ 1，无奇性；在无穷远处，由 Dirichlet 判别法（sinx 的原函数 cosx 有

界，
1

x
↓ 0），

ˆ +∞

0

sinx
x

dx 条件收敛；同理
ˆ 0

−∞
条件收敛。故

ˆ
R

sinx
x

dx 收敛，且

ˆ
R

sinx
x

dx = 2

ˆ ∞

0

sinx
x

dx = π (Dirichlet 积分).

但它不绝对收敛：
ˆ ∞

0

| sinx|
x

dx = +∞（
| sinx|
x

≥ sin2 x

x
=

1− cos 2x
2x

，而
ˆ cos 2x

2x
收敛、

ˆ
1

2x
发

散）。

(2) 广义重积分收敛，且值为 π 。因被积函数与 y 无关：

¨
DR

sinx
x

dxdy =

ˆ 1

0

(ˆ R

−R

sinx
x

dx
)
dy =

ˆ R

−R

sinx
x

dx −→ π (R→ ∞),

其中 DR = [−R,R] × [0, 1] 。所以（按矩形截断的广义重积分意义下）收敛于 π 。它同样不绝对收敛

（| sinx|/x 对 x 不可积）。

(3) 本质解释：重积分情形下，条件收敛之所以能发生，是因为沿 x 方向的正负振荡相互抵消，而 y 方

向是平凡（有界区间、被积函数与 y 无关）的。它与一元情形“同源”：
sinx
x

的符号振荡提供抵消机制，

使矩形截断极限存在；但这种抵消依赖于截断的对称方式，这正是绝对可积性缺失的表现。绝对可积

（Lebesgue 可积）才保证积分值与截断方式、积分次序无关（Fubini/Tonelli），而条件收敛时“值”是脆

弱的——对更一般的穷竭序列，广义二重积分可能不存在或取不同值。因此，绝对可积是使重积分“真

正良定义”的实质条件。 □

5.（20 分）求集合 {A ∈M7×7(R) : A3 = 0} 中矩阵的秩的最大值。

解答 设 A 幂零（A3 = 0），其 Jordan 标准形由 Jordan 块 Jki
(0) 组成，且每个块的阶数 ki ≤ 3 。熟

知幂零 Jordan 块 Jk(0) 的秩为 k − 1，故

rankA =
∑
i

(ki − 1) = 7− (Jordan 块的个数).

在约束
∑

i ki = 7，1 ≤ ki ≤ 3 下，要最大化
∑

(ki − 1)，即最小化块的个数。 7 = 3+ 3+ 1（3 块）已

是块数最少（因每块阶数 ≤ 3）。此时

rankA = (3− 1) + (3− 1) + (1− 1) = 4.

例如

A = J3(0)⊕ J3(0)⊕ J1(0) ∈M7(R)
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满足 A3 = 0 且秩为 4 。故最大值为

max
{
rankA : A3 = 0

}
= 4.

□

6.（30 分）设 V 是有限维实内积空间，α1, · · · , αr, β1, · · · , βr ∈ V 。假设存在非零向量 α ∈ V 使得∑r
i=1〈α, αi〉βi = 0 。证明存在非零向量 β ∈ V 使得

∑r
i=1〈β, βi〉αi = 0 。

解答 定义线性变换

T : V → V, T (x) =

r∑
i=1

〈x, αi〉βi,

则题设即 α ∈ kerT，α 6= 0 。计算 T 的伴随：

〈Tx, y〉 =
r∑

i=1

〈x, αi〉〈βi, y〉 =
〈
x,

r∑
i=1

〈y, βi〉αi

〉
,

故

T ∗(y) =
r∑

i=1

〈y, βi〉αi.

要证的是存在 0 6= β ∈ V 使 T ∗(β) = 0，即 kerT ∗ 6= {0} 。

由 kerT 6= {0} 及

kerT = (ImT ∗)⊥

（线性代数基本恒等式），知 ImT ∗ ( V 。故存在 0 6= β ∈ V 使 β ⊥ ImT ∗，从而

‖T ∗β‖2 = 〈T ∗β, T ∗β〉 = 〈β, T (T ∗β)〉 = 0

（因 T (T ∗β) ∈ ImT ∗ ⊥ β），即 T ∗(β) = 0 。所以

r∑
i=1

〈β, βi〉αi = T ∗(β) = 0,

且 β 6= 0 。证毕。 □

7.（20 分）证明：对任意 3× 3 复矩阵，存在 3× 3 酉矩阵 U，使得 UAU−1 为形如
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

∗ 0 ∗


的矩阵。

解答 取 A 的一个单位特征向量 u3（特征值 µ），并把它扩充为酉矩阵 U = (u1, u2, u3) 的第三列。此

时

U∗AU =


∗ ∗ 0

∗ ∗ 0

0 0 µ


（第三列为 U∗Au3 = µU∗u3 = (0, 0, µ)T；第三行第 1, 2 个元素为 〈u3, Auj〉 = 〈A∗u3, uj〉 = 〈µ̄u3, uj〉 = 0）

。

记左上角 2× 2 块（即 A 在 u⊥3 上的压缩）为 C，它是 2 阶复矩阵，必有特征向量。取 C 的单位特征

向量作为 u2（在 u⊥3 内），再取 u1 为 u⊥3 中与 u2 正交的单位向量。以 (u1, u2, u3) 为列构造酉矩阵 U

。此时在 u⊥3 的基 {u1, u2} 下，C 的第 (1, 2) 个元素为

〈u1, Cu2〉 = 〈u1, νu2〉 = 0
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（ν 为 u2 对应的特征值）。这恰是 U∗AU 的 (1, 2) 元。于是

U∗AU =


∗ 0 0

∗ ∗ 0

0 0 ∗

 ,

其零元集合包含 (1, 2), (2, 3), (3, 2) 位置（还含 (1, 3), (3, 1)），当然是题中所要求的形式
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

∗ 0 ∗

 .

证毕。 □

8.（30 分）对于空间仿射坐标系中的马鞍面 S : z = xy，记 G 为所有保持 S 作为点集不变的空间仿射变

换构成的群。试决定空间中所有这样的直线 L，使得对于任意的 G 中变换 g，直线 g(L) 都与 L 平行

或重合。

解答 先确定 G 的结构。设 g(x, y, z) =M(x, y, z)T + t ∈ G，其中 M = (mij) 可逆，t = (t1, t2, t3) 。

在 S 上 z = xy，将 z = xy 代入 (g)1(g)2 − (g)3，得到关于 (x, y) 恒为零的多项式：

(m11x+m12y +m13xy + t1)(m21x+m22y +m23xy + t2)− (m31x+m32y +m33xy + t3) ≡ 0.

比较各项系数：

常数项: t1t2 − t3 = 0;

x 项: m11t2 +m21t1 −m31 = 0; y 项: m12t2 +m22t1 −m32 = 0;

x2 : m11m21 = 0; y2 : m12m22 = 0; x2y2 : m13m23 = 0;

x2y : m11m23 +m13m21 = 0; xy2 : m12m23 +m13m22 = 0;

xy : m11m22 +m12m21 +m13t2 +m23t1 −m33 = 0.

由 m11m21 = m12m22 = 0 及 M 可逆，分两种情形：

• m11m22 6= 0（此时 m12 = m21 = 0）：由 x2y 得 m23 = 0，由 xy2 得 m13 = 0，再由 x 、 y 项得

m31 = m11t2，m32 = m22t1，且 m33 = m11m22 。于是

g(x, y, z) =
(
ax+ t1, by + t2, abz + at2x+ bt1y + t1t2

)
, a, b 6= 0;

• m12m21 6= 0（此时 m11 = m22 = 0）：由 x2y 、 xy2 得 m13 = m23 = 0，同理

g(x, y, z) =
(
ay + t1, bx+ t2, abz + at2y + bt1x+ t1t2

)
,

即第一种形式再复合交换 x, y 的变换。

（由系数方程直接可验证上述映射确实把 S 映为自身，且 t3 = t1t2 等条件已自动满足。）

现在确定满足条件的直线。首先，G 包含所有纯伸缩

ga,b(x, y, z) = (ax, by, abz), a, b 6= 0.

若直线 L 对一切 g ∈ G 满足 g(L) ‖ L，则特别地对一切 ga,b 成立。设 L 的方向向量为 d = (d1, d2, d3)，

其像的方向为 (ad1, bd2, abd3)，要求对一切 a, b 6= 0 有

(ad1, bd2, abd3) ‖ (d1, d2, d3).
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若 d1 6= 0，则比例系数必为 a，令 a 变动即得矛盾；同理 d2 6= 0 亦矛盾。故 d1 = d2 = 0，即 L 的方

向必为 (0, 0, 1)（与 z 轴平行）。

反之，任何与 z 轴平行的直线 L = {(x0, y0, t) : t ∈ R} 都满足要求：由上面求出的 G 的结构，g ∈ G

的线性部分的第三列为 (0, 0, ab)T，故 g 把方向 (0, 0, 1) 映为 (0, 0, ab)，g(L) 仍是竖直线（过 (ax0 +

t1, by0 + t2, ·)），与 L 平行。

综上，满足条件的直线恰为与 z 轴平行的所有直线。 □
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北京大学数学科学学院

2019 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷满分 200 分，考试时间 120 分钟。

1.（20 分）设 a > 0, a1 = a, a2 = aa, a3 = aa
a

, · · · , an+1 = aa
aa

, · · ·，集合 S = {a | 序列{an} 极限存在}
。

(1) 证明 S 有上界。

(2) 求 S 的上确界。

解答 序列的递推关系为 an+1 = aan（幂塔）。

(1) 设 a ∈ S，{an} 收敛于 L 。由递推式两边取极限得 L = aL，故 a = L1/L 。因 an > 0 恒成立，故

L > 0 。考查函数

φ(x) = x1/x = e
ln x
x , x > 0,

φ′(x) = φ(x) · 1− lnx
x2

,

故 φ 在 (0, e) 上递增、在 (e,+∞) 上递减，最大值

max
x>0

x1/x = φ(e) = e1/e.

于是 a = L1/L ≤ e1/e，即 S ⊆ (0, e1/e]，S 有上界。

(2) 证明 e1/e ∈ S，从而 supS = e1/e 。取 a = e1/e ∈ (1, e) 。先证 {an} 单调递增：a1 = a，a2 = aa >

a1 = a（a > 1）；若 an > an−1，则 an+1 = aan > aan−1 = an 。再证 {an} 有上界 e：a1 = a < e；若

an ≤ e，则 an+1 = aan ≤ (e1/e)e = e 。故 an ↑ L ≤ e，且 L 满足 L = eL/e，即
lnL
L

=
1

e
，而函数

lnx
x

在 (0, e] 上严格递增（只在 x = e 处等于
1

e
），故 L = e 。所以 e1/e ∈ S 。

因此 supS = e1/e 。（事实上可证 S = [e−e, e1/e]：对 1 < a ≤ e1/e 由上面的单调性论证知 {an} 收敛；

对 0 < a < 1，不动点 L = aL ∈ (a, 1)，a = L1/L，幂塔收敛当且仅当 |(ax)′|x=L| = |L ln a| = | lnL| < 1，

即 L > e−1，等价于 a = L1/L ≥ (e−1)e = e−e 。） □

2.（共 20 分，每小题 10 分）

(1) 设 y = arctan 3x(x2 − 1)

x4 − 4x2 + 1
，求

dy
dx 。

(2) 求定积分
ˆ 1

0

1 + x4

1 + x6
dx 。

解答 (1) 记 u =
3x(x2 − 1)

x4 − 4x2 + 1
，则 y′ =

u′

1 + u2
。计算：

u′ =
(9x2 − 3)(x4 − 4x2 + 1)− (3x3 − 3x)(4x3 − 8x)

(x4 − 4x2 + 1)2
=

−3(x6 + x4 + x2 + 1)

(x4 − 4x2 + 1)2
,

1 + u2 =
(x4 − 4x2 + 1)2 + 9x2(x2 − 1)2

(x4 − 4x2 + 1)2
=
x8 + x6 + x2 + 1

(x4 − 4x2 + 1)2
=

(x2 + 1)(x6 + 1)

(x4 − 4x2 + 1)2
.

故
dy
dx =

u′

1 + u2
= −3(x6 + x4 + x2 + 1)

(x2 + 1)(x6 + 1)
= −3(x4 + 1)

x6 + 1
,

也可写成
dy
dx = − 3

1 + x2
− 3x2

1 + x6
.
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（注：函数 u 在 x4 − 4x2 + 1 = 0 处无定义，在其每个连续区间上 y = − arctanx3 − 3 arctanx+C，常

数 C 在各区间可不同。）

(2) 先作部分分式分解：
1 + x4

1 + x6
=

2

3
· 1

1 + x2
+

1

3
· x2 + 1

x4 − x2 + 1
.

（验证：右端通分，分子为
2

3
(x4 − x2 +1)+

1

3
(x2 +1)2 =

2

3
x4 − 2

3
x2 +

2

3
+

1

3
x4 +

2

3
x2 +

1

3
= x4 +1 。）

注意到
d
dx arctan

(
x− 1

x

)
=

1 + 1/x2

1 + (x− 1/x)2
=

x2 + 1

x4 − x2 + 1
.

于是 ˆ 1

0

1 + x4

1 + x6
dx =

[2
3
arctanx+

1

3
arctan

(
x− 1

x

)]1
0+

=
(2
3
· π
4
+

1

3
· 0
)
−
(
0 +

1

3
·
(
−π
2

))
=
π

6
+
π

6
=
π

3
.

□

3.（20 分）试参照积分第二中值定理的表述，给出第一类曲线积分的积分第二中值定理（注意条件和结论

表述的准确性），并给出相应的证明。

解答 定理（第一类曲线积分的积分第二中值定理）：设 Γ 是（分段）光滑的可求长曲线，以弧长 s 为

参数，Γ : r(s)，0 ≤ s ≤ L，起点 A = r(0)，终点 B = r(L) 。设 f 是定义在 Γ 上的函数，且 f(r(s))
关于弧长参数 s 单调；g 在 Γ 上连续。则存在 ξ ∈ Γ（把 Γ 分成从 A 到 ξ 与从 ξ 到 B 两段 Γ1,Γ2），

使得 ˆ
Γ

f g ds = f(A)

ˆ
Γ1

g ds+ f(B)

ˆ
Γ2

g ds,

即 ˆ L

0

f(r(s))g(r(s)) ds = f(r(0))
ˆ s0

0

g(r(s)) ds+ f(r(L))
ˆ L

s0

g(r(s)) ds,

其中 s0 = s(ξ) ∈ [0, L] 。

特别地，若 f 沿 Γ 单调递减且 f ≥ 0，则存在 ξ ∈ Γ 使
ˆ
Γ

fg ds = f(A)

ˆ
Γ1

g ds;

若 f 沿 Γ 单调递增且 f ≥ 0，则 ˆ
Γ

fg ds = f(B)

ˆ
Γ2

g ds.

证明：把 Γ 按弧长参数化后，令 F (s) = f(r(s))，G(s) = g(r(s))，则 F 在 [0, L] 上单调，G 连续，问

题化为一元积分第二中值定理：

ˆ L

0

F (s)G(s) ds = F (0)

ˆ s0

0

G(s) ds+ F (L)

ˆ L

s0

G(s) ds.

现补证一元情形。设 F 单调递减（递增情形类似；一般单调函数可写成 F = F (b) + [F −F (b)] 用递减

情形）。记 H(s) =
´ s

0
G(t) dt，H ∈ C1[0, L] 。对 [0, L] 作分割 0 = s0 < s1 < · · · < sm = L，由 Abel

求和公式，

m∑
i=1

F (si−1)

ˆ si

si−1

G =

m∑
i=1

F (si−1)
(
H(si)−H(si−1)

)
= F (sm−1)H(L)−

m−1∑
i=1

(
F (si)− F (si−1)

)
H(si).

因 F ≥ 0 递减，H 连续，右端在分割加细时趋于

F (L)H(L)−
ˆ L

0

H dF,
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其中 dF 是单调函数产生的非正 Stieltjes 测度，且

F (L)H(L)−
ˆ L

0

H dF = F (L)H(L) +

ˆ L

0

H d(−F ),

对后一项用积分第一中值定理（d(−F ) ≥ 0，H 连续）：存在 s0 ∈ [0, L]使
ˆ L

0

H d(−F ) = H(s0)

ˆ L

0

d(−F ) =

H(s0)(F (0)− F (L)) 。于是左端极限为

ˆ L

0

FG = F (L)H(L) +H(s0)
(
F (0)− F (L)

)
= F (0)

ˆ s0

0

G+ F (L)

ˆ L

s0

G,

（因 H(0) = 0）。这正是一元第二中值定理。取 ξ = r(s0) 即得曲线积分版本。 □

4.（20 分）设 f(x) 和 g(x) 皆为整个实数轴上的连续函数，其中 g(x) 以 T > 0 为周期。证明：函数方程

f(f(x)) = −x3 + g(x) 不可能有连续解。

解答 反证：设连续函数 f 满足 f(f(x)) = −x3 + g(x) =: h(x) 。因 g 连续周期，设 |g| ≤ M 。则当

|x| 充分大时 h′(x) = −3x2 + g′(x) < 0 且 h(x) → ∓∞（x→ ±∞），故 h 是满射，f 也满射。

取 R 充分大，使 h 在 [R,+∞) 上严格递减。若 R ≤ a < b 而 f(a) = f(b)，则 h(a) = f(f(a)) =

f(f(b)) = h(b)，与 h 在 [R,∞) 上严格递减矛盾，故 f 在 [R,+∞) 上单射。连续单射必严格单调。

若 f 在 [R,+∞) 上递增：则 f(x) ↑ L ∈ (−∞,+∞]（x → ∞）。若 L < +∞，则 h(x) = f(f(x)) →
f(L−) = f(L)（连续性），与 h(x) → −∞ 矛盾；若 L = +∞，则 h(x) = f(f(x)) → +∞，亦矛盾。故 f

不递增，只能严格递减。于是 f(x) ↓ L（x→ ∞）。若 L > −∞，则 h(x) = f(f(x)) → f(L+) = f(L)

有限，与 h(x) → −∞ 矛盾；故 L = −∞，即 f(x) → −∞（x → +∞）。又 h(x) = f(f(x)) → −∞
（x → ∞）且 f(x) → −∞，说明 f(y) → −∞（y → −∞）。于是 f 在 R 上上有界，设 f ≤ M0 。但

h(x) = f(f(x)) ≤M0 对一切 x 成立，而

h(x) = −x3 + g(x) → +∞ (x→ −∞),

矛盾。故不存在这样的连续函数 f 。证毕。 □

5.（20 分）在单位圆盘 D 内，u = ∆u, u|∂D = 0 。证明：u ≡ 0 。

解答 设 u ∈ C2(D) ∩ C(D) 满足 ∆u = u 于 D，u|∂D = 0 。方程两边乘以 u 并在 D 上积分：
ˆ
D

u2 dxdy =

ˆ
D

u∆u dxdy.

由 Green 第一恒等式， ˆ
D

u∆u+

ˆ
D

|∇u|2 =
ˆ
∂D

u
∂u

∂n
ds = 0

（边界上 u = 0）。故 ˆ
D

u2 = −
ˆ
D

|∇u|2 ≤ 0.

又
´
D
u2 ≥ 0，故

´
D
u2 = 0，从而（u 连续）u ≡ 0 于 D 。 □

6.（15 分）设 a0, a1, a2 为有理数，且 ∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2

a2 a0 + a1 a1 + a2

a1 a2 a0 + a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

证明：a0 = a1 = a2 = 0 。
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解答 直接展开行列式（Sarrus 法则）得

D := a30 + a31 + a32 + 2a20a1 + a0a
2
1 − a21a2 − a0a

2
2 − 3a0a1a2.

关键是模 2 同余：因 x3 ≡ x，x2 ≡ x (mod 2)，2a20a1 ≡ 0，−y ≡ y (mod 2)，故

D ≡ a0 + a1 + a2 + a0a1 + a1a2 + a0a2 + a0a1a2

≡ (1 + a0)(1 + a1)(1 + a2)− 1 (mod 2),

即

D ≡ 1− (1 + a0)(1 + a1)(1 + a2) (mod 2).

若 D = 0，则 (1 + a0)(1 + a1)(1 + a2) ≡ 1 (mod 2)，故 1 + ai ≡ 1 (mod 2)，即 a0, a1, a2 都是偶数。

先证整数情形的结论（无穷递降）：设 a0, a1, a2 ∈ Z 满足 D = 0，由上知 ai = 2bi（bi ∈ Z）。因 D 是

三次齐次多项式，D(a0, a1, a2) = 8D(b0, b1, b2) = 0，故 b0, b1, b2 又是一组整数解。如此反复，ai 可被

任意大的 2k 整除，只能 a0 = a1 = a2 = 0 。

对有理数情形：设 ai =
mi

d
（d ∈ Z>0 为公分母），则 D(m0,m1,m2) = d3D(a0, a1, a2) = 0，由整数情

形得 m0 = m1 = m2 = 0，故 a0 = a1 = a2 = 0 。证毕。 □

7.（25 分）设实二次型 f(x1, x2, x3) = 4x1x2 − 2x1x3 + 3x22 − 4x2x3 。

(1) (5 分) 将 f 写成 xTAx 的形式，求实对称矩阵 A 的特征向量与特征值。

(2) (10 分) 求正交矩阵 P 和对角矩阵 D，使得 A = PDP T 。

(3) (10 分) 求二次型 f(x) = xTAx 在单位球面 ‖x‖ = 1 上取到的最大值，并确定在何处取到最大值

。

解答 (1) 由二次型的对称化规则（xixj 项系数一半分给 aij , aji）：

A =


0 2 −1

2 3 −2

−1 −2 0

 , f = xTAx.

求特征多项式：

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −2 1

−2 λ− 3 2

1 2 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 3λ2 − 9λ− 5 = (λ− 5)(λ+ 1)2.

故特征值为 λ1 = 5，λ2 = λ3 = −1 。

λ = 5：解 (5I −A)v = 0 得特征向量 v1 = (1, 2,−1) 。

λ = −1：解 (−I −A)v = 0，即 x1 + 2x2 − x3 = 0，特征子空间为二维。取两个互相正交的向量：

v2 = (2,−1, 0), v3 = (1, 2, 5)

（验证：v2 · v3 = 2− 2 + 0 = 0，且 v1 · v2 = v1 · v3 = 0）。

(2) 单位化：

e1 =
1√
6
(1, 2,−1), e2 =

1√
5
(2,−1, 0), e3 =

1√
30

(1, 2, 5).

令

P = (e1, e2, e3), D = diag(5,−1,−1),

则 P 为正交矩阵且

A = PDPT.
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(3) 由 Rayleigh 商，对 ‖x‖ = 1，

f(x) = xTAx = λmax = 5 的上界, f(x) ≤ 5,

等号当且仅当 x 是对应于最大特征值 5 的单位特征向量，即

x = ±e1 = ± 1√
6
(1, 2,−1).

故最大值为 5，在 ± 1√
6
(1, 2,−1) 处取得。 □

8.（20 分）设矩阵 A 的列数与矩阵 B 的行数均为 n，证明：

rank(A) + rank(B) = rank(AB) + n

当且仅当 KerA ⊆ ImB 。

解答 （设 A 为 m× n 矩阵，B 为 n× p 矩阵。）先证基本恒等式：对任意矩阵 X,Y（X 的列数 =

Y 的行数），

rank(XY ) = rankY − dim(kerX ∩ ImY ).

（由核像维数公式：rank(XY ) = dimX(ImY ) = dim ImY −dim(kerX ∩ ImY ) 。）取 X = A，Y = B：

rank(AB) = rankB − dim(kerA ∩ ImB).

于是

rank(A) + rank(B) = rank(AB) + n ⇐⇒ rankA = n− dim(kerA ∩ ImB)

⇐⇒ dim(kerA ∩ ImB) = n− rankA = dimkerA.

因 kerA ∩ ImB ⊆ kerA，维数相等且包含成立等价于

kerA ∩ ImB = kerA ⇐⇒ kerA ⊆ ImB.

证毕。 □

9.（10 分）设 A 为 Mn(C) 中的幂零矩阵，定义 Mn(C) 上的线性变换 TA : B 7→ AB − BA 。证明：若

(TA)
2B = 0，则 AB 是幂零矩阵。

解答 设 An = 0，C = [A,B] = AB −BA = TA(B)，则 (TA)
2B = [A,C] = 0，即 AC = CA 。

第一步（Leibniz 恒等式）：对一切 k ≥ 0，

AkB =

k∑
i=0

(
k

i

)
T i
A(B)Ak−i.

证明：k = 0, 1 显然（A0B = B；AB = BA+C = TA(B)A0 +BA）。若对 k 成立，则（用 AT i
A(B) =

T i+1
A (B) + T i

A(B)A）

Ak+1B = AAkB =

k∑
i=0

(
k

i

)
AT i

A(B)Ak−i

=

k∑
i=0

(
k

i

)(
T i+1
A (B) + T i

A(B)A
)
Ak−i

=

k+1∑
i=0

[( k

i− 1

)
+

(
k

i

)]
T i
A(B)Ak+1−i =

k+1∑
i=0

(
k + 1

i

)
T i
A(B)Ak+1−i.
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由 T 2
A(B) = 0，得

AkB = BAk + k CAk−1 (k ≥ 1).

取 k = n：AnB = 0 = BAn + nCAn−1，故

CAn−1 = 0.

第二步（归纳证明 (AB)2n−1 = 0）。对幂零指标归纳：n = 1 时 A = 0，AB = 0，成立。设结论对幂

零指标 ≤ n− 1 成立。若 An−1 = 0，则由归纳假设（A 的幂零指标 ≤ n− 1）得 (AB)2n−3 = 0，从而

(AB)2n−1 = (AB)2n−3(AB)2 = 0 。若 An−1 6= 0，记 V ′ = ImAn−1 6= {0} 。由 An = 0 知 A(V ′) = 0；

由 CAn−1 = 0 知 C(V ′) = 0，故对 v′ ∈ V ′：

AB v′ = ABv′ −BAv′ = Cv′ = 0 (因Av′ = 0).

在商空间 V /V ′ 上，Ān−1 = 0（An−1(V ) ⊆ V ′），且 C̄ = [Ā, B̄] 、 [Ā, C̄] = 0 仍成立，由归纳假设

(ĀB̄)2n−3 = 0，即 (AB)2n−3(V ) ⊆ V ′ 。于是对任意 v ∈ V，

(AB)2n−1v = (AB)2 (AB)2n−3 v = (AB)
(
(AB)(AB)2n−3v

)
= 0

（因 (AB)2n−3v ∈ V ′，而 AB 在 V ′ 上为零）。故 (AB)2n−1 = 0，AB 幂零。证毕。 □

10.（30 分）定义在平面 y = 0 上的圆 C : (x− 2)2 + z2 = 1 绕 z 轴旋转成一环面 Γ 。

(1) 求环面 Γ 的一个参数方程。

(2) 环面 Γ 的正等测投影（其在平面 x+ y + z = 0 上的垂直投影）外周是否为椭圆？

解答 (1) 圆 C 上的点可写为 (2 + cos t, 0, sin t)（0 ≤ t < 2π）。绕 z 轴旋转角度 θ 后得

r(t, θ) =
(
(2 + cos t) cos θ, (2 + cos t) sin θ, sin t

)
, 0 ≤ t, θ < 2π.

（消去参数得直角坐标方程
(
x2 + y2 + z2 + 3

)2
= 16(x2 + y2) 。）

(2) 不是椭圆。先求正等测投影下的轮廓线。环面在 (t, θ) 处的法向量为

N = rt × rθ = −
(
(2 + cos t) cos t cos θ, (2 + cos t) cos t sin θ, (2 + cos t) sin t

)
,

轮廓（外周）条件是 N 与投影方向 (1, 1, 1) 垂直：

cos t (cos θ + sin θ) + sin t = 0.

令 s = cos θ + sin θ ∈ [−
√
2,
√
2]，则 sin t = − cos t · s，即 tan t = −s，故

cos t = ± 1√
1 + s2

.

取 cos t = +
1√

1 + s2
（外周一支）。在平面 x + y + z = 0 上取标准正交基 a =

1√
2
(1,−1, 0)，b =

1√
6
(1, 1,−2)，则外周轮廓的参数方程为

u = r · a =
1√
2
(2 + cos t)(cos θ − sin θ) = ± 1√

2

(
2 +

1√
1 + s2

)√
2− s2,

v = r · b =
1√
6

[
(2 + cos t)s− 2 sin t

]
=

s√
6

(
2 +

3√
1 + s2

)
,

（s ∈ [−
√
2,
√
2]，其中用到 (cos θ − sin θ)2 = 2− s2）。
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反证其不是椭圆：若外周是椭圆，则其关于 u, v 轴均对称（环面关于 xOy 、 xOz 等坐标面对称），必

形如
u2

a2
+
v2

b2
= 1 。它在 u 轴上的截距为 u = ±3（s = 0 时），故 a = 3；在 v 轴上的截距为 s =

√
2

时的 v 值

b =

√
2√
6

(
2 +

3√
3

)
=

2 +
√
3√

3
.

但取 s = 1（此时 u2 =
(2 + 1/

√
2)2

2
，v =

2 + 3/
√
2√

6
），代入验证：

u2

9
+
v2

b2
=

(2 + 1/
√
2)2

18
+

(2 + 3/
√
2)2

6
· 3

(2 +
√
3)2

≈ 0.4071 + 0.6097 = 1.0168 6= 1,

矛盾。故外周不是椭圆（它是更高次的代数曲线）。 □
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复旦大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：张彬泽
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复旦大学数学科学学院

2019 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) 是 R 上的有界函数，{(x, f(x)) | x ∈ R} 是 R2 中的闭集，判断 f(x) ∈ C(R) 是否成立。

解答：结论成立，f(x) 在 R 上连续。反证法。假设 f 在点 x0 处不连续，则存在收敛序列 xn → x0，

使得 lim
n→∞

f(xn) = y 6= f(x0) 。于是点列 (xn, f(xn)) 在图像集合 Γ = {(x, f(x)) | x ∈ R} 中，它的极

限点为 (x0, y) 。因为 Γ 是闭集，所以 (x0, y) ∈ Γ，推出 y = f(x0)，矛盾。故 f(x) ∈ C(R) 。

2. 设 Z 为整环，A =
(
3, x3 − x2 + 2x− 1

)
为 Z[x] 的理想。问：

(1) A 是否为主理想？请说明理由。

解答：A 不是主理想。若 A = (g(x))，则 g(x) | 3，于是 g(x) = ±1,±3 。 3 - x3 − x2 +2x− 1，因

此 x3 − x2 + 2x− 1 /∈ (3)，矛盾。故 A 不能由单个元素生成，不是主理想。

(2) Z[x]/A 是否为整环？请说明理由。

解答：Z[x]/A 是整环。由环同构

Z[x]/(3, x3 − x2 + 2x− 1) ∼= F3[x]/
(
x3 − x2 + 2x− 1

)
.

检验三次多项式 f(x) = x3 − x2 + 2x− 1 在 F3 无根：

f(0) = −1 6= 0, f(1) = 1 6= 0, f(2) = 1 6= 0.

域上三次多项式无根则不可约，(f(x)) 是素理想，故商环为整环。

3. 求极限

lim
x→0+

∞∑
n=2020

(−1)n

lnx n
.

解答：该极限不存在。对任意 x > 0，
{

1
lnx n

}
单调递减趋于 0，交错级数收敛。当 x → 0+，lnx n =

ex ln ln n → 1 。形式极限得到
∞∑

n=2020

(−1)n，这是发散级数，故原极限不存在。

4. 设 A ∈Mn×n(C), B ∈Mm×m(C), C ∈Mn×m(C) 。求证：若 A,B 无公共特征值，则(
A C

O B

)

相似于

(
A O

O B

)
。并举例说明去掉条件 A,B 无公共特征值后结论不成立。

解答：取可逆矩阵 P =

(
In X

O Im

)
，计算

P−1

(
A C

O B

)
P =

(
A AX −XB + C

O B

)
.

西尔维斯特方程 AX −XB = −C，当 σ(A) ∩ σ(B) = ∅ 时有唯一解 X 。代入该解，右上角块化为零

矩阵，于是两矩阵相似。

反例：取 A = B =

(
0 1

0 0

)
, C =

(
0 1

0 0

)
，

M =

(
A C

0 A

)
=


0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 .

M 的 Jordan 标准型是 1 个 4 阶幂零 Jordan 块；diag(A,A) 是两个 2 阶 Jordan 块，二者不相似。
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5. 设 f(x) ∈ C2[0, 1], f(0) = 10, f
(
1
2

)
= 1, f(1) = 7 。问：f ′′(x) 是否一定能取到某个值，并说明理由。

解答：不一定。可以构造一个 C2[0, 1] 的光滑函数，过这三点，图像非常贴近连接三点的折线，使得二

阶导数恒大于 0（或恒小于 0），取不到 0 。因此 f ′′(x) 不一定取到某个特定的值。

6. 设 G 为有限群，|G| 无平方因子，φ : G→ G, g 7→ g3 是单同态。求证：G 是循环群。

解答：|G| 无平方因子，故 G 是可解群，并且所有 Sylow 子群都是循环群。 φ 是单射，有限集上单射

必为双射，于是映射 g 7→ g3 是群的自同构。这说明 3 与 |G| 互素。无平方因子群是循环群当且仅当它

是交换群。无平方因子非交换群必存在阶为 pq (p | q− 1) 的子群，此时 3 不与群阶互素矛盾，故 G 交

换。有限交换无平方因子群必循环，证毕。

7. 设 f ∈ C[0, 1]，求证：

lim
n→∞

n

ˆ 1

0

xnf(x) dx = f(1).

解答：

n

ˆ 1

0

xnf(1) dx = nf(1) · 1

n+ 1
→ f(1).

只需证 lim
n→∞

n
´ 1

0
xn
(
f(x) − f(1)

)
dx = 0 。 ∀ε > 0，由 f 在 1 连续，∃δ > 0，当 x ∈ (1 − δ, 1]，

|f(x)− f(1)| < ε 。∣∣∣∣∣n
ˆ 1−δ

0

xn(f(x)− f(1))dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2Mn(1− δ)n+1 → 0, M = max |f |.

∣∣∣∣n ˆ 1

1−δ

xn(f(x)− f(1))dx

∣∣∣∣ ≤ εn

ˆ 1

0

xndx < ε.

由 ε 的任意性，极限成立。

8. 设 {α1, · · · , αn} 是 Rn 的一组基，求证：

| det(α1, · · · , αn)| ≤
n∏

k=1

‖αk‖.

等号成立当且仅当 {α1, · · · , αn} 是 Rn 的一组正交基。

解答：这就是 Hadamard 不等式。记矩阵 A = (α1, α2, . . . , αn)，则 A⊤A 的对角元为 ‖αk‖2 。由谱不

等式 det(A⊤A) ≤
n∏

k=1

(A⊤A)kk，

| det(A)|2 = det(A⊤A) ≤
n∏

k=1

‖αk‖2.

两边开平方即得 | det(A)| ≤
n∏

k=1

‖αk‖ 。等号成立 ⇐⇒ A⊤A 为对角矩阵 ⇐⇒ (αi, αj) = 0, i 6= j，也

就是 {α1, . . . , αn} 正交基。
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复旦大学数学科学学院

2021 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) ∈ C∞(R), f
(
1
n

)
= n3

n4+1
, ∀n ∈ N.

(1) 上述条件是否可以确定 f (k)(0), ∀k ∈ N?
解答：可以确定。令 g(x) = x

1+x4 ，则 g
(
1
n

)
= (1/n)

1+(1/n)4
= n3

n4+1
。于是 f

(
1
n

)
= g

(
1
n

)
。点列

xn = 1
n
→ 0 。设 h(x) = f(x)− g(x)，则 h(xn) = 0，由唯一性定理（解析函数零点聚点原理），h

在 0 的邻域恒为 0 。 g(x) 在 0 处光滑，于是 f (k)(0) = g(k)(0)，所有阶导数唯一确定。

(2) 若 f1(x), f2(x) 为满足上述要求的两个函数，是否存在 δ > 0，使得 f1(x) = f2(x) 在 [0, δ] 上成立？

解答：存在。 h(x) = f1(x)−f2(x) 在点列 1/n处取值为 0，0 是零点的聚点。虽然 f 只是 C∞，但是

h(0) = limn→∞ h(1/n) = 0，并且由泰勒展开，所有导数 h(k)(0) = 0 。再构造 g(x) = f1(x)−g0(x)，
在零点聚点下，光滑函数如果在收敛于 0 的序列上取 0，则其泰勒系数全部为 0；注：这里注意：

C∞ 函数可以有非平凡零点聚点，但本题 f(1/n) 的值唯一确定泰勒级数，于是两个函数在原点有

完全相同的泰勒展开；结合条件 f(1/n) = n3

n4+1
，可以推出在原点邻域二者相等。

2. 求极限 lim
n→∞

ˆ +∞

0

cosxndx.

解答：做变量替换 t = xn ⇒ x = t1/n, dx = 1
n
t

1
n−1dt 。

In =

ˆ +∞

0

cos(t) · 1
n
t

1
n−1dt

由控制收敛定理，n→ ∞， 1
n
t

1
n−1 → 0, t > 0 。于是极限为 0 。

3. 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上定义，f([a, b]) ⊂ (a, b)，并存在一个常数 α，满足 0 < α < 1，使得对一切

x, y ∈ [a, b]，成立不等式 |f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|，证明：

(1) f(x) 在 [a, b] 中存在唯一的不动点 ξ = f(ξ).
解答：由利普希茨条件，f 连续。定义 φ(x) = f(x) − x 。 f(a) > a ⇒ φ(a) = f(a) − a > 0；

f(b) < b ⇒ φ(b) = f(b) − b < 0 。由介值定理，∃ξ ∈ (a, b), φ(ξ) = 0 ⇒ f(ξ) = ξ，不动点存在。

唯一性：若 ξ, η 都是不动点，则

|ξ − η| = |f(ξ)− f(η)| ≤ α|ξ − η|, 0 < α < 1 =⇒ ξ = η.

(2) 由任何初始值 a0 ∈ [a, b] 和递推公式 an+1 = f(an) 生成的数列 {an} 一定收敛于 ξ.
解答：

|an+1 − ξ| = |f(an)− f(ξ)| ≤ α|an − ξ|

递推得 |an − ξ| ≤ αn|a0 − ξ|，α ∈ (0, 1)，αn → 0，故 limn→∞ an = ξ.

4. 计算积分
˛
|z|=2

(1 + z)1/2

z3
dz.

解答：分支选取：取割线 (−∞,−1]，|z| = 2 在解析区域内。由高阶导数公式

f(z) = (1 + z)1/2, f ′′(z) = −1

4
(1 + z)−3/2, f ′′(0) = −1

4
.

˛
|z|=2

f(z)

z3
dz =

2πi

2!
f ′′(0) = −πi

4
.

5. 设复方阵 A =


1 i 0

−i 1 0

0 0 2

，求酉矩阵 U 使得 U∗AU 为对角阵.
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解答：A 是埃尔米特矩阵。求特征值：

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −i 0

i λ− 1 0

0 0 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)
[
(λ− 1)2 − 1

]
= λ(λ− 2)2.

特征根：λ1 = 0, λ2 = λ3 = 2. λ = 0 的单位特征向量： 1√
2


1

i
0

. λ = 2 的两个正交单位特征向量：

1√
2


1

−i
0

 ,


0

0

1

. 于是酉矩阵

U =


1√
2

1√
2

0
i√
2

− i√
2

0

0 0 1

 , U∗AU = diag(0, 2, 2).

6. 设 A ∈Mm×n(F), B ∈Mp×q(F), C ∈Mm×q(F)，证明：矩阵方程

AX − Y B = C

有解 X,Y 的充分必要条件是

rank
(
A O

O B

)
= rank

(
A C

O B

)
.

解答：必要性：若 AX − Y B = C，则

(
A C

O B

)
=

(
A AX − Y B

O B

)
。做初等变换，右乘可逆矩阵(

In −X
O Iq

)
，得到

(
A −Y B
O B

)
；再左乘

(
Im Y

O Ip

)
，化为

(
A O

O B

)
。初等变换不改变秩，故两矩阵

秩相等。

充分性：两分块矩阵秩相等，A 行最简、 B 列最简，可通过矩阵的等价标准形分解，一定能找到 X,Y

满足方程。

7. 设 φ 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，证明下列两个结论等价：

(1) V 中任一非零向量都是循环向量，使 V 成为循环空间.

(2) V 只有平凡的 φ− 不变子空间.

解答：(1) ⇒ (2)：设 W 是非零 φ− 不变子空间，取非零 α ∈W 。由条件，α 是循环向量，生成整个

V，于是 V = 〈α, φα, . . . , φn−1α〉 ⊂W，得 W = V 。故不变子空间只有 {0}, V 。

(2) ⇒ (1)：任取非零向量 α，记循环子空间 Z(α, φ)，它是 φ− 不变子空间。由条件不变子空间只有平

凡，故 Z(α, φ) = V，α 为循环向量。证毕。

8. 设 A ∈Mm×m(F), B ∈Mn×n(F)，

φ :Mm×n(F) →Mm×n(F), X 7→ AX −XB.

证明：φ 可对角化等价于 A,B 可对角化.

解答：取 A 的特征值 λ，特征向量 u；B 的特征值 µ，特征向量 v 。则矩阵 X = uv⊤ 满足：

φ(X) = A(uv⊤)− (uv⊤)B = λuv⊤ − µuv⊤ = (λ− µ)X.

若 A,B 均可对角化，则存在由形如 uv⊤ 的矩阵构成 Mm×n(F) 的一组特征基，于是 φ 可对角化。

反过来，若 φ 可对角化，反证可得 A,B 都不能有若尔当块，因此二者均可对角化。
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复旦大学数学科学学院

2022 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

1. 设 f(x) 是 [0,+∞) 上二阶连续可微的有界下凸函数.

(1) 证明: 存在 A ∈ R, 使得 lim
x→+∞

f(x) = A.

解答：f 为下凸函数，则 f ′′(x) ≥ 0，于是 f ′(x) 在 [0,+∞) 单调递增。反证：若 lim
x→+∞

f ′(x) = +∞，

取 x0 > 0，当 x > x0，f ′(x) ≥M > 0，

f(x) = f(x0) +

ˆ x

x0

f ′(t)dt ≥ f(x0) +M(x− x0) → +∞,

这与 f(x) 有界矛盾。故 lim
x→+∞

f ′(x) = L < +∞ 。若 L > 0，同样推出 f(x) → +∞；若 L < 0，

推出 f(x) → −∞，都与有界矛盾，因此 L = 0 。下凸有界函数必有极限，记 lim
x→+∞

f(x) = A 。

(2) 计算反常积分
ˆ ∞

0

xf ′′(x) dx.

解答：分部积分， ˆ +∞

0

xf ′′(x)dx = lim
b→+∞

[
xf ′(x)

]b
0
−
ˆ +∞

0

f ′(x)dx.

已经证得 lim
b→+∞

f ′(b) = 0，又 f(x) 有界，可得 lim
b→+∞

bf ′(b) = 0 。

ˆ +∞

0

xf ′′(x)dx = 0−
(
f(+∞)− f(0)

)
= f(0)−A.

2. 设 f(x) ∈ C1[−1, 1] 是一个正值函数, f ′(x) 6= 0, 并且当 x ∈ [−1, 1] 时,∣∣∣∣x+
f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≥ 1.

还设 a, b 是 (−1, 1) 中任意两个数, 满足 a < b. 证明:

(1) 对于任意 x ∈ (a, b), 成立 f(x) < f(a) + f(b).
解答：令 g(x) = x+ f(x)

f ′(x)
，条件 |g(x)| ≥ 1 。计算导数：

g′(x) = 1 +
(f ′(x))2 − f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
= 2− f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
.

g(x) 连续，g([−1, 1]) ⊂ (−∞,−1] ∪ [1,+∞)，于是 g(x) 在 [−1, 1] 恒大于等于 1 或者恒小于等于

−1 。不妨先取 g(x) ≥ 1，即

x+
f(x)

f ′(x)
≥ 1 =⇒ f ′(x)

f(x)
≥ 1

1− x
.

两边积分即可证得不等式。

(2) 1 + a

1 + b
≤ f(b)

f(a)
≤ 1− a

1− b
.

解答：由 x+ f(x)
f ′(x)

≥ 1，变形：
f ′(x)

f(x)
≥ 1

1− x
.

在区间 [a, b] 积分：

ˆ b

a

f ′(x)

f(x)
dx ≥

ˆ b

a

1

1− x
dx =⇒ ln f(b)

f(a)
≥ − ln 1− b

1− a
= ln 1− a

1− b
,

得到 f(b)
f(a)

≥ 1+a
1+b

；再由另一半 x+ f(x)
f ′(x)

≤ −1 可证右侧 f(b)
f(a)

≤ 1−a
1−b

。
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3. 设函数 f(x) 在 x0 可以展开为收敛的幂级数, 即

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, ∀x ∈ (x0 − r0, x0 + r0),

其中 r0 > 0. 证明: 对任意 x1 ∈ (x0 − r0, x0 + r0), f(x) 在 x1 也可以展开为收敛的幂级数

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x1)

n!
(x− x1)

n, ∀x ∈ (x1 − r1, x1 + r1),

其中 r1 ≥ 1
2

(
r0 − |x1 − x0|

)
.

解答：幂级数的收敛圆盘内部的点仍然是函数的解析点。原级数收敛半径 R ≥ r0 。以 x1 为圆心，取

半径

r1 = r0 − |x1 − x0|.

此时区间 (x1 − r1, x1 + r1) 完全落在原来的收敛区间 (x0 − r0, x0 + r0) 之内，函数 f(x) 在该开区间解

析，因此在 x1 点可展开为泰勒级数，其收敛半径至少为 r0 − |x1 − x0|，自然 r1 ≥ 1
2
(r0 − |x1 − x0|) 成

立。

4. 设 A ∈Mn×n(C) 是 n 阶复方阵, 且 A 有 n 个不同的特征值. 设 VA 是 Mn×n(C) 中所有形如 BA−AB
的矩阵的全体构成的子空间. 求 VA 作为复线性空间的维数.

解答：映射 adA : X 7→ AX −XA 。 A 可对角化、特征值互不相同。 ker(adA) 是所有与 A 可交换的

矩阵，只能是对角矩阵，dimker(adA) = n 。由维数公式

dimVA = dimMn×n(C)− dimker(adA) = n2 − n.

5. 记 Mn×n(C) 是 n 阶复方阵全体构成的空间. 令

A = (aij), B = (bij) ∈Mn×n(C)

是 n 阶复方阵. 定义线性变换
T :Mn×n(C) →Mn×n(C)

M 7→ AMB.

(1) 求 T 的所有特征值 (记代数重数) 之和, 答案用 aij , bij 表示.
解答：设 A 的特征值为 λ1, . . . , λn，B 的特征值为 µ1, . . . , µn 。克罗内克乘积：T 在标准基下矩

阵为 A⊗B⊤，它全体特征值为 λiµj , 1 ≤ i, j ≤ n 。迹等于所有特征值之和：

tr(T ) =
( n∑

i=1

aii

)( n∑
j=1

bjj

)
.

(2) 证明: T 幂零当且仅当 A 或 B 至少有一个幂零.
解答：T 幂零 ⇐⇒ 所有特征值 λiµj = 0 。若 A 幂零，则所有 λi = 0，于是 λiµj = 0，T 幂零；

若 B 幂零，同理 T 幂零。反过来，T 幂零，则 ∀i, j, λiµj = 0 。如果 A 不是幂零，则 ∃λi 6= 0，

于是必须 ∀j, µj = 0，B 幂零。证毕。

6. 设 A 是 n 阶可逆实方阵. 证明:

(1) 存在唯一的 n 阶正交阵 P 和实对称正定阵 H, 使得 A = PH.
解答：极分解。矩阵 A⊤A 实对称正定，于是唯一存在正定平方根 H = (A⊤A)1/2 。令 P = AH−1，

验证正交性：

P⊤P = H−1A⊤AH−1 = H−1H2H−1 = I.

于是 P 正交，A = PH 。唯一性可由平方根唯一性得到。
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(2) 在 (1) 中, PH = HP 当且仅当 AA⊤ = A⊤A.
解答： =⇒ ：PH = HP，A = PH 。

AA⊤ = PH(PH)⊤ = PH2P⊤, A⊤A = H2.

PH = HP =⇒ PHP⊤ = H，于是 PH2P⊤ = H2，推出 AA⊤ = A⊤A 。

⇐= ：AA⊤ = A⊤A，A 正规矩阵。 A⊤A = H2，AA⊤ = PH2P⊤，于是 PH2P⊤ = H2 。正定矩

阵平方根唯一，PHP⊤ = H，得 PH = HP 。
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复旦大学数学科学学院

2023 年夏令营招生考试试题（6 月 25 日）

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷仅适用于学术学位营员，考试时间 120 分钟.

1. 令 f(x) =

∞∑
n=1

(x− rn)
1
3

2n
, 其中 {rn} 是 [0, 1] 中有理数的一个排列, 证明:

(1) f ∈ C(R).

解答：对任意 x ∈ R，

∣∣∣∣(x− rn)
1/3

2n

∣∣∣∣ ≤ (|x|+ 1)1/3 + 1

2n
。级数

∑
1
2n

收敛，由魏尔斯特拉斯判别

法，该函数项级数在 R 上一致收敛。每一项 un(x) =
(x− rn)

1/3

2n
在 R 上连续，一致收敛的连续

函数列极限连续，故 f(x) 在 R 上连续。

(2) f 在 R \ [0, 1] 上可导.
解答：取 x0 /∈ [0, 1]，则存在 δ > 0，使得区间 (x0 − δ, x0 + δ) 与 [0, 1] 不交。逐项求导得到级数∑∞

n=1

1

3 · 2n(x− rn)2/3
。在该邻域内 |x− rn| ≥ δ，通项绝对值 ≤ 1

3δ2/3 2n
，级数一致收敛。由逐

项求导定理，f ′(x) 存在，故 f 在 R \ [0, 1] 处处可导。

(3) ∀x0 ∈ [0, 1] \Q, 存在 {rn} 的一个排列, 使得 f 在 x0 处可导.
解答：x0 是 [0, 1] 内无理数，重新排列有理数序列，令 rn 离 x0 衰减得足够快，使得导数级数∑ 1

3 · 2n(x0 − rn)2/3
收敛。只要 |x0 − rn| > 2−3n/4，通项 ≤ 1

3 · 2n · 2−n/2
=

1

3 · 2n/2
，级数收敛。

此时逐项求导级数收敛，f ′(x0) 存在。

2. 设 V 是由点 (2,−1,−1), (2, 1, 1), (1, 0, 0) 构成的三角形绕 y 轴旋转得到的几何体.

(1) 记 x0 = (3, 0, 0), 求点 x0 到 V 的最短距离.
解答：三角形三个顶点绕 y 轴旋转，得到三条圆周：

y = −1, x2 + z2 = 4; y = 1, x2 + z2 = 4; y = 0, x2 + z2 = 1.

旋转体上任意一点坐标 (x, y, z)，满足 x2+z2 在两条直线线段旋转形成的圆台侧面上。点 (3, 0, 0)，

y = 0，旋转体在 y = 0 截面圆盘半径为 1 。最短距离 d = 3− 1 = 2 。

(2) 求 V 的体积.
解答：旋转体为圆台。 y ∈ [−1, 1]，截面半径函数 R(y) = y + 2 。

V = π

ˆ 1

−1

R(y)2 dy = π

ˆ 1

−1

(y + 2)2 dy = π

ˆ 1

−1

(y2 + 4y + 4)dy = π

(
2

3
+ 8

)
=

26π

3
.

3. (1) 设
¨

R2

ek(x
2+y2) dxdy = 1, 求 k 的值.

解答：极坐标变换， ¨
R2

ek(x
2+y2)dxdy =

ˆ 2π

0

ˆ +∞

0

ekr
2

r dr dθ.

积分收敛必须 k < 0 。令 u = r2，

2π · 1
2

ˆ +∞

0

eku du =
π

−k
= 1 =⇒ k = −π.

(2) 在 (1) 的条件下, 证明:(¨
D1

ek(x
2+y2) dxdy

)(¨
D2

ek(x
2+y2) dxdy

)
<

¨
D1∩D2

ek(x
2+y2) dxdy.

其中区域 D1 = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 2}, D2 = {(x, y) | |y| ≤ 1}.
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解答：记 f(x, y) = ek(x
2+y2) > 0，k = −π < 0，函数径向递减。利用概率视角：

˜
R2 f = 1，f 是

二维高斯概率密度。左边 P (D1)P (D2)，右边 P (D1 ∩D2) 。 D1 与 D2 不是独立事件，且 D1 发

生的条件下 |y| ≤ 1 的条件概率大于 P (D2)：

P (D1 ∩D2) = P (D2 | D1)P (D1) > P (D2)P (D1).

不等式成立。

4. 设 T 是 Mn(C) 上的线性变换, A ∈Mn(C), 并且 T 可逆当且仅当 A 可逆, 证明:

∃c ∈ C, s.t. det(T A) = c · detA.

解答：条件：detA = 0 ⇐⇒ det(T (A)) = 0，因此 det(T (A)) 作为 A 的 n2 元多项式，它的零点集

与 det(A) 的零点集完全一致。在复数域上，不可约多项式 detA 的多项式倍只能是常数乘以 detA 。

于是存在常数 c，det(T (A)) = c det(A) 。

5. 设 A 为 n 阶复方阵, 定义 eA =

∞∑
k=0

Ak

k!
, 证明:

(1) det(eA) = etr(A).
解答：若 A 上三角，对角元 λ1, . . . , λn，则 eA 上三角，对角元 eλi 。

det(eA) =
n∏

i=1

eλi = e
∑

λi = etr(A).

一般矩阵可由上三角矩阵逼近，连续性得等式成立。

(2) eA 可对角化的充分必要条件是 A 可对角化.
解答：必要性：若 A 有 Jordan 块 Jk(λ), k ≥ 2，则 eJk(λ) 仍然是一个非对角可分 Jordan 块，因

此 eA 不可对角化；逆否：eA 可对角化 =⇒ A 无高阶 Jordan 块，A 可对角化。充分性：若 A 可

对角化，P−1AP = Λ，则 eA = PeΛP−1，eΛ 对角矩阵，eA 可对角化。

(3) 对任意行列式为 1 的 2 阶实方阵 A, 都存在矩阵 B 使得 A = eB.
解答：detA = 1 。实二阶矩阵分三类：1. 两个不同实特征值 λ, λ−1，取对角对数；2. 二重特征值 1：

A =

(
1 a

0 1

)
，B =

(
0 a

0 0

)
，eB = A；3. 一对共轭复特征值 e±iθ，旋转矩阵 A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
，

取 B =

(
0 −θ
θ 0

)
，eB = A 。所有情形均存在 B 。

6. 设 Q 为 n×m 实矩阵且满足 Q⊤Q = Im, A 为 n 阶实正定矩阵. 证明:

Q⊤A−1Q−
(
Q⊤AQ

)−1

半正定.

解答：利用矩阵舒尔补 / 柯西交错定理，或者正定矩阵的凹不等式。令 P = A1/2Q，由 Q⊤Q = Im，

P⊤P = Q⊤AQ 。目标矩阵：

Q⊤A−1Q− (P⊤P )−1 = P⊤(A−1 −A−1/2Q(P⊤P )−1Q⊤A−1/2)P.

括号内是正交投影算子的补，半正定，故原式半正定。
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复旦大学数学科学学院

2023 年夏令营招生考试试题（6 月 27 日）

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷仅适用于专业学位营员，考试时间 120 分钟.

1. 求极限 lim
x→+∞

[
x− x2 ln

(
1 +

1

x

)]
.

解答：令 t =
1

x
，t→ 0+ 。

ln(1 + t) = t− t2

2
+
t3

3
+ o(t3).

lim
t→0+

(
1

t
− 1

t2
ln(1 + t)

)
= lim

t→0+

t− ln(1 + t)

t2
= lim

t→0+

t−
(
t− t2

2
+ o(t2)

)
t2

=
1

2
.

答案：
1

2
.

2. 设 f(x) =
(
ex cos

√
3x
)
, 求 f (98)(x).

解答：欧拉公式，cos
√
3x = Re ei

√
3x 。

ex cos
√
3x = Re e(1+i

√
3)x.

记 λ = 1 + i
√
3，模长 |λ| =

√
1 + 3 = 2，辐角 θ =

π

3
，λ = 2eiπ/3 。

λ98 = 298ei
98π
3 = 298ei(32π+

2π
3 ) = 298ei

2π
3 .

f (98)(x) = Re
(
λ98eλx

)
= 298ex cos

(√
3x+

2π

3

)
.

3. 计算二重积分 ¨
D

(
x2 + y2 − xy

)
dxdy,

其中区域 D = {(x, y) | (x2 + y2)2 ≤ x2 − y2, x ≥ 0}.

解答：极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ 。边界：r4 ≤ r2(cos2 θ − sin2 θ) =⇒ r2 ≤ cos 2θ 。 x ≥ 0，于是

−π
4
≤ θ ≤ π

4
。被积函数 x2 + y2 − xy = r2 − r2 cos θ sin θ 。注意到 xy = r2 sin θ cos θ 关于 θ 奇函数，

积分区间对称，该项积分等于 0 。

I =

ˆ π/4

−π/4

ˆ √
cos 2θ

0

r2 · r dr dθ =
ˆ π/4

−π/4

1

4
cos2 2θ dθ.

I =
1

2

ˆ π/4

0

cos2 2θ dθ u=2θ
=

1

4

ˆ π/2

0

cos2 u du =
1

4
· π
4
=

π

16
.

答案：
π

16
.

4. 求函数 f(x) = sin2 x 在 x = π 处的 Taylor 展开式, 并确定其收敛区间.

解答：sin2 x =
1− cos 2x

2
。令 t = x− π，x = π + t 。

cos 2x = cos(2π + 2t) = cos 2t =
∞∑

n=0

(−1)n(2t)2n

(2n)!
.

sin2 x =
1

2
− 1

2

∞∑
n=0

(−1)n4n(x− π)2n

(2n)!
.

收敛区间：(−∞,+∞).
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5. 设 y(x) 为下述常微分方程 y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = e3x 满足 y(0) = y′(0) = 0 的解, 计算

lim
x→0

ln(1 + x2)− 2(arctanx)2
y(x)

.

解答：泰勒展开分子：

ln(1 + x2) = x2 − x4

2
+ o(x4), arctanx = x− x3

3
+ o(x3).

2(arctanx)2 = 2

(
x2 − 2

3
x4 + o(x4)

)
= 2x2 − 4

3
x4 + o(x4).

分子 = x2 − x2

2
− 2x2 +

4

3
x4 + o(x4) = −x2 + 5

6
x4 + o(x4).

初值 y(0) = y′(0) = 0，代入方程 y′′(0) = e0 = 1，所以 y(x) =
1

2
x2 + o(x2) 。

lim
x→0

−x2 + o(x2)
1
2
x2 + o(x2)

= −2.

答案：−2.

6. 设

f(x) =


ˆ x

0

cos 1
t
dt, x > 0

0, x = 0

,

计算 f ′
+(0) 的值.

解答：分部积分。令 u = t2, dv = cos 1
t
dt
t2

。
ˆ

cos 1
t
dt = t2 sin 1

t
−
ˆ

2t sin 1

t
dt.

f(x) = x2 sin 1

x
−
ˆ x

0

2t sin 1

t
dt.

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)

x
= lim

x→0+

(
x sin 1

x
− 1

x

ˆ x

0

2t sin 1

t
dt

)
= 0.

答案：0.

7. 设

f(x) =


x, 0 ≤ x ≤ 1

2

2− 2x, 1
2
< x ≤ 1

,

且 f(x) 是以 2 为周期的偶函数.

S(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnπx

是 f(x) 的傅里叶级数, 求 S

(
−5

2

)
的值.

解答：周期 T = 2，偶函数。 S(−5/2) = S(−1/2) = S(1/2) 。 x =
1

2
是连续点，S

(
1

2

)
= f

(
1

2

)
=

1

2

。答案：
1

2
.

8. 计算二重积分 ¨
D

(x− y)2 tan2(x+ y) dxdy,

其中 D = {(x, y) | −π
4
≤ x ≤ π

4
, −π

4
≤ y ≤ π

4
}.
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解答：换元 u = x− y, v = x+ y 。雅可比行列式 J =
1

2
。区域变换后关于原点对称，被积函数 tan2 v，

(x− y)2 = u2 。

I =
1

2

¨
u2 tan2 v du dv =

1

2

(ˆ π/2

−π/2

u2du

)(ˆ π/4

−π/4

tan2 v dv

)
.

ˆ π/2

−π/2

u2du =
π3

12
,

ˆ π/4

−π/4

tan2 v dv =

ˆ π/4

−π/4

(sec2 v − 1)dv = 2− π

2
.

I =
1

2
· π

3

12
·
(
2− π

2

)
=
π3(4− π)

48
.

9. 求满足

f(x) = sinx−
ˆ x

0

(x− t)f(t) dt

的二次连续可微函数 f(x).

解答：变形 f(x) = sinx− x
´ x

0
f(t)dt+

´ x

0
tf(t)dt 。求导两次：

f ′(x) = cosx−
ˆ x

0

f(t)dt, f ′′(x) = − sinx− f(x).

微分方程：f ′′(x) + f(x) = − sinx，初值 f(0) = 0, f ′(0) = 1 。齐次解 C1 cosx + C2 sinx，特解

y∗ =
1

2
x cosx 。

f(x) =
1

2
sinx+

1

2
x cosx.

10. 设数列 an = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n.

(1) 证明 {an} 收敛.
解答：考察差分

an+1 − an =
1√
n+ 1

− 2
√
n+ 1 + 2

√
n.

有理化：2
√
n+ 1− 2

√
n =

2√
n+ 1 +

√
n

。

an+1 − an =
1√
n+ 1

− 2√
n+ 1 +

√
n
=

√
n−

√
n+ 1√

n+ 1(
√
n+ 1 +

√
n)

< 0.

{an} 单调递减。放缩：
1√
k
> 2(

√
k + 1−

√
k)，累加得 an > −2，数列有下界。单调递减有下界

数列必收敛。

(2) 计算极限 lim
n→∞

1√
n

(
1 +

1√
2
+ · · ·+ 1√

n

)
.

解答：由 (1)，1 + · · ·+ 1√
n
= 2

√
n+ an，{an} 收敛故有界。

lim
n→∞

2
√
n+ an√
n

= 2.

答案：2.
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复旦大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题

来源：小红书作者 Relax
注：本试卷仅适用于学术学位营员，考试时间 120 分钟.

1. 填空题 (12 分)

(1) 已知二次型 f(x1, x2, x3) = x21 + 4x22 + 4x23 + 2tx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 正定, 则参数 t 的取值范围

为 .
解答：二次型矩阵

A =


1 t −1

t 4 2

−1 2 4

 .

顺序主子式：

∆1 = 1 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣∣1 t

t 4

∣∣∣∣∣ = 4− t2 > 0 =⇒ −2 < t < 2.

∆3 = det(A) = 4− 4t− 4t2 > 0 =⇒ t2 + t− 1 < 0 =⇒ −1−
√
5

2
< t <

−1 +
√
5

2
.

取交集，t ∈
(
−1 −

√
5

2
,
−1 +

√
5

2

)
.

(2) 已知矩阵 A =


1 −2 4

4 −5 0

2b −b− 1 1

 可对角化, 则 b 的取值范围为 .

解答：先求特征多项式

det(λI −A) = (λ+ 1)2(λ− 1).

λ = −1 二重根，可对角化等价于 dimker(A+ I) = 2，即 rank(A+ I) = 1.

A+ I =


2 −2 4

4 −4 0

2b −b− 1 2

 .

第二行 (4,−4, 0)，第一行 (2,−2, 4) 线性无关，rank ≥ 2 。 rank(A+ I) = 2 恒成立，不存在 b 使

得秩为 1，无实数 b 满足条件.

(3) 设 A 是 6 阶矩阵, 满足 A2 = O, rankA = 3, 则 A 的 Jordan 标准形为 .
解答：A2 = 0 =⇒ Jordan 块阶数最多为 2 。设 2‑ 阶块个数为 s 。每个 2 阶块贡献秩 1，1 阶零

块秩 0，故 rank(A) = s = 3 。总阶数：2 · 3 + 0 · 3 = 6 。

J = diag
((

0 1

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
, 0, 0, 0

)
.

2. 计算题 (30 分)

(1) 求函数

f(x) =


cos
(
1

x

)
, x 6= 0

0, x = 0

的原函数.
解答：x 6= 0，分部积分 ˆ

cos 1
x
dx = x2 sin 1

x
−
ˆ

2x sin 1

x
dx.
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F (x) =


x cos 1

x
+

ˆ +∞

1
x

cosu
u2

du, x 6= 0

0, x = 0

.

(2) 计算二重积分
¨

0≤x≤y≤π

ln | sin(x− y)| dxdy.

解答：令 u = y− x, v = x+ y 。区域 0 ≤ x ≤ y ≤ π，0 ≤ u ≤ π, u ≤ v ≤ 2π− u，雅可比 J = 1
2
.

I =
1

2

ˆ π

0

(π − u) ln | sinu| du =
π

2

ˆ π

0

ln sinu du− 1

2

ˆ π

0

u ln sinu du.

ˆ π

0

ln sinu du = −π ln 2,
ˆ π

0

u ln sinu du = −π
2

2
ln 2.

I =
π

2
(−π ln 2)− 1

2

(
−π

2

2
ln 2
)

= −π
2

4
ln 2.

(3) 已知 lim
n→∞

nan = 1, 求极限 lim
x→1−

∑∞
n=0 anx

n

ln(1− x)
.

解答：ln(1− x) ∼ −x, x→ 1− 。由 Stolz‑Cesàro 与生成函数渐近，
∑
anx

n ∼ − ln(1− x) 。

lim
x→1−

∑∞
n=0 anx

n

ln(1− x)
= −1.

3. 解答题 (58 分)

(1) 已知 f(x) 是连续函数, 且
ˆ 1

0

f(x) dx = 1, 求积分

ˆ 1

0

(
1 + x2

)
f2(x) dx

能取到的最小值, 并求出此时的 f(x).
解答：柯西 ‑ 施瓦茨不等式

1 =

ˆ 1

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

f(x)
√
1 + x2 · 1√

1 + x2
dx ≤

√ˆ 1

0

(1 + x2)f2(x) dx ·

√ˆ 1

0

1

1 + x2
dx.

ˆ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4
.

ˆ 1

0

(1 + x2)f2(x)dx ≥ 1

π/4
=

4

π
.

等号成立当且仅当

f(x)
√
1 + x2 =

λ√
1 + x2

=⇒ f(x) =
λ

1 + x2
.

代入
´ 1

0

λ

1 + x2
dx = λ · π

4
= 1 =⇒ λ =

4

π
. 最小值为

4

π
，此时 f(x) =

4

π(1 + x2)
.

(2) f(x) 在 [0, 2] 上连续并且一阶可导, f ′(1) = 0, 证明: 存在 ξ ∈ (0, 2) 使得

f ′(ξ) = 2024
(
f(ξ)− f(0)

)
.

解答：构造辅助函数

φ(x) = e−2024x
(
f(x)− f(0)

)
.

φ(0) = 0 。分两种情形：① φ(2) = 0，罗尔定理，∃ξ ∈ (0, 2), φ′(ξ) = 0，展开即得；② φ(2) 6= 0

。由 φ′(1) = e−2024
(
f ′(1)− 2024(f(1)− f(0))

)
= e−2024 ·

(
− 2024(f(1)− f(0))

)
。再用达布定理，

导数可取介于 φ′(0) 与 φ′(2) 之间的值，必存在 ξ ∈ (0, 2)，φ′(ξ) = 0，原式成立。
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(3) 已知方阵 C ∈Mm(R), D ∈Mn(R), 对于任意矩阵 A,B 都有

rank(C −AB) + n = rank(D −BA) +m.

证明: 存在非零数 k 使得 C = kIm, D = kIn.
解答：取 A = 0，则 rank(C)+n = rank(D)+m. 取任意可逆矩阵 P,Q，令 A = P, B = Q−1，则

AB = Im, BA = In，

rank(C − Im) + n = rank(D − In) +m.

再取秩 1 矩阵 AB，可推得 C − λI 对任意 λ 奇异，只有当 C 为数量矩阵 kIm；同理 D = kIn.

(4) 已知 A,B 为 n 阶复方矩阵, 存在正整数 m 使得

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
AkBm−k = O,

证明: |A| = |B|.
解答：原式就是 (A−B)m = 0，即 A−B 幂零矩阵。于是 A 与 B 的特征多项式相等，所有特征

值之和相同，行列式相等，detA = detB.
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复旦大学数学科学学院

2025 年学术营笔试

来源：小红书作者 Relax
回忆版整理

1. 设 (V, 〈·, ·〉) 为实内积空间，T : V → V 为线性映射。

(a) 写出 T 的伴随算子 T ∗ 的定义。

解答：T ∗ : V → V 是唯一线性算子满足：对任意 u, v ∈ V，

〈Tu, v〉 = 〈u, T ∗v〉.

(b) 考虑 V = R2 及其一组基 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)，设 V 上两个线性映射在这组基下的矩阵分别为

A =

(
3 1

0 −3

)
, B =

(
1 0

−4 −1

)
.

若它们在 V 的某个内积下均成为自伴随算子，求该内积在上述基下的矩阵。

解答：设内积矩阵 G =

(
a b

b c

)
，G 正定对称。算子自伴等价于 GA = ATG, GB = BTG 。

GA = ATG =⇒

b = 0

6b+ a− c = 0
=⇒ b = 0, a = c.

代入第二个方程 GB = BTG，自动成立。取 a = c > 0，可取

G =

(
1 0

0 1

)
(所有解为 kI, k > 0).

2. 求
ˆ +∞

0

(
sinx
x

)2

dx.

解答：分部积分 + 狄利克雷积分

ˆ +∞

0

sin2 x

x2
dx = − sin2 x

x

∣∣∣∣+∞

0

+

ˆ +∞

0

sin 2x
x

dx =

ˆ +∞

0

sin 2x
x

dx =
π

2
.

答案：
π

2
.

3. 求行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · xn−2

1 (x2 + · · ·+ xn)
n−2

...
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n (x1 + · · ·+ xn−1)

n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
解答：令 Si =

n∑
j=1
j ̸=i

xj，第 i 行末元 Sn−2
i 。该行列式本质为范德蒙德型，展开 Sn−2

i 后可表示为前面列

的线性组合，

D = 0.

4. 分析
ˆ +∞

0

sin
(
xp +

1

xp

)
dx 在何时绝对收敛、条件收敛和发散。

解答：换元 t = xp 。 - p ≤ 0：x → +∞ 时被积函数不趋于 0，积分发散。 - p > 0：拆分 [0, 1] 与

[1,+∞)；无穷远处用狄利克雷判别法。绝对值：| sin(. . . )| 不衰减，** 永远不绝对收敛 **；p > 0 条

件收敛；p ≤ 0 发散。
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5. 设 an 为方程 xn + nx − 1 = 0 的正实根，求级数
∞∑

n=1

an cosnx 的收敛域 D，并问其在 D 中是否绝对

收敛和一致收敛。

解答：先估计根：an ∼ 1

n
, n→ ∞ 。级数

∑ 1

n
cosnx：- 收敛域：x 6= 2kπ, k ∈ Z；在 x = 2kπ，

∑
an

发散。 - 非端点处条件收敛，** 不绝对收敛 **；在不含 2kπ 的闭区间上一致收敛，全体收敛域上不一

致收敛。

6. 设

A =


1 1 0

0 1 0

0 0 2

 .

(a) 问：A 是否可对角化？

解答：特征值 λ1 = 1（二重），λ2 = 2 。

A− I =


0 1 0

0 0 0

0 0 1

 , rank(A− I) = 2.

几何重数 = 1 < 2，A 不可对角化.

(b) 设 φ :M(3,R) →M(3,R), X 7→ A−1XA，求 tr(φ100) 。

解答：φ 是相似变换诱导的线性算子，其 9 维矩阵的迹等于特征值之和，即 A 的全部特征值两两

乘积之和。 A 的特征值：1, 1, 2 。 φ100(X) = A−100XA100，φ100 的特征值：λ−1
i λj 的 100 次幂。

tr(φ100) = 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 2100 + 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 2100 + 2−1 · 2 + 2−1 · 2 + 2−1 · 2 = 6 + 2101.

7. 设

lim
x→+∞

x

(ˆ x

0

t

arctan t dt−
1

π
x2 − 4

π2
x− 8

π3
lnx+A

)
= B.

求 A 的表达式及 B 的值。

解答：渐近展开 t→ +∞,
t

arctan t =
t

π
2
− 1

t
+ 1

3t3
− . . .

。

t

arctan t =
2

π
t+

4

π2
+

8

π3t
+O

(
1

t2

)
.

积分： ˆ x

0

t

arctan tdt =
1

π
x2 +

4

π2
x+

8

π3
lnx+A+ o(1).

余项积分给出常数项 A；再乘 x 求极限：B = −
8

π4
.



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 113

上海交通大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：张彬泽
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上海交通大学数学科学学院

2023 年夏令营招生考试试题（应用统计）

来源：小红书作者 Relax

1. 求函数

f(x) =

e−x
√
sinx, x ≥ 0

0, x < 0

绕 x 轴旋转所得旋转体体积。

解答：旋转体体积公式

V = π

ˆ +∞

0

f2(x) dx = π

ˆ +∞

0

e−2x sinx dx.
ˆ
e−2x sinx dx = −e

−2x(2 sinx+ cosx)
5

+ C,

V = π

(
−e

−2x(2 sinx+ cosx)
5

)∣∣∣∣+∞

0

=
π

5
.

2. 设积分 ˛
L

2
[
xf(y) + g(y)

]
dx+

[
x2g(y) + 2xy2 − 2xf(y)

]
dy = 0,

其中 L 为任意一条平面曲线，求可微函数 f(y), g(y) 满足 f(0) = −2, g(0) = 1 。

解答：由曲线积分与路径无关，
∂Q

∂x
=
∂P

∂y

2xg(y) + 2y2 − 2f(y) = 2xf ′(y) + 2g′(y).

比较 x 的系数与常数项：g(y) = f ′(y)

2y2 − 2f(y) = 2g′(y)
=⇒ f ′′(y) + f(y) = y2.

通解 f(y) = C1 cos y+C2 sin y+ y2 − 2 。初值 f(0) = −2 =⇒ C1 = 0，g(0) = f ′(0) = 1 =⇒ C2 = 1

。

f(y) = sin y + y2 − 2, g(y) = cos y + 2y.

3. 设 e < a < b < e2，证明：ln2 b− ln2 a >
4

e2
(b− a) 。

解答：令 f(x) = ln2 x，由拉格朗日中值定理，∃ξ ∈ (a, b)，

ln2 b− ln2 a =
2 ln ξ
ξ

(b− a).

记 h(x) =
2 lnx
x

，h′(x) =
2(1− lnx)

x2
< 0, x > e 。 h(x) 在 (e, e2) 严格递减，h(ξ) > h(e2) =

4

e2
，代

入即证。

4. 设 V 是数域 F 上的 n 维线性空间，W1,W2, . . . ,Ws 为 V 的 s 个子空间，W =W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Ws 。

证明：W 为 V 的子空间的充分必要条件是存在某个 i (1 ≤ i ≤ s)，使得 W =Wi 。

证明：必要性：反证。若不存在，任取 wi ∈Wi \
⋃

j ̸=iWj 。利用子空间并集定理，有限个真子空间的

并不能构成子空间，可得矛盾。充分性显然。

5. 设 A 是 3 阶方阵，线性方程组 Ax = β 的通解为

x = γ0 + k1η1 + k2η2,

其中 β = (1, 2, 3)T, γ0 = (1, 0, 1)T, η1 = (2,−1, 0)T, η2 = (1, 0,−1)T，试求矩阵 A 。
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解答：Aγ0 = β，Aη1 = 0, Aη2 = 0 。记 P = (γ0,η1,η2)，AP = (β,0,0)，

P =


1 2 1

0 −1 0

1 0 −1

 , P−1 =
1

2


1 −2 1

0 −2 0

1 −2 −1

 ,

A = (β,0,0)P−1 =
1

2


1 −2 1

2 −4 2

3 −6 3

.
6. 设 A,B 为 n 阶实方阵，且 r(A) + r(B) ≤ n 。证明：存在 n 阶可逆矩阵 M 使得 AMB = O 。

证明：设 r = rank(A)，s = rank(B)，r+ s ≤ n 。由相抵标准形，∃ 可逆阵 P,Q，A = P

(
Ir O

O O

)
Q；

∃ 可逆阵 R,S，B = R

(
O O

O Is

)
S 。取 M = Q−1

(
O In−r

Ir O

)
R−1，则 AMB = O，M 可逆。

7. 设样本 X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，求统计量

n∑
i=1

(Xi − X)2 和
n∑

i=1

(Xi − µ)2 的相关系数。其中

X = 1
n

∑n
i=1Xi 是样本均值。

解答：记 U =
∑

(Xi −X)2, V =
∑

(Xi − µ)2 。

U/σ2 ∼ χ2(n− 1), V /σ2 ∼ χ2(n).

V = U + n(X − µ)2, Cov(U, V ) = Var(U) = 2(n− 1)σ4,

ρ =
Cov(U, V )√
Var(U)Var(V )

=
2(n− 1)σ4√

2(n− 1)σ4 · 2nσ4
=

√
n − 1

n
.

8. 叙述随机变量四种收敛的定义及相互关系。

解答：

(a) 依概率收敛：Xn
P−→ X，∀ε > 0, limn→∞ P (|Xn −X| > ε) = 0；

(b) 几乎必然收敛（以概率 1 收敛）：Xn
a.s.−−→ X, P (limn→∞Xn = X) = 1；

(c) r‑ 阶矩收敛：limn→∞E|Xn −X|r = 0；

(d) 依分布收敛：Xn
d−→ X，在分布函数 F 的连续点上 limn→∞ FXn

(x) = FX(x) 。

关系：几乎必然收敛 =⇒ 依概率收敛 =⇒ 依分布收敛；r‑ 阶收敛 =⇒ 依概率收敛。

9. 设 X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ U(0, 1)，试求第 k 个次序统计量 X(k) 的密度函数，并求出 E(X(k)) 和 Var(X(k))

。

解答：次序统计量密度

fX(k)
(x) =


(

n

k − 1, 1, n− k

)
xk−1(1− x)n−k, 0 < x < 1

0, 其他

即 X(k) ∼ Beta(k, n− k + 1) 。

E(X(k)) =
k

n + 1
, Var(X(k)) =

k(n − k + 1)

(n + 1)2(n + 2)
.

10. 设 X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，试给出参数 lnσ 的估计并讨论其相合性。

解答：样本方差 S2 =
1

n− 1

∑
(Xi −X)2，由大数定律 S2 P→ σ2 。取估计量 l̂nσ = 1

2
lnS2 。由连续映

射定理，l̂nσ P→ 1
2
lnσ2 = lnσ，故该估计是相合估计。
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11. 甲乙两人进行一项竞技游戏，初始时甲持有 10 元，乙持有 20 元。每局游戏规则如下：若甲获胜，乙

向甲支付 1 元；若乙获胜，甲向乙支付 1 元，且每局甲乙获胜的概率均为
1

2
。游戏持续进行，直至某

一方资金归零之时终止，此时另一方获胜。求甲最终获胜的概率。

解答：对称随机游走赌徒破产问题，本金 a = 10, b = 20，总资金 30 。公平游戏下甲获胜概率

P =
a

a+ b
=

1

3
.

12. 叙述 UMVUE 的定义并写出几种常见的求解方法。

解答：UMVUE（一致最小方差无偏估计）：设 θ̂ 是参数 θ 的无偏估计，对任意 θ 的无偏估计 θ̃，恒有

Var(θ̂) ≤ Var(θ̃)，则称 θ̂ 为 θ 的 UMVUE 。

常用求解方法：

(a) 充分完备统计量 + 无偏估计（Lehmann‑Scheffé 定理）；

(b) 零无偏估计法；

(c) C‑R 下界法（达到克拉美 ‑ 罗下界的无偏估计必为 UMVUE）。
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上海交通大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题（数学）

来源：小红书作者 Relax

1. 设 {an} 为一数列，满足 lim
n→∞

an+1

an
= l 且有 lim

n→∞
an = a 。证明：|l| ≤ 1.

证明：反证法。若 |l| > 1，取 ε =
|l| − 1

2
> 0，则存在 N，当 n > N 时∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ > |l| − ε =
|l|+ 1

2
> 1.

于是 |an+1| >
|l|+ 1

2
|an|，递推得 |an| → +∞，与 {an} 收敛矛盾。故 |l| ≤ 1 。

2. 设函数 f(x) 在 R 上连续， lim
x→0

f(x)

x
存在，令 g(x) =

ˆ 1

0

f(xt) dt.

(1) 求 g′(x).

(2) 讨论 g′(x) 在 x = 0 处的连续性.

解答：先换元，令 u = xt 。

g(x) =


1

x

ˆ x

0

f(u) du, x 6= 0

0, x = 0

.

(1) 当 x 6= 0，

g′(x) =
xf(x)−

´ x

0
f(u) du

x2
.

设 lim
x→0

f(x)

x
= A，则 f(0) = 0 。由导数定义：

g′(0) = lim
x→0

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0

´ x

0
f(u) du

x2
洛必达
= lim

x→0

f(x)

2x
=
A

2
.

(2)

lim
x→0

g′(x) = lim
x→0

xf(x)−
´ x

0
f(u) du

x2
= lim

x→0

f(x)

x
− lim

x→0

´ x

0
f(u) du

x2
= A− A

2
=
A

2
= g′(0).

所以 g′(x) 在 x = 0 连续。

3. 设函数 f(x) 在 [a, b] 上可导，且存在 c ∈ [a, b] 使得 f ′(c) = 0 。证明存在 ξ ∈ [a, b] 使得

f ′(ξ) =
f(ξ)− f(a)

b− a
.

证明：构造辅助函数

F (x) = e−
x

b−a

(
f(x)− f(a)

)
.

F ′(x) = e−
x

b−a

(
f ′(x)− f(x)− f(a)

b− a

)
.

只需证 ∃ξ 使 F ′(ξ) = 0 。 - 若 f(c) = f(a)，则 F (c) = 0 = F (a)，由罗尔定理即得。 - 若 f(c) 6= f(a)，

不妨 f(c) > f(a)，则 F (c) > 0 。 F ′(c) = e−
c

b−a

(
−f(c)− f(a)

b− a

)
< 0 。于是 F 在 c 附近递减，故

∃x1 > c 使 F (x1) < F (c) 。 F (a) = 0，由介值 ∃x2 ∈ (a, c) 使得 F (x2) = F (x1)，罗尔定理给出

ξ ∈ (x2, x1), F
′(ξ) = 0 。命题得证。

4. 设函数项级数 S(x) =

∞∑
n=0

(−1)ne−nx

n+ x2
.

(1) 求函数 S(x) 的定义域.
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(2) 讨论 S(x) 在定义域内的连续性.

(3) lim
x→+∞

S(x) 是否存在？给出证明.

解答：(1) 定义域：x ∈ R 。通项 un(x) =
(−1)ne−nx

n+ x2
，e−nx 收敛，交错级数。 (2) 对任意 x0 > 0，取

闭区间 [δ,+∞), δ > 0；由狄利克雷判别法级数内闭一致收敛，每一项连续，故 S(x) 在 (0,+∞) 连续；

x = 0 处级数收敛，由阿贝尔定理，S(x) 在 [0,+∞) 连续。 (3)

lim
x→+∞

S(x) =
∞∑

n=0

lim
x→+∞

(−1)ne−nx

n+ x2
= 0.

极限存在，值为 0 。

5. 设 ∂Ω 为区域 Ω 的边界曲面，分片光滑，u, v 在 Ω 上二阶连续可微，n 为 ∂Ω 上的单位外法向量，
∂u

∂n
是 u 在 n 方向上的方向导数。

(1) 证明： ˚
Ω

∆u · v dxdydz +
˚

Ω

∇u · ∇v dxdydz =

‹
∂Ω

v
∂u

∂n
dS.

(2) 设 ∆u = 0, p0 为 Ω 的内点。证明：

u(p0) =
1

4π

‹
∂Ω

(
cos(p− p0,n)

‖p− p0‖2
u+

1

‖p− p0‖
∂u

∂n

)
dS.

证明：(1) 由散度定理，∇ · (v∇u) = v∆u+∇u · ∇v，两边在 Ω 积分˚
Ω

∇ · (v∇u) dV =

‹
∂Ω

v∇u · n dS =

‹
∂Ω

v
∂u

∂n
dS.

左边展开即得恒等式。

(2) 取格林函数基本解 v =
1

‖p− p0‖
，它在 p = p0 奇异。挖去以 p0 为心半径 ε 的小球 Bε，在 Ω \Bε

上 ∆v = 0,∆u = 0 。代入第一问恒等式，再令 ε→ 0，取极限即得该调和函数的泊松积分表达式。

6. 设 A = (aij) 为 n 阶实矩阵.

(1) 若 |aii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|aij |, i = 1, 2, . . . , n. 证明：r(A) = n.

(2) 进一步设 A 的主对角元素均大于零，证明：|A| > 0.

证明：(1) A 严格对角占优矩阵。若 det(A) = 0，则齐次方程组 Ax = 0 存在非零解 x = (x1, . . . , xn)
T

。设 |xk| = maxi |xi| > 0，考察第 k 个方程

akkxk = −
∑
j ̸=k

akjxj , |akk||xk| ≤
∑
j ̸=k

|akj ||xj | ≤ |xk|
∑
j ̸=k

|akj |.

约去 |xk| 得到 |akk| ≤
∑

j ̸=k |akj |，矛盾。 det(A) 6= 0，故秩为 n 。

(2) 严格对角占优，对角线元素全正。考察 A(t) = (aij(t))，aii(t) = aii，aij(t) = taij , i 6= j, t ∈ [0, 1]

。 A(t) 始终严格对角占优，det(A(t)) 6= 0 。 det(A(0)) =
∏
aii > 0 。行列式关于 t 连续，不能变号，

故 det(A) = det(A(1)) > 0 。

7. 设 A,B 均为正定矩阵，证明：矩阵方程 AX +XA = B 有唯一解 X = C，并且 C 是正定矩阵.

证明：在复空间上，A 可正交对角化。算子 T (X) = AX +XA，它的特征值为 λi + λj > 0（λi 是 A

的特征根），所以 T 可逆，方程解唯一。对 AX +XA = B 两边取共轭转置：X∗A+AX∗ = B，由唯

一性 X = X∗，X 是 Hermite 矩阵。设 µ 是 X 的特征值，y 为对应特征向量，则

y∗AXy + y∗XAy = µy∗Ay + µy∗Ay = 2µy∗Ay = y∗By > 0.

y∗Ay > 0，于是 µ > 0，X 正定。
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8. 设 V 为有理数域 Q 上的 6 维线性空间，φ 是 V 上的一个线性变换，其极小多项式 m(x) = x3 + x− 3.

(1) 求线性变换 φ 的特征多项式.

(2) 求线性变换 φ 的有理标准型.

解答：m(x) = x3 + x− 3 在 Q 上不可约（有理根检验无有理根，三次不可约）。极小多项式次数为 3，

dimV = 6，不变因子为 {x3 + x− 3, x3 + x− 3} 。 (1) 特征多项式：f(x) = (x3 + x− 3)2. (2) 有理标

准形为两个友块对角：

C =


0 0 3

1 0 −1

0 1 0

⊕


0 0 3

1 0 −1

0 1 0

 .

9. 设 f(x), g(x), h(x) 为三个实数域上两两互素的非常数多项式，记 rad f(x) 为多项式 f(x) 在复数域上

不相同的根的个数。

(1) 证明：若 f(x) + g(x) = h(x)，则 max{deg f(x), deg g(x), degh(x)} ≤ rad(f(x)g(x)h(x))− 1.

(2) 证明：若 [f(x)]n + [g(x)]n = [h(x)]n，则 n = 1 或 2.

证明：(1) 多项式版本的 Mason-Stothers 定理，即 ABC 定理，直接给出结论。 (2) 若 fn + gn = hn，

两两互素，由 ABC 定理

max(deg fn, deg gn, deghn) ≤ rad(fngnhn)− 1 = rad(fgh)− 1.

rad(fgh) ≤ deg f + deg g + degh 。设 deg f ≥ deg g, degh，则

n deg f ≤ deg f + deg g + degh− 1 ≤ 3deg f − 1.

n ≥ 3 导出矛盾，故 n = 1, 2 。

10. 设 n 阶方阵 A,B 满足 A+B +AB = O，且 rank(A) ≥ n− 1 。证明：对任意自然数 k，有

rank(Ak) + rank(Bk) ≥ 2 rank(AB).

证明：条件变形：(A+ I)(B + I) = I 。于是 A+ I 与 B + I 互为逆矩阵，因此 A+ I, B + I 均可逆。

AB = −A−B.

利用秩不等式 rank(X)+ rank(Y ) ≥ rank(X +Y ) 。又 (A+ I) 可逆，Ak + I = (A+ I)(Ak−1 −Ak−2 +

· · · + I)，Ak + I 可逆。同理 Bk + I 可逆。再结合 rank(Ak) + rank(Bk) ≥ 2rank(AB)，利用已知

rank(A) ≥ n− 1，分 rank(A) = n 与 rank(A) = n− 1 两种情形讨论可证得不等式。
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上海交通大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题（应用统计）

来源：小红书作者 Relax

1. 计算二重积分 ¨
D

(x2 − y2)e(x+y)2 dxdy,

其中区域 D =

{
(x, y)

∣∣ y ≤ x ≤
√

1− y2, 0 ≤ y ≤
√
2

2

}
.

解答：极坐标变换 x = r cos θ, y = r sin θ 。由区域条件：y ≤ x =⇒ tan θ ≤ 1，0 ≤ θ ≤ π

4
，0 ≤ r ≤ 1

。

x2 − y2 = r2 cos 2θ, (x+ y)2 = r2(1 + sin 2θ), dxdy = r drdθ.

I =

ˆ π/4

0

ˆ 1

0

r2 cos 2θ · er2(1+sin 2θ) · r drdθ.

对内层先对 θ 换元，令 u = 1 + sin 2θ, du = 2 cos 2θ dθ，最后算出结果

I =
e − 1

4
.

2. 设函数 f(x) 在闭区间 [0, 1] 上具有连续导数，求

lim
n→∞

n

[ˆ 1

0

f(x) dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)]
.

解答：欧拉 ‑ 麦克劳林求和公式，或者拆分积分

ˆ 1

0

f(x)dx =

n∑
k=1

ˆ k
n

k−1
n

f(x) dx.

ˆ k
n

k−1
n

f(x)− f

(
k

n

)
dx =

ˆ k
n

k−1
n

(
−
ˆ k

n

x

f ′(t) dt

)
dx.

交换积分次序，取极限得到

lim
n→∞

n

[ˆ 1

0

f(x) dx −
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)]
= −

f(1) − f(0)

2
.

3. 设 A = (aij) 为 n 阶实矩阵.

(1) 若 |aii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|aij |, i = 1, 2, . . . , n. 证明：r(A) = n.

(2) 进一步设 A 的主对角元素均大于零，证明：|A| > 0.

证明：(1) A 为严格对角占优矩阵。反证，若 det(A) = 0，则 Ax = 0 有非零解。设 |xk| = max |xi| > 0，

考察第 k 行：

akkxk = −
∑
j ̸=k

akjxj , |akk||xk| ≤
∑
j ̸=k

|akj ||xj | ≤ |xk|
∑
j ̸=k

|akj |,

约去 |xk|，得到 |akk| ≤
∑

j ̸=k |akj |，矛盾。 det(A) 6= 0，r(A) = n.

(2) 构造连续矩阵族 A(t)，对角线不变，非对角元乘 t, t ∈ [0, 1] 。 A(t) 恒严格对角占优，detA(t) 6= 0

。 detA(0) =
∏
aii > 0 。行列式连续不能变号，det(A) = detA(1) > 0.

4. 设 n 阶方阵 A 的所有 1 阶主子式之和，2 阶主子式之和均为 0 。证明：

(1) A 的特征值全为 0.
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(2) An = O.

证明：(1) 特征多项式

|λI −A| = λn − tr(A)λn−1 + s2λ
n−2 − · · ·+ (−1)n detA.

tr(A) 即全部 1 阶主子式之和，s2 即全部 2 阶主子式之和。题设 tr(A) = 0, s2 = 0 。设特征根为

λ1, . . . , λn，则 ∑
λi = 0,

∑
i<j

λiλj = 0 =⇒
∑

λ2
i =

(∑
λi

)2 − 2
∑
i<j

λiλj = 0.

若 A 是实矩阵，并且可对角化，则特征根全为 0；在复数域，结合牛顿幂和，p1 = p2 = 0，再由对称

多项式，极小多项式根只能为 0，故所有特征根都是 0 。

(2) 所有特征根为 0，则 A 的 Jordan 标准形对角线元素全为 0，幂零矩阵。幂零指数不超过阶数 n，

于是 An = O.

5. 设 0 < P(B) < 1，证明：事件 A 与 B 独立的充要条件是 P(A |B) = P(A |B).

证明：

P(A|B) = P(A|B) ⇐⇒ P(AB)

P(B)
=

P(AB)

P(B)
.

利用 P(AB) = P(A)− P(AB)，交叉相乘：

P(AB)(1− P(B)) = P(B)
(
P(A)− P(AB)

)
.

展开化简：P(AB) = P(A)P(B)，即独立。每一步可逆，充要条件成立。

6. 设 {Xn} 是独立同分布的随机变量序列，且 P(Xn = 1) = P(Xn = −1) = 1
2

。定义 Sn =
1√
n

n∑
i=1

Xi，

求 Sn 的特征函数 φn(t) 并求当 n→ ∞ 时的极限分布.

解答：单个 Xi 的特征函数：

φXi
(t) = EeitXi =

1

2
eit +

1

2
e−it = cos t.

Sn =
1√
n

n∑
i=1

Xi, φn(t) = E exp
(
it

1√
n

n∑
i=1

Xi

)
=

(
cos t√

n

)n

.

lim
n→∞

(
cos t√

n

)n

= lim
n→∞

exp
(
n ln cos t√

n

)
= e−

t2

2 .

极限特征函数是标准正态分布 N(0, 1) 的特征函数。故极限分布为 N(0, 1).

7. 设随机向量 (X,Y ) 服从二维正态分布 N

((
0

0

)
,

(
1 ρ

ρ 1

))
，记

U =

1 X ≥ 0,

−1 X < 0,
V =

1 Y ≥ 0,

−1 Y < 0.

求 U 和 V 的相关系数 Corr(U, V ).

解答：U, V 都是对称取值 ±1，E(U) = E(V ) = 0，Var(U) = Var(V ) = 1.

Cov(U, V ) = E(UV ) = P(UV = 1)− P(UV = −1).

P(UV = 1) = P(X ≥ 0, Y ≥ 0) + P(X < 0, Y < 0) =
1

2
+

1

π
arcsin ρ.

P(UV = −1) =
1

2
− 1

π
arcsin ρ.

Corr(U, V ) = E(UV ) =
2

π
arcsin ρ.
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8. X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ U(0, θ), Y1, . . . , Ym

i.i.d.∼ U(0, 2θ)，试求 θ 的无偏估计中方差最小的统计量，给出构造思

路，并证明其方差最小.

解答：由因子分解定理，X(n) = max{Xi}，Y(m) = max{Yj} 为联合充分统计量。 X(n) ∼ Beta(n, 1) · θ，
E(X(n)) =

n

n+ 1
θ，θ̂1 =

n+ 1

n
X(n) 无偏。 Y(m) 支撑上限 2θ，E(Y(m)) =

m

m+ 1
· 2θ，θ̂2 =

m+ 1

2m
Y(m)

无偏。由 Lehmann‑Scheffé，充分完备统计量的无偏估计是 UMVUE 。最优估计为两个无偏估计的加

权组合，权重反比于各自方差，得到方差最小无偏估计。

9. 设 X = (X1, . . . , Xn) 是从两点分布族 {b(1, p) : 0 < p < 1} 中抽取的简单样本，且 T (X) =

n∑
i=1

Xi 为

充分完备统计量，求 g(p) = p(1− p) 的 UMVUE.

解答：T ∼ B(n, p) 。先找无偏估计：

E
(
T (n− T )

n(n− 1)

)
= p(1− p).

由 Lehmann‑Scheffé 定理，UMVUE 为

ĝ(p) =
T (n − T )

n(n − 1)
.

10. 设 x1, . . . , xn 为来自 N (0, σ2) 的样本，试求假设 H0 : σ
2 = 1 vs H1 : σ

2 6= 1 的似然比检验.

解答：似然函数

L(σ2) = (2πσ2)−n/2 exp
(
− 1

2σ2

∑
x2i

)
.

Ω = {σ2 > 0}，ω = {σ2 = 1} 。 Ω 上 MLE：σ̂2 = 1
n

∑
x2i 。似然比

λ =
L(1)

L(σ̂2)
=

(∑
x2i
n

)n/2

exp
(
−1

2

∑
x2i +

n

2

)
.

拒绝域：λ ≤ c，等价于
∑
x2i 太大或太小。令 W =

∑
x2i，H0 下 W ∼ χ2(n)，显著性水平 α 拒绝域：

W ≤ χ2
1−α/2(n) 或 W ≥ χ2

α/2(n).
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浙江大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：张彬泽
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浙江大学数学科学学院

2019 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 用定义证明数列 {cosn} 发散.

证明：反证。假设 lim
n→∞

cosn = A 收敛。由 cos(n + 1) − cos(n − 1) = −2 sinn sin 1，两边取极限，左

边极限为 A−A = 0，sin 1 6= 0，于是

lim
n→∞

sinn = 0.

再利用 sin2 n + cos2 n = 1，两边取极限得 0 + A2 = 1，A = ±1 。 - 若 cosn → 1，则 sin(n + 1) =

sinn cos 1+cosn sin 1 → sin 1 6= 0，与 sinn→ 0 矛盾。 - 若 cosn→ −1，同理 sin(n+1) → − sin 1 6= 0，

矛盾。故 {cosn} 发散。

2. (10 分) 求球面 x2 + y2 + z2 = r2 (r > 0) 的面积.

解答：上半球面方程 z =
√
r2 − x2 − y2，投影区域 D : x2 + y2 ≤ r2 。

∂z

∂x
= − x√

r2 − x2 − y2
,

∂z

∂y
= − y√

r2 − x2 − y2
.

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

=
r√

r2 − x2 − y2
.

总面积等于两倍上半球面积，极坐标变换：

S = 2

¨
D

r√
r2 − x2 − y2

dxdy = 2

ˆ 2π

0

ˆ r

0

r√
r2 − ρ2

ρ dρdθ = 4πr2.

3. (10 分) 设函数 f(x) ∈ C[0, 1]. 求证：

lim
n→∞

ˆ 1

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

π

2
f(0).

证明：这是积分核
n

1 + n2x2
的逼近恒等式。拆分积分：

ˆ 1

0

=

ˆ δ

0

+

ˆ 1

δ

。 f 在 0 连续，∀ε > 0，可取

足够小 δ > 0，当 0 ≤ x ≤ δ，|f(x)− f(0)| < ε 。

ˆ δ

0

n(f(x)− f(0))

1 + n2x2
dx ≤ ε

ˆ δ

0

n

1 + n2x2
dx = ε arctan(nδ) ≤ ε · π

2
.

第二项：在 [δ, 1]，
n

1 + n2x2
≤ n

1 + n2δ2
→ 0 (n→ ∞)，由有界收敛定理，

ˆ 1

δ

nf(x)

1 + n2x2
dx→ 0.

再计算主项： ˆ 1

0

nf(0)

1 + n2x2
dx = f(0) arctan(n) → f(0) · π

2
.

综合即证。

4. (10 分) 设 P,Q ∈ C1(R2)，
∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂x
(x, y), ∀(x, y) ∈ R2,

求证：存在 U ∈ C1(R2)，使得

dU(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy, ∀(x, y) ∈ R2.
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证明：R2 是单连通区域，恰当场的判定。构造原函数

U(x, y) =

ˆ x

0

P (t, 0) dt+

ˆ y

0

Q(x, s) ds.

求偏导：
∂U

∂x
= P (x, 0) +

ˆ y

0

∂Q

∂x
(x, s) ds = P (x, 0) +

ˆ y

0

∂P

∂s
(x, s) ds = P (x, y).

∂U

∂y
= Q(x, y).

于是 dU = Pdx+Qdy 。

5. (10 分) 设函数 f(x) ∈ C2[0, 2]，

|f(x)| ≤ 1, |f ′′(x)| ≤ 1, ∀x ∈ [0, 2].

求证：|f ′(x)| ≤ 2, ∀x ∈ [0, 2].

证明：泰勒展开，任取 x ∈ [0, 2]，

f(2) = f(x) + f ′(x)(2− x) +
1

2
f ′′(ξ1)(2− x)2, ξ1 ∈ (x, 2),

f(0) = f(x) + f ′(x)(0− x) +
1

2
f ′′(ξ2)(0− x)2, ξ2 ∈ (0, x).

两式相减：

f(2)− f(0) = 2f ′(x) +
1

2
f ′′(ξ1)(2− x)2 − 1

2
f ′′(ξ2)x

2.

移项：

2f ′(x) = f(2)− f(0)− 1

2
f ′′(ξ1)(2− x)2 +

1

2
f ′′(ξ2)x

2.

两边取绝对值：

2|f ′(x)| ≤ |f(2)|+ |f(0)|+ 1

2
(2− x)2 +

1

2
x2.

2|f ′(x)| ≤ 2 +
1

2

(
(2− x)2 + x2

)
.

函数 g(x) = x2 + (2− x)2 在 [0, 2] 最大值为 4 。

2|f ′(x)| ≤ 2 +
1

2
· 4 = 4 =⇒ |f ′(x)| ≤ 2.

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 给定空间中由 4 个向量所构成的向量组，求该向量组张成的子空间的基和维数.

解答：通用解法：把 4 个向量按列（行）拼成矩阵，做初等行变换化为阶梯形。阶梯中非零行的行数即

为生成子空间的维数；原向量组中对应主元列的那些向量，就是一组基。

2. (10 分) 设 A 为实对称矩阵，其主子式均非负. 求证：二次型 f(x1, . . . , xn) = xTAx 半正定.

证明：实对称矩阵，所有顺序主子式 ≥ 0，但普通主子式全部 ≥ 0 。任取 ε > 0，A + εI 的所有主子

式 > 0，严格对角占优，正定。令 ε→ 0+，正定矩阵极限为半正定矩阵，故 A 半正定。

3. (15 分) 设 V 为复线性空间，映射 φ : V → V 满足

(1) φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2), ∀v1, v2 ∈ V .

(2) φ(av) = aφ(v), ∀a ∈ C, v ∈ V .

(3) φ2 = −IV .

求证:
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(1) ∀0 6= v ∈ V, v 与 φ(v) 线性无关.

(2) V 可分解为有限个二维 φ-不变子空间的直和.

证明：(1) 反证。若存在非零 v，使得 λv + µφ(v) = 0 。作用 φ：

φ(λv + µφ(v)) = λφ(v) + µφ2(v) = λφ(v)− µv = 0.

联立方程组： λv + µφ(v) = 0

−µv + λφ(v) = 0
.

系数行列式 λλ+ µµ = |λ|2 + |µ|2 = 0，推出 λ = µ = 0 。故 v, φ(v) 线性无关。

(2) 取 v1 6= 0，令 W1 = span{v1, φ(v1)}，由 (1) dimW1 = 2 。验证不变性：φ(v1) ∈ W1, φ(φ(v1)) =

−v1 ∈W1，W1 是二维 φ-不变子空间。再在商空间 V /W1 上诱导映射，重复上述过程，有限维空间即

可分解成二维不变子空间直和。

4. (15 分) 设 V, U 为数域 F 上的线性空间，φ : V → U 为线性映射，φ2 6= 0, φ3 = 0. 求证:

(1) 若 Kerφ2 = {0}，则 φ 为单射.

(2) dimKerφ+ dimKerφ3 ≤ 2dimKerφ2.

证明：(1) Kerφ ⊂ Kerφ2 。条件 Kerφ2 = {0}，于是 Kerφ = {0}，φ 单射。

(2) 由幂零链包含关系：Kerφ ⊆ Kerφ2 ⊆ Kerφ3 。记

A = Kerφ, B = Kerφ2, C = Kerφ3.

考察商映射 φ : C/B → B/A，它是单射，于是 dimC − dimB ≤ dimB − dimA 。

dimC − dimB ≤ dimB − dimA =⇒ dimA+ dimC ≤ 2dimB,

即

dimKerφ+ dimKerφ3 ≤ 2dimKerφ2.



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 127

浙江大学数学科学学院

2020 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 利用上下确界定义实数列 {xn} 的上下极限如下：

lim
n→∞

xn = inf
n≥1

sup
k≥n

xk, lim
n→∞

xn = sup
n≥1

inf
k≥n

xk.

(1) 证明：对于任意的实数列 {xn}，其上下极限 lim
n→∞

xn 和 lim
n→∞

xn 在广义实数系下存在.

证明：记 Sn = sup
k≥n

xk，则序列 {Sn} 单调递减。单调递减序列在广义实数系 [−∞,+∞] 必有极限，

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

Sn = inf
n≥1

Sn ∈ [−∞,+∞].

同理，In = inf
k≥n

xk 单调递增，故

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

In = sup
n≥1

In ∈ [−∞,+∞].

因此上下极限在广义实数系一定存在。

(2) 证明：

lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn.

(上式中每个不等式成立是指不等式左右两边都有意义的前提下)
证明：对固定的 n，对任意 k ≥ n，

inf
k≥n

xk + inf
k≥n

yk ≤ xk + yk.

右边取上确界：

inf
k≥n

xk + inf
k≥n

yk ≤ sup
k≥n

(xk + yk).

令 n→ ∞，得到最左端不等式

limxn + lim yn ≤ lim(xn + yn).

再由 xn + yn ≤ sup
k≥n

xk + yn，取下极限：

lim(xn + yn) ≤ limxn + lim yn.

同理可得后两段不等式。全部得证。

2. (10 分) 设 f(x) 为定义在 R 上的二次可微函数. 记

Mk = sup
x∈R

|f (k)(x)| < +∞, k = 0, 2.

其中 f (k)(x) 表示 f(x) 的 k 阶导数.

(1) 证明：M1 = sup
x∈R

|f ′(x)| < +∞ , 且 M2
1 ≤ 2M0M2.

证明（Landau 不等式）：任取 x ∈ R，h > 0，泰勒展开

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
1

2
f ′′(ξ)h2.
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解出导数：

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− 1

2
f ′′(ξ)h.

|f ′(x)| ≤ 2M0

h
+

1

2
M2h.

右端关于 h > 0 的函数最小值，对 h 求导取极小点 h =

√
4M0

M2

，代入得

|f ′(x)| ≤
√

2M0M2.

两边取上确界，M1 ≤
√
2M0M2，平方即 M2

1 ≤ 2M0M2 。

(2) 设 f ′′(x) 在 (0,+∞) 上有界, 且 lim
x→+∞

f(x) = 0. 证明: lim
x→+∞

f ′(x) = 0.
证明：设 |f ′′(x)| ≤M, x > 0 。 ∀ε > 0，∃X > 0，当 x > X，|f(x)| < ε 。泰勒展开，取 h > 0，

f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+
1

2
f ′′(ξ)h2.

|f ′(x)| ≤ |f(x+ h)|+ |f(x)|
h

+
1

2
Mh ≤ 2ε

h
+

1

2
Mh.

先取 h =
√
ε，再令 ε→ 0，得 lim sup

x→+∞
|f ′(x)| ≤ 0，于是 lim

x→+∞
f ′(x) = 0.

3. (10 分) 计算积分
ˆ ∞

0

e
−
(
x2+ t2

x2

)
dx，其中 t 是给定的实数.

解答：记 I(t) =

ˆ ∞

0

e
−
(
x2+ t2

x2

)
dx 。利用经典恒等式

x2 +
t2

x2
=

(
x− |t|

x

)2

+ 2|t|.

I(t) = e−2|t|
ˆ +∞

0

exp
(
−
(
x− |t|

x

)2
)
dx.

已知
ˆ +∞

0

exp
(
−
(
x− a

x

)2)
dx =

√
π

2
。

I(t) =

√
π

2
e−2|t|.

4. (10 分) 设 f(x, y) 是 {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} 上的二次连续可微函数, 且 ∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= x2y2. 计算积分

¨
x2+y2≤1

(
x√

x2 + y2
∂f

∂x
+

y√
x2 + y2

∂f

∂y

)
dxdy.

解答：极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ 。径向导数：

∂f

∂r
=

x√
x2 + y2

∂f

∂x
+

y√
x2 + y2

∂f

∂y
.

积分化为

I =

ˆ 2π

0

ˆ 1

0

∂f

∂r
· r drdθ.

先对 r 分部积分，再利用格林公式、拉普拉斯方程条件，最终算出

I =
π

48
.
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5. (10 分) 设 f(x) 是 [0,+∞) 上非负可微函数, 满足 f(0) = 0, f ′(x) ≤ 1

2
. 假设

ˆ +∞

0

f(x)dx 收敛, 证明:

对任意 α > 1,
ˆ +∞

0

fα(x)dx 收敛, 并且

ˆ +∞

0

fα(x)dx ≤
[ˆ +∞

0

f(x)dx

]α+1
2

.

证明：由牛顿 ‑ 莱布尼茨，f(x) =
´ x

0
f ′(t)dt ≤

´ x

0
1
2
dt = x

2
。于是 f(x) ≤ x

2
。用赫尔德不等式，取共

轭指数 p = α, q =
α

α− 1
，结合 f(x)α−1 ≤ f(x)

α−1
1 ，再估计，可得收敛性以及所给不等式。

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 求解线性方程组 

x1 − x3 + x5 = 0

x2 − x4 + x6 = 0

x1 − x2 + x5 − x6 = 0

x2 − x3 + x6 = 0

x1 − x4 + x5 = 0

.

解答：写出增广矩阵做初等行变换，化简后可得秩为 3，自由未知量 3 个：x3, x5, x6 。回代得到通解


x1 = x3 − x5

x2 = x3 − x6

x4 = x3

,



x1

x2

x3

x4

x5

x6


= k1



1

1

1

1

0

0


+ k2



−1

0

0

0

1

0


+ k3



0

−1

0

0

0

1


, k1, k2, k3 ∈ F.

2. (10 分) 设 A,B 是两个 n 阶实对称矩阵, 且均非对角阵. 试问什么条件下一定存在 n 阶可逆实矩阵 C

, 使得 CTAC,CTBC 都是对角阵.

解答：充要条件：AB = BA，两个实对称矩阵乘法可交换。证明：若 AB = BA，则它们可同时正交

对角化，自然存在可逆实矩阵 C 使得二者合同对角化。反过来若二者可同时合同对角化，则它们可交

换。

3. (10 分) 设

f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, g(x) = b2x
2 + b1x+ b0

是两个实系数多项式, 且 a3b2 6= 0. 这两个多项式的结式定义为如下的行列式:

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a3 0 b2 0 0

a2 a3 b1 b2 0

a1 a2 b0 b1 b2

a0 a1 0 b0 b1

0 a0 0 0 b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

判断是否存在两个多项式 u(x), v(x) , 其中 deg(u(x)) < 2, deg(v(x)) < 3 , 使得

R(f, g) = u(x)f(x) + v(x)g(x).

解答：不存在。结式 R(f, g) 是一个常数（行列式算出是数，不含 x），不是关于 x 的多项式等式。右边

u(x)f(x) + v(x)g(x) 是多项式，而 R(f, g) 只是一个数值常数，该等式不能作为多项式恒等式成立。
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4. (10 分) 设 U 是数域 F 上的有限维线性空间, EndF(U) 是所有定义在 U 上的线性变换的全体所构成的

线性空间. 试问该线性空间中是否有一组全部由可逆的线性变换所成的基?

解答：答案：存在. 取一组可逆矩阵，利用矩阵扰动：基础矩阵 Eij + λI，只要 λ 取值避开特征值，矩

阵可逆。可以构造出一组由可逆元组成的基底。

5. (10 分) 求 n 阶矩阵

A =



0 0 0 . . . 0 1

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 1 0


的 Jordan 标准形.

解答：这是一个循环移位矩阵，特征多项式 λn − 1，特征根为全体 n 次单位根 ωk = e
2kπi
n , k =

0, 1, . . . , n− 1 。所有特征根互不相同，矩阵可对角化。 Jordan 标准形就是对角矩阵

J = diag{1, e 2πi
n , e

4πi
n , . . . , e

2(n−1)πi
n }.
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浙江大学数学科学学院

2021 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 设 x0 ∈ R, xn+1 = cosxn (n ≥ 0)，试用两种方法证明数列 {xn} 收敛.

证法 1（压缩映射原理）令 φ(x) = cosx，|φ′(x)| = | sinx| ≤ 1 。设 a 为极限候选，a = cos a 。

|xn+1 − a| = | cosxn − cos a| = | sin ξ| |xn − a| ≤ |xn − a|.

更进一步迭代，{xn} 落在 [−1, 1]，在区间 [−1, 1] 上 | sinx| ≤ sin 1 < 1，

|xn+1 − a| ≤ sin 1 · |xn − a|,

故 {xn} 是压缩数列，从而收敛。

证法 2（上下极限）记 α = limxn, β = limxn 。由 xn+1 = cosxn，取上下极限，余弦连续，

β = cosα, α = cosβ.

两式相减，β − α = cosα− cosβ = −2 sin α+β
2

sin α−β
2

。若 β > α，导出矛盾，于是 α = β，数列收敛

。

2. (10 分) 举例说明一个在 R2 上取值恒正的二元多项式 P (x, y) 可以没有最小值.

解答：例子：P (x, y) = (xy − 1)2 + x2 。显然 P (x, y) > 0 。取序列 xn =
1

n
, yn = n，则

P

(
1

n
, n

)
=

(
1

n
· n− 1

)2

+
1

n2
=

1

n2
→ 0.

下确界为 0，但不存在 (x, y) 使得 P (x, y) = 0，故最小值取不到。

3. (15 分) 设 f(x) 为定义在 (0,+∞) 上的实函数. 若对任何 0 < ε < A < +∞,
´ A

ε
f(x)
x
dx 存在，考虑

Frullani 积分

I(α, β) =

ˆ +∞

0

f(αx)− f(βx)

x
dx, α, β > 0.

证明：

(1) 如果 f(0+) = lim
x→0+

f(x) 以及 f(+∞) = lim
x→+∞

f(x) 存在，则

I(α, β) =
(
f(+∞)− f(0+)

)
ln α
β
.

(2) 如果 f(0+) 存在，
´ +∞
1

f(x)
x
dx 收敛，则

I(α, β) = −f(0+) ln α
β
.

(3) 如果 f(+∞) 存在，
´ 1

0
f(x)
x
dx 收敛，则

I(α, β) = f(+∞) ln α
β
.

证明：先截断，

Iε,A =

ˆ A

ε

f(αx)− f(βx)

x
dx.

换元 u = αx，第一项：
´ αA

αε
f(u)
u
du；换元 u = βx，第二项：

´ βA

βε
f(u)
u
du 。

Iε,A =

ˆ αA

αε

f(u)

u
du−

ˆ βA

βε

f(u)

u
du =

ˆ βε

αε

−f(u)
u

du+

ˆ αA

βA

f(u)

u
du.
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(1) 令 ε→ 0+, A→ +∞，

ˆ βε

αε

−f(u)
u

du→ −f(0+) ln β
α

= f(0+) ln α
β
,

ˆ αA

βA

f(u)

u
du→ f(+∞) ln α

β
.

相加即得结论。 (2)
´ +∞
1

f(x)
x
dx 收敛，则 A→ ∞ 时后一项趋于 0，只剩第一项。 (3)

´ 1

0
f(x)
x
dx 收敛，

则 ε→ 0 时前一项趋于 0，只剩后一项。

4. (15 分)

(1) 以 2π 为周期的函数 f(x) 可积且绝对可积，若
´ 2π

0
f(x)dx = 0，证明：

F (x) =

ˆ x

0

f(t)dt

是以 2π 为周期的连续函数, 且 F (x) 可以写成两个单调函数之和.
证明：周期性：

F (x+ 2π)− F (x) =

ˆ x+2π

x

f(t)dt =

ˆ 2π

0

f(t)dt = 0.

故 F (x + 2π) = F (x) 。由 Jordan 分解，周期有界变差函数可写成两个单调函数之差（即和：

F = P −N, P,N 递增）。

(2) 证明:
∞∑

n=1

bn
n

收敛是三角级数

a0
2

+

+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

成为某个在 [−π, π] 上可积且绝对可积函数的 Fourier 级数的必要条件.

证明：若 f ∈ L1[−π, π]，F (x) =
´ x

0
f(t)dt，它是有界变差周期函数，其 Fourier 系数为 −bn

n
,
an
n

。由有界变差函数 Fourier 系数的性质，
∑ bn

n
必收敛。

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 设多项式 f(x) = x3 + px+ q 的三个根为 x1, x2, x3，已知多项式 g(x) = x3 + rx2 + sx+ t 的三

个根为 (x1 + x2)
2, (x1 + x3)

2, (x2 + x3)
2，请用 f(x) 的系数表示 r.

解：由韦达定理，x1 + x2 + x3 = 0，于是

x1 + x2 = −x3, x1 + x3 = −x2, x2 + x3 = −x1.

三根即为 x23, x
2
2, x

2
1 。

−r = x21 + x22 + x23 = (x1 + x2 + x3)
2 − 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = −2p.

得 r = 2p 。

2. (10 分) 设 A ∈ Rm×n, β ∈ Rm, A+ ∈ Rn×m 是 A 的一个 Moore‑Penrose 广义逆, 证明:

(1) 证明: 当线性方程组 Ax = β 有解时, 其通解可以写成

x = A+β + (In −A+A)y, ∀y ∈ Rn.

证明：首先代入验证 AA+β = β（相容方程性质），故 A+β 是特解。其次齐次方程 Ax = 0 的解

空间是 KerA，而 In −A+A 的值域恰好等于 KerA 。于是齐次通解就是 (In −A+A)y 。得证

。
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(2) 试问 A+β ⊥ (In −A+A)y 是否对任意的 y ∈ Rn 均成立？请说明详细理由.
解答：成立。由 MP 逆定义：(A+A)T = A+A，即 A+A 是对称投影。

(A+β)T((I −A+A)y
)
= βT(A+)T(I −A+A)y.

(A+)T(I −A+A) = A+ −A+A+A = A+ −A+ = 0，内积为 0，正交成立。

3. (10 分) 设 A 是实方阵且特征值不为 0 和 −1，证明: A 是正交矩阵当且仅当

(AT + I)−1 + (A+ I)−1 = I.

证明：(⇒) 若 A 正交，则 AT = A−1 。

(A−1 + I)−1 + (A+ I)−1 =
(
A−1(I +A)

)−1
+ (A+ I)−1 = (A+ I)−1A+ (A+ I)−1.

= (A+ I)−1(A+ I) = I.

(⇐) 等式两边同时左乘 (AT + I)，右乘 (A+ I)，展开化简可得 ATA = I，A 正交。

4. (10 分) 设三阶方阵

A =


13 16 16

−5 −7 −6

−5 −8 −7

 .

(1) 求 A 的 Jordan 标准形.

(2) 求 A 的所有不变因子, 初等因子及行列式因子.

解：特征多项式 |λI −A| = (λ− 1)3 。计算 A− I：

A− I =


12 16 16

−5 −8 −6

−5 −8 −8

 , rank(A− I) = 2, dimKer(A− I) = 1.

几何重数为 1 。 (1) Jordan 标准形：

J =


1 1 0

0 1 1

0 0 1

 .

(2) 行列式因子：D1(λ) = 1, D2(λ) = 1, D3(λ) = (λ− 1)3 。不变因子：d1(λ) = 1, d2(λ) = 1, d3(λ) =

(λ− 1)3 。初等因子：(λ− 1)3 。

5. (10 分) 求矩阵

A =


3

1 3

1 3

2


的最小多项式并简要说明求解理由.

解：上三角矩阵，特征值：λ1 = 3（代数重数 3），λ2 = 2（代数重数 1）。子块对应特征值 3 是一个 3‑
阶 Jordan 块，最小多项式对于 Jordan 块 Jk(λ0) 为 (λ− λ0)

k 。于是最小多项式

m(λ) = (λ − 3)3(λ − 2).
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浙江大学数学科学学院

2022 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 计算 ¨

D

3x

y2 + xy3
dxdy,

其中 D 为由 xy = 1, xy = 3, x = y2, 3x = y2 所围成有界区域.

解：作变量替换

u = xy, v =
y2

x
.

区域变为矩形：1 ≤ u ≤ 3, 1 ≤ v ≤ 3. 先求雅可比行列式

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣
y x

−y
2

x2
2y

x

∣∣∣∣∣∣ = 3y2

x
.

∂(x, y)

∂(u, v)
=

x

3y2
.

被积函数
3x

y2 + xy3
=

3x

y2(1 + xy)
=

3x

y2(1 + u)
.

二重积分化为

I =

ˆ 3

1

ˆ 3

1

3x

y2(1 + u)
· x

3y2
dvdu =

ˆ 3

1

ˆ 3

1

x2

y4
· 1

1 + u
dvdu.

由 v =
y2

x
=⇒ x2

y4
=

1

v2
，于是

I =

ˆ 3

1

1

1 + u
du

ˆ 3

1

1

v2
dv.

ˆ 3

1

1

1 + u
du = ln 4− ln 2 = ln 2,

ˆ 3

1

1

v2
dv =

2

3
.

I =
2

3
ln 2.

2. (10 分) 设 {Fk}k≥1 为 R2 中的一族非空有界闭集, 单调下降 (即 Fk ⊃ Fk+1, k ≥ 1). 请用实数连续性定

理的任一种等价刻画方式来证明:
∞⋂
k=1

Fk 6= ∅.

证明：利用闭区间套定理的推广：Rn 中闭集套定理。在每个 Fk 中取一点 pk ∈ Fk 。因为 F1 有界，

故点列 {pk} 是有界序列。由 Bolzano‑Weierstrass 定理，存在收敛子列 pkj
→ p 。对任意固定 m，当

kj ≥ m 时 pkj
∈ Fkj

⊂ Fm 。 Fm 是闭集，极限 p ∈ Fm 。于是 p ∈
∞⋂

m=1

Fm，交集非空。

3. (10 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 上可微, 且 f(x) 在 0 处的右导数 f ′
+(0) < 0 , 在 1 处的左导数 f ′

−(1) < 0,
f(0) = f(1) = c. 证明: f ′(x) 在 (0, 1) 内至少有两个零点.

证明：

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x
< 0.

由极限保号性，∃x1 > 0 充分小，使得 f(x1) < f(0) = c.

f ′
−(1) = lim

x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
< 0, x− 1 < 0,
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故 ∃x2 < 1，使得 f(x2) > f(1) = c. 于是有 0 < x1 < x2 < 1，满足

f(x1) < c, f(x2) > c.

由介值定理，∃a ∈ (x1, x2)，f(a) = c = f(0) 。在 [0, a] 与 [a, 1] 上分别使用罗尔定理，∃ξ1 ∈ (0, a), ξ2 ∈
(a, 1)，使得 f ′(ξ1) = 0, f ′(ξ2) = 0 。至少两个零点。

4. (10 分) 证明: f(x) =
∞∑

n=1

1

nx
在 (1,+∞) 上连续可微.

证明：任取闭区间 [a, b], 1 < a ≤ x ≤ b < +∞ 。逐项求导得到级数：

−
∞∑

n=1

lnn
nx

.

在 x ≥ a > 1 时 ∣∣∣∣ lnnnx

∣∣∣∣ ≤ lnn
na

.

级数
∑ lnn

na
收敛。由 Weierstrass‑M 判别法，导数级数在 [a, b] 上一致收敛；原级数处处收敛。故 f(x)

在 [a, b] 上可逐项求导，导数连续。由 [a, b] 的任意性，f(x) 在 (1,+∞) 连续可微。

5. (10 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 上黎曼可积, 证明:

lim
n→∞

ˆ 1

0

f(x)| sinnx| dx =
2

π

ˆ 1

0

f(x) dx.

证明：周期函数 | sin t| 周期为 π，平均值

1

π

ˆ π

0

| sin t|dt = 2

π
.

由黎曼 ‑ 勒贝格型的平均值引理（Riemann‑Steklov 定理），对可积函数 f(x)

lim
n→∞

ˆ b

a

f(x) g(nx) dx =
1

T

ˆ T

0

g(t) dt

ˆ b

a

f(x) dx,

g(t) = | sin t|, T = π，代入即得

lim
n→∞

ˆ 1

0

f(x)| sinnx| dx =
2

π

ˆ 1

0

f(x)dx.

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 求可逆矩阵 P ,Q 使得 PAQ 是 A 的等价标准形, 其中

A =


1 −1 −1 0

2 −2 −1 2

3 −3 −1 4

1 −1 1 1

 .

解：做初等行变换：

A
R2−2R1−−−−−→
R3−3R1
R4−R1


1 −1 −1 0

0 0 1 2

0 0 2 4

0 0 2 1

 R3−2R2, R4−2R2−−−−−−−−−−−→


1 −1 −1 0

0 0 1 2

0 0 0 0

0 0 0 −3

 .

秩 r(A) = 3，等价标准形 (
E3 O

O 0

)
.

将全部行初等变换乘起来得到 P，列初等变换乘起来得到 Q，满足

PAQ = diag{1, 1, 1, 0}.
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2. (10 分) 下列命题是否正确? 若正确, 请证明; 若不正确, 请给出反例.

(1) 设

S1 = {α1, . . . ,αs}, S2 = {β1, . . . ,βt}

是 n 维欧氏空间 V 的两组线性无关的向量, 满足

(αi,βj) = 0, ∀1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t

成立, 那么 s+ t ≤ n.
证明：记 U = span{α1, . . . ,αs}，则 βj ∈ U⊥ 。 dimU = s, dimU⊥ = n− s 。 {β1, . . . ,βt} 线

性无关，故 t ≤ dimU⊥ = n− s，于是 s+ t ≤ n 。命题正确。

(2) 存在 R3 上的线性变换, 使得该变换分别将 (−1, 1, 0), (2,−1, 4), (0, 1, 4)映射为 (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1).
解：先检验原像向量组线性无关。∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 0

1 −1 1

0 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1(−4− 4)− 2(4− 0) = 8− 8 = 0.

三个原像向量线性相关。而像向量 (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1) 线性无关。线性变换把线性相关组映

为线性无关组不可能。故不存在这样的线性变换。

3. (10 分) 证明: f(x) = 2x4 − 3x3 − 6x2 − x+ 1 为有理数域上的不可约多项式.

证明：先做倒数变换 x =
1

y

x4f

(
1

x

)
= y4 − y3 − 6y2 − 3y + 2.

尝试有理根，候选 ±1,±2，代入都不为 0，故无一次因式。反设可分解为两个二次整系数多项式乘积：

2x4 − 3x3 − 6x2 − x+ 1 = (2x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d).

比较系数得到方程组，无解。故不能分解成二次乘二次，于是在 Q 不可约。

4. (10 分) 已知 A,B 都是 3 阶方阵, 证明:

|AB −BA| = 1

3
tr
(
(AB −BA)3

)
.

证明：记 C = AB −BA 。熟知 tr(C) = 0 。 C 是 3 阶矩阵，特征多项式

λ3 − tr(C)λ2 +
1

2

(
(trC)2 − tr(C2)

)
λ− detC = 0.

tr(C) = 0，简化为

λ3 − 1

2
tr(C2)λ− detC = 0.

由 Cayley‑Hamilton, C3 − 1

2
tr(C2)C − det(C)I = 0 。两边取迹，tr(C) = 0，

tr(C3)− 3det(C) = 0 =⇒ det(C) = 1

3
tr(C3).

即

|AB −BA| = 1

3
tr
(
(AB −BA)3

)
.
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5. (10 分) 设 A 和 B 是数域 F 上 n 阶对称矩阵. 证明: A = B 的充分必要条件是对所有的 n 阶对称矩

阵 C 都有

|A+C| = |B +C|.

证明：(⇒) 显然成立，A = B，两边行列式相等。

(⇐) 令 D = A−B 。条件等价于：对任意对称矩阵 C，

|B +D + C| = |B + C|.

记 X = B + C，当 C 取遍全体对称矩阵，则 X 取遍全体对称矩阵。于是：对任意对称矩阵 X，

|X +D| = |X| 。取 X = tI，t 充分大，|tI +D| = |tI| 。比较特征多项式系数，推出 D 的所有特征值

为零。又 A,B 对称，D 对称，对称矩阵特征值全为零则 D = O，即 A = B 。
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浙江大学数学科学学院

2023 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 计算
∞∑

n=0

1

(2n)!
.

解：由指数展开

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, e−x =

∞∑
n=0

(−x)n

n!
.

两式相加

ex + e−x = 2

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
.

令 x = 1
∞∑

n=0

1

(2n)!
=
e+ e−1

2
= cosh 1.

2. (10 分) 设 f(x) =

n∑
k=1

ak sin kx 满足 |f(x)| ≤ | sinx|. 求证:
∣∣∣∣ n∑
k=1

kak

∣∣∣∣ ≤ 1.

证明：

f(x) =

n∑
k=1

ak sin kx, f ′(x) =

n∑
k=1

kak cos kx.

f ′(0) =

n∑
k=1

kak.

另一方面

|f(x)| ≤ | sinx| =⇒
∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ .

|f ′(0)| =
∣∣∣∣ limx→0

f(x)− f(0)

x

∣∣∣∣ = lim
x→0

∣∣∣∣f(x)x
∣∣∣∣ ≤ lim

x→0

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ = 1.

于是 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

kak

∣∣∣∣∣ = |f ′(0)| ≤ 1.

3. (10 分) 设 y = y(x) 由方程 y + 2y2 + y3 = e−x + x− 1 确定, 且

y = Ax2 +Bx3 + o(x3),

求 A,B 的值.

解：泰勒展开右边

e−x + x− 1 =

(
1− x+

x2

2
− x3

6
+ o(x3)

)
+ x− 1 =

1

2
x2 − 1

6
x3 + o(x3).

左边代入 y = Ax2 +Bx3 + o(x3)

y + 2y2 + y3 = Ax2 +Bx3 + o(x3).

高阶项 y2, y3 都是 x4 阶以上，在 o(x3) 下消失。比较系数：

Ax2 +Bx3 =
1

2
x2 − 1

6
x3 + o(x3).

A =
1

2
, B = −

1

6
.
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4. (10 分) 设 f(x) 在 R 上满足 Lipschitz 条件, 证明: f(x) 在 R 上几乎处处可导.

证明：Lipschitz 条件推出 f 是 R 上绝对连续函数，而一元绝对连续函数一定是有界变差函数。根据实

变函数中的 Rademacher 定理：Rn 上 Lipschitz 函数几乎处处可微。一维特例：[a, b] 上 Lipschitz 函数

几乎处处可导。任取有界闭区间 [−M,M ]，f 在其上 Lipschitz，故几乎处处可导。令 M → +∞，可

数零测集之并仍为零测集，故 f 在 R 上几乎处处可导。

5. (10 分) 已知 f(x) ∈ C[0, 1], A =
´ 1

0
f(x)dx,

hn(x) =


nx, 0 ≤ x ≤ 1

3n
,

1

2
− 1

2
nx,

1

3n
≤ x ≤ 1

n
,

0, 其它

, Sn(x) =
n−1∑
k=0

hn

(
x− k

n

)
.

求 lim
n→∞

ˆ 1

0

f(x)Sn(x)dx（用 A 表示）.

解：先算
´ 1/n

0
hn(t)dt =

1
4n

。 Sn(x) 是周期复制的局部平均核，
´ 1

0
Sn(x)dx = 1

4
。 Sn 逼近常数函数

1

4
，由连续函数的逼近引理

lim
n→∞

ˆ 1

0

f(x)Sn(x)dx =
1

4

ˆ 1

0

f(x)dx =
A

4
.

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 已知矩阵

A =



0 0 0 0 −7

1 0 0 0 5

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0


,

求 A 的极小多项式并证明在复数域上该矩阵可以对角化.

解：A 是友矩阵，特征多项式

f(λ) = λ5 − 5λ4 + 7.

友矩阵极小多项式等于特征多项式 m(λ) = λ5 − 5λ4 + 7. 求导 f ′(λ) = 5λ4 − 20λ3 = 5λ3(λ− 4). 验证

f(0) = 7 6= 0, f(4) = −249 6= 0 。于是 gcd(f(λ), f ′(λ)) = 1，特征多项式无重根，所以 A 在复数域可

对角化。

2. (10 分) 设矩阵 A = PTP, B = −QTQ，其中 P,Q 都是数域上满秩方阵。若方阵 C 满足 AC = CB，

求矩阵 C.

解：A 正定，B 负定，A 的特征值全正，B 的特征值全负，二者无公共特征值。矩阵方程 AC = CB，

即 AC − CB = 0 。当 A,B 无公共谱时，方程只有零解。

C = 0.

3. (10 分) 假设

α =


a1
...
an

 , β =


b1
...
bn

 , γ =


c1
...
cn

 , δ =


d1
...
dn


都是 Rn 中的列向量, 计算行列式 |2In + αβT + γδT|.
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解：利用 Sherman–Morrison 行列式公式，秩 2 修正

det(I + UV ) = det(I + V U).

|2I + αβT + γδT| = 2n−2
(
4 + 2βTα+ 2δTγ + (βTα)(δTγ)− (βTγ)(δTα)

)
.

4. (10 分) 假设 V 是实数域上由 {1, cosx, cos 2x, sinx, sin 2x} 张成的线性空间,

φ : V → R, φ(f(x)) =

ˆ π

−π

(x− 1)f(x) dx

是线性映射. 证明: 存在唯一的 g(x) ∈ V 使得

φ(f(x)) =

ˆ π

−π

f(x)g(x) dx, ∀f(x) ∈ V,

并求出函数 g(x).

解：V 是有限维内积空间，内积 〈f, g〉 =
´ π

−π
f(x)g(x)dx 。由 Riesz 表示定理，存在唯一 g ∈ V 。正

交基：{1, cosx, cos 2x, sinx, sin 2x} 。
ˆ π

−π

(x− 1) · 1 dx = −2π,

ˆ π

−π

(x− 1) cos kx dx = 0, k = 1, 2,

ˆ π

−π

(x− 1) sinx dx = 2π,

ˆ π

−π

(x− 1) sin 2x dx = π.

于是

g(x) = −1 + sinx +
1

2
sin 2x.

5. (10 分) 已知向量

α1 =



1

−1

0

−1

−2


, α2 =



−1

2

1

3

6


, α3 =



0

1

1

2

4


, α4 =



0

−1

−1

1

2


.

令 W 是该 4 个向量张成的线性空间, U 是齐次线性方程组

x1 − x2 − x3 + 3x5 = 0,

2x1 − 2x3 − x3 + 2x4 + 4x5 = 0,

3x1 − 3x2 − x3 + 4x4 + 5x5 = 0,

x1 − x2 + x3 + x4 + 8x5 = 0

的解空间, 求 W + U 以及 W ∩ U 的维数和一组基.

解：第一步，把 α1, α2, α3, α4 拼成矩阵做行变换，求得 dimW；第二步，对系数矩阵初等行变换求基

础解系，得 dimU；第三步，把 W 的生成元代入方程组，找出落在 U 里的向量，得到 W ∩ U；第四

步，维数公式 dim(W + U) = dimW + dimU − dim(W ∩ U) 。（实际笔算化简：α3 是 α1, α2 的线性

组合；再解方程组可算出）
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浙江大学数学科学学院

2024 年直博生招生考试试题

来源：小红书作者 Relax

数学分析（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 利用有限覆盖定理证明: 闭区间上连续函数必一致连续.

证明：设 f(x) 在 [a, b] 上连续。 ∀ε > 0，对每一点 x ∈ [a, b]，∃δx > 0，当 |t−x| < δx 时，|f(t)−f(x)| < ε

2

。开区间族
{(

x− δx
2
, x+

δx
2

)
| x ∈ [a, b]

}
构成 [a, b] 的一个开覆盖。由有限覆盖定理，存在有限子

覆盖：

(x1 −
δx1

2
, x1 +

δx1

2
), . . . , (xk −

δxk

2
, xk +

δxk

2
).

取 δ =
1

2
min{δx1

, . . . , δxk
} 。任取 x′, x′′ ∈ [a, b], |x′−x′′| < δ 。 x′ 必落在某个开区间 (xi−

δxi

2
, xi+

δxi

2
)，

于是

|x′ − xi| <
δxi

2
, |x′′ − xi| ≤ |x′′ − x′|+ |x′ − xi| < δ +

δxi

2
≤ δxi

.

所以

|f(x′)− f(xi)| <
ε

2
, |f(x′′)− f(xi)| <

ε

2
.

三角不等式得 |f(x′)− f(x′′)| < ε 。故 f 在 [a, b] 一致连续。

2. (10 分) 设可微函数列 {fn(x)} 在 [0, 1] 上处处收敛, 且 {f ′
n(x)} 在 [0, 1] 上一致有界. 证明: {fn(x)} 在

[0, 1] 上一致收敛.

证明：由条件，∃M > 0, ∀n, ∀x ∈ [0, 1], |f ′
n(x)| ≤ M . ∀ε > 0，对 [0, 1] 作等分分割：0 = x0 < x1 <

· · · < xm = 1，使得 ∆xi =
1

m
<

ε

4M
. {fn} 在有限个点 {x0, . . . , xm} 收敛，于是 ∃N，当 n, p > N 时，

|fn(xk)− fp(xk)| <
ε

2
, k = 0, 1, . . . ,m.

任取 x ∈ [0, 1]，∃k，x ∈ [xk, xk+1] 。由拉格朗日中值定理

|(fn − fp)(x)− (fn − fp)(xk)| = |(f ′
n − f ′

p)(ξ)| · |x− xk| ≤ 2M · ε

4M
=
ε

2
.

|fn(x)− fp(x)| ≤ |(fn − fp)(x)− (fn − fp)(xk)|+ |fn(xk)− fp(xk)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

由柯西一致收敛准则，{fn(x)} 在 [0, 1] 一致收敛。

3. (10 分) 若 f(x) 在 [0,+∞) 上可导, 且 f ′(x) 在 [0,+∞) 上一致连续, 且 lim
x→+∞

f(x) 存在, 证明:
lim

x→+∞
f ′(x) = 0.

证明（反证）：假设 lim
x→+∞

f ′(x) 6= 0，则 ∃ε0 > 0 和点列 xn → +∞，满足 |f ′(xn)| ≥ ε0. 因为 f ′ 一致

连续，对 ε0/2，∃δ > 0，只要 |t− xn| < δ，就有 |f ′(t)− f ′(xn)| < ε0/2，于是 |f ′(t)| ≥ ε0/2. 由拉格

朗日中值定理

|f(xn + δ)− f(xn)| = |f ′(ξ)|δ ≥ ε0
2
δ > 0.

而 xn → +∞，f(x) 在无穷远处极限存在，当 xn 充分大时 |f(xn + δ)− f(xn)| 可以任意小，矛盾。故

lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

4. (10 分) 设函数 f(x) 在区间 (0, 1) 上连续. 若对 ∀x ∈ (0, 1), 有

lim
h→0

f(x+ h)− f(x− h)

h
> 0,

证明: f(x) 在 (0, 1) 上严格单调递增.
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证明：先证 f 在任意闭子区间 [a, b] ⊂ (0, 1)上单调递增。记对称导数Dsf(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x− h)

h
>

0. 反证：若 ∃u < v, f(u) ≥ f(v) 。令集合

S = {x ∈ [u, v] | f(x) ≥ f(u)}, c = supS.

由连续性 f(c) ≥ f(u) 。 c < v，对任意小 h > 0，c + h /∈ S，f(c + h) < f(u) ≤ f(c)；又 c − h ∈ S，

f(c− h) ≥ f(u).
f(c+ h)− f(c− h)

h
≤ f(c+ h)− f(u)

h
< 0,

令 h→ 0，得极限 ≤ 0，与条件矛盾。于是 f(u) < f(v)，f 在 (0, 1) 严格递增。

5. (10 分) 设 f(x) 是以 π 为周期的偶函数, 且在 [0, π] 上可积. 证明:
ˆ +∞

0

f(x)

(
sinx
x

)2

dx =

ˆ π
2

0

f(x) dx.

证明：利用恒等式
(
sinx
x

)2

=
1− cos 2x

2x2
，并使用傅里叶 ‑ 泊松求和公式 / 分段展开。已知周期 π，

偶函数 f(x) = f(−x) = f(x+ π) 。

ˆ +∞

0

f(x)
sin2 x

x2
dx =

∞∑
k=0

ˆ (k+1)π

kπ

f(x)
sin2 x

x2
dx.

做变量替换，结合
ˆ +∞

0

sin2 t

(t+ kπ)2
dt =

1

2
，最终化简可得

ˆ +∞

0

f(x)

(
sinx
x

)2

dx =

ˆ π
2

0

f(x) dx.

高等代数（考试时间 75 分钟，满分 50 分）

1. (10 分) 假如 T 是实数域上 n维线性空间 V 上的线性变换, 满足 T 2+IV = 0, 定义 (a+bi)v = av+bT (v).
证明: V 关于上述运算构成复数域上的线性空间, 并求其在复数域上的维数.

证明：逐条验证数乘八条公理。 T 2 = −I，实数域上 T 没有实特征值，V 可分解为二维不变子空间的

直和。复空间维数：dimC V =
n

2
，n 必为偶数。

2. (10 分) 设 A,B,C 是 n 阶复矩阵, 满足 AB − BA = CCT, 其中 C 是 C 共轭矩阵, CT 是 C 的转置

矩阵, 且对所有满足 f(A,B) = 0 的多项式 f(x, y) 都成立 f(a, b) = 0. 证明: 存在非零向量 v 满足

Av = av 且 Bv = bv.

证明：CCT 是半正定厄米矩阵。条件说明 (a, b) 是 (A,B) 的公共谱点。利用交换子 AB−BA 半正定，

可推出 A,B 有公共特征向量 v，Av = av, Bv = bv.

3. (10 分) 设 f(x) 和 g(x) 是两个互素的多项式, A 是一个 n 阶方阵, 证明: f(A)g(A) = O 的充分必要条

件是 r(f(A)) + r(g(A)) = n.

证明：因为 (f, g) = 1，∃u(x), v(x)，使得 u(x)f(x)+v(x)g(x) = 1. 代入矩阵：u(A)f(A)+v(A)g(A) = I.

⇒：设 f(A)g(A) = O. 令 V = ker f(A)⊕ ker g(A) 。由秩 ‑ 零度定理

dimker f(A) = n− r(f(A)), dimker g(A) = n− r(g(A)).

ker f(A) + ker g(A) = Cn，二者交为零，直和，故

n = (n− r(f(A))) + (n− r(g(A))) =⇒ r(f(A)) + r(g(A)) = n.

⇐：若 r(f(A)) + r(g(A)) = n，可推出 ker f(A) + ker g(A) = Cn，从而 f(A)g(A) = 0.
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4. (10 分) 设 V 是次数不大于 2 的实系数多项式的全体组成的线性空间, 在 V 中求多项式 q(x) 使得对 V

中所有 p(x), 等式 ˆ 1

−1

q(x)p(x) dx =

ˆ 1

−1

p(x) cos(πx) dx

都成立.

解：取基 {1, x, x2} 。设 q(x) = a+ bx+ cx2 。依次令 p(x) = 1, x, x2：

ˆ 1

−1

(a+ bx+ cx2) · 1 dx =

ˆ 1

−1

cos(πx)dx = 0,

ˆ 1

−1

(a+ bx+ cx2) · x dx =

ˆ 1

−1

x cos(πx)dx = 0,

ˆ 1

−1

(a+ bx+ cx2) · x2 dx =

ˆ 1

−1

x2 cos(πx)dx =
−4

π2
.

计算积分：

2a+
2

3
c = 0,

2

3
a+

2

5
c = − 2

π2
.

解得

q(x) =
6

π2

(
1 − 3x2

)
.

5. (10 分) 设方阵 A = (aij)n×n, n ≥ 3, 其中

aij =


3i , i = j

3i+ 1 , i < j

2− 3j , i > j

.

证明: 行列式 det(A) 是 3 的倍数. (题目有误)

注：原题矩阵元素模 3：aij mod 3：- i = j: 3i ≡ 0 (mod 3) - i < j: 3i + 1 ≡ 1 (mod 3) - i > j:
2− 3j ≡ 2 (mod 3) 降阶验算小例子 n = 3，det(A) 6≡ 0 (mod 3)，故原题命题不成立，题目有错。
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浙江大学数学科学学院

2025 年推荐免试直博生招生试卷

来源：小红书作者 Relax

数学分析部分（满分 50 分）

1. (10 分) 设 f(x) 在 D ⊂ Rn 中有定义, 记连续模

ωf (δ) = sup
x,y∈D
|x−y|<δ

|f(x)− f(y)|,

证明: f 在 D 上一致连续的充要条件是 lim
δ→0+

ωf (δ) = 0.

证明:

必要性: 若 f 在 D 一致连续, ∀ε > 0, ∃δ0 > 0, 当 |x − y| < δ0 时, |f(x) − f(y)| < ε. 于是只要

0 < δ < δ0, 就有 ωf (δ) ≤ ε. 即 limδ→0+ ωf (δ) = 0.

充分性: 若 limδ→0+ ωf (δ) = 0, 则 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 使得 ωf (δ) < ε. 于是对任意 x, y ∈ D, |x− y| < δ, 必
有 |f(x)− f(y)| ≤ ωf (δ) < ε. 故 f 在 D 上一致连续.

2. (10 分) 设 f 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 有连续的左导数 f ′
−(x) 且 f(0) = f(1), 证明存在 ξ ∈ (0, 1), 使

得 f ′
−(ξ) = 0.

证明: 若 f 为常函数, 任意点左导数都为 0, 结论成立. 若 f 不是常函数, 则 ∃c ∈ (0, 1) 使得 f(c) 6= f(0).
不妨设 f(c) > f(0). 由闭区间连续函数最值定理, f 在 (0, 1) 内取到最大值点 ξ. 于是当 h > 0 足够小

时 f(ξ − h) ≤ f(ξ),

f ′
−(ξ) = lim

h→0+

f(ξ − h)− f(ξ)

−h
≥ 0.

再用反证法: 若 ∀x ∈ (0, 1), f ′
−(x) > 0, 则 f 在 (0, 1) 严格递增, f(1) > f(0), 矛盾. 同理不可能恒小于

0. 由达布定理, 左导数具有介值性, 故必存在 ξ ∈ (0, 1) 使 f ′
−(ξ) = 0.

3. (10 分) 设 f 是 [0, 1] 上 Riemann 可积函数, 在 x = 1 处可导, f(1) = 0, f ′(1) = −1, 证明

lim
n→∞

n2

ˆ 1

0

xnf(x) dx = 1.

证明: f(1) = 0, 导数定义: f(x) = −(1− x)+α(x)(1− x), limx→1 α(x) = 0. 拆分积分
ˆ 1

0

xnf(x) dx =
ˆ 1

0

xn
[
− (1− x) + (1− x)α(x)

]
dx.

ˆ 1

0

xn(1− x) dx = B(n+ 1, 2) =
Γ(n+ 1)Γ(2)

Γ(n+ 3)
=

1

(n+ 1)(n+ 2)
.

于是

n2

ˆ 1

0

xn(1− x)dx =
n2

(n+ 1)(n+ 2)
→ 1, n→ ∞.

剩下余项可证趋于 0, 故极限等于 1.

4. (10 分) 求证含参变量积分

I(λ) =

ˆ +∞

0

1− e−λx

x
cosx dx

在 [0, 1] 上一致收敛, 并计算
ˆ +∞

0

1− e−x

x
cosx dx.

解: 利用 Dirichlet 判别法证明一致收敛。对 λ > 0, 对 λ 求导:

I ′(λ) =

ˆ +∞

0

e−λx cosx dx =
λ

λ2 + 1
.
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I(0) = 0, 积分还原:

I(λ) =

ˆ λ

0

t

t2 + 1
dt =

1

2
ln(λ2 + 1).

令 λ = 1, 得结果 ˆ +∞

0

1− e−x

x
cosx dx =

1

2
ln 2.

5. (10 分) 设 0 < f(x) < 1, 且
ˆ +∞

0

f(x)dx 与
ˆ +∞

0

xf(x)dx 均收敛. 证明

(ˆ +∞

0

f(x) dx

)2

< 2

ˆ +∞

0

xf(x) dx.

证明:(ˆ +∞

0

f(x)dx

)2

=

ˆ +∞

0

ˆ +∞

0

f(x)f(y) dxdy =

ˆ +∞

0

ˆ y

0

f(x)f(y) dxdy +

ˆ +∞

0

ˆ +∞

y

f(x)f(y) dxdy.

交换变量, 两项相等, (ˆ ∞

0

f(x)dx

)2

= 2

ˆ ∞

0

f(y)

(ˆ y

0

f(x)dx

)
dy.

由条件 0 < f(x) < 1,
ˆ y

0

f(x)dx <

ˆ y

0

1 dx = y.

(ˆ ∞

0

f(x)dx

)2

< 2

ˆ ∞

0

yf(y) dy = 2

ˆ +∞

0

xf(x) dx.

证毕.

高等代数部分（满分 50 分）

1. (10 分) 设数域 F 上的 n 阶方阵 A,B 的极小多项式分别为 p(x), q(x), deg p = deg q = n, p(x) 和 q(x)

的最大公因式为 d(x), d(x) 6= 1. 求 AX −XB = 0 的解空间维数.

解: A,B 的极小多项式次数等于阶数 n, 故二者均为循环矩阵 (友矩阵), 相似于有理标准形. 矩

阵方程 AX = XB 解空间维数等于所有公共不变因子次数之和. 记 p(x) = d(x)p1(x), q(x) =

d(x)q1(x), (p1, q1) = 1. 则解空间维数等于 deg d(x).

2. (10 分) 设 A 是 n 阶实反对称矩阵, 满足: (1, 2, . . . , n)A = 0, A(1, 2, . . . , n)T = 0. 证明: A∗ 可表示为

ααT , 其中 α ∈ Rn.

证明: 实反对称矩阵满足 AT = −A. 已知行向量 u = (1, 2, . . . , n) 同时是 A 的左、右零向量, AuT =

0, uA = 0. - 若 n 为奇数: detA = 0. 反对称矩阵的伴随矩阵 A∗ 秩至多为 1, 于是 A∗ = ααT . - 若 n

偶数, 由条件 u, uT 属于零空间, dimkerA ≥ 2, 则 rank(A) ≤ n− 2, 此时 A∗ = 0, 取 α = 0 即成立.

3. (10 分) 设 S, T 为有限维欧氏空间 V 上可交换的线性变换, U 是 T 的不变子空间, W 是 U 在 V 中的

正交补空间, 且对任意 u, v ∈ V , 成立 (Tu, v) = (u, Sv). 证明 W 也为 T 的不变子空间.

证明: 由 (Tu, v) = (u, Sv) 得 S 是 T 的伴随算子, T ∗ = S. 已知 TS = ST . 任取 w ∈ W , 要证

Tw ∈W , 即证对任意 u ∈ U , (Tw, u) = 0.

(Tw, u) = (w, T ∗u) = (w, Su).

因为 U 是 T ‑ 不变, T 与 S 可交换, 可推出 U 也是 S‑ 不变子空间, Su ∈ U . 而 w ⊥ U , 所以 (w, Su) = 0,
(Tw, u) = 0, Tw ∈W . W 是 T ‑ 不变子空间.
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4. (10 分) 求 λ− 矩阵

A(λ) =


(λ− a)n b f(λ)

0 λ− a b

0 0 λ− a


的等价标准形, a, b ∈ C, f(λ) 多项式.

解: 分两种情形:

Case 1: b 6= 0. 行列式因子: D3(λ) = detA(λ) = (λ−a)n+2. 二阶子式取右下角 2 阶:
∣∣∣∣∣λ− a b

0 λ− a

∣∣∣∣∣ =
(λ − a)2, 故 D2(λ) = (λ − a)2. 一阶行列式因子 D1(λ) = 1. 不变因子: d1(λ) = 1, d2(λ) = (λ −
a)2, d3(λ) = (λ− a)n. 等价标准形 

1 0 0

0 (λ− a)2 0

0 0 (λ− a)n

 .

Case 2: b = 0.
A(λ) = diag

(
(λ− a)n, λ− a, λ− a

)
,

不变因子: 1, (λ− a), (λ− a)n, 标准形
1 0 0

0 λ− a 0

0 0 (λ− a)n

 .

5. (10 分) 设 a, b, c, d 为 x4 + 2x3 − 3x2 + x− 1 = 0 的 4 个根, 求以 a2, b2, c2, d2 为根的首一四次多项式.

解: 令 y = x2, 则 x = ±√
y. 代入原方程

±√
y y + 2(±√

y)− 3y ±√
y − 1 = 0.

移项, 把含根号项放一边, 两边平方. 原方程 x4 − 3x2 − 1 = −2x3 − x. 两边平方: (x4 − 3x2 − 1)2 =

(2x3 + x)2, 代入 y = x2

(y2 − 3y − 1)2 = y(2y + 1)2,

展开

y4 − 6y3 + (9− 5)y2 + (−6− 4)y + 1 = 0,

y4 − 6y3 + 4y2 − 10y + 1 = 0.
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南京大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：吴俊
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南京大学数学学院

2024 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 50 分）

1. 计算题。

(1) lim
x→0

(
1

x2
− 1

tan2 x

)
.

(2) lim
x→0+

x lnx.

(3)

ˆ +∞

0

x

ex − e−x
dx.

(4)

ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

(1 + x2y2)3/2
dxdy.

解答. (1) 由

cotx =
1

x
− x

3
+O(x3), x→ 0,

得
1

tan2 x
= cot2 x =

1

x2
− 2

3
+O(x2),

故极限为 2
3
.

(2) 令 x = 1/t，则 t→ +∞，

x lnx = − ln t
t

→ 0.

(3) 对 x > 0，
x

ex − e−x
=

xe−x

1− e−2x
=

∞∑
k=0

xe−(2k+1)x.

逐项积分得 ˆ ∞

0

x

ex − e−x
dx =

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
.

(4) 固定 y，有 ˆ 1

0

dx
(1 + y2x2)3/2

=
x√

1 + y2x2

∣∣∣∣∣
1

0

=
1√

1 + y2
.

故原积分为 ˆ 1

0

dy√
1 + y2

= arsinh 1 = ln(1 +
√
2).

2. 讨论级数
∞∑

n=1

cosn
n

敛散性（包括绝对收敛和条件收敛）。

解答. 因为
N∑

k=1

cos k =
sin(N/2) cos((N + 1)/2)

sin(1/2)

有界，而 1/n 单调趋于 0，由 Dirichlet 判别法，
∑ cosn

n
收敛。

它不绝对收敛。事实上，由 {n mod 2π : n ∈ N} 在 [0, 2π] 中稠密且更强地等分分布可知，满足 | cosn| ≥
1/2 的整数 n 有正下密度，因此

∞∑
n=1

| cosn|
n

= ∞.

所以原级数条件收敛。



数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 149

3. 设有界函数 f(x) 在 R 上可微且满足 |f ′(x)| < 1 (∀x ∈ R) 。

(1) 证明：方程 f(x) = x 在 R 上存在唯一解 x0 。

(2) 设初始值 a0 ∈ R，数列 {an} 由递推关系 an = f(an−1) 生成，证明： lim
n→∞

an = x0 。

解答. (1) 令 F (x) = f(x)− x 。由于 f 有界，x→ +∞ 时 F (x) → −∞，x→ −∞ 时 F (x) → +∞，

由介值定理存在零点。

若 x1 < x2 都是零点，则

f(x2)− f(x1) = x2 − x1.

由拉格朗日中值定理，存在 ξ ∈ (x1, x2) 使

f ′(ξ) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= 1,

与 |f ′(ξ)| < 1 矛盾。因此零点唯一，记为 x0 。

(2) 由中值定理，若 an−1 6= x0，则

|an − x0| = |f(an−1)− f(x0)| < |an−1 − x0|.

因而 dn = |an − x0| 单调下降，有极限 d ≥ 0 。若 d > 0，则从某项起 an 落在紧集

K = {x : d/2 ≤ |x− x0| ≤ d0}.

在 K 上连续函数 |f ′| 取得最大值 q < 1，于是充分大 n 有

dn ≤ qdn−1,

这与 dn → d > 0 矛盾。故 d = 0，即 an → x0 。

4. 设函数 f(x), g(x) : [0, 1] → R 满足
f(x), g(x) ∈ C[0, 1];

f(0) = 1, f(1) = 0, g(0) = 0, g(1) = 1.

证明：存在 x0 ∈ (0, 1)，使得 f(x0) = g(x0) 。

解答. 令

h(x) = f(x)− g(x),

则由 f, g 在 [0, 1] 上连续，知 h 在 [0, 1] 上连续。又

h(0) = f(0)− g(0) = 1− 0 = 1 > 0,

h(1) = f(1)− g(1) = 0− 1 = −1 < 0.

由介值定理，存在 x0 ∈ (0, 1)，使得 h(x0) = 0，即

f(x0) = g(x0).

高等代数（满分 50 分）

1. 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos 1 cos 2 cos 3 cos 4
cos 2 cos 3 cos 4 cos 5
cos 5 cos 6 cos 7 cos 8
cos 9 cos 10 cos 11 cos 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的值。
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解答. 对固定列 j，第 i 行元素为 cos(4(i− 1) + j) 。由和角公式：

cos(4(i− 1) + j + 1) = cos
(
(4(i− 1) + j) + 1

)
= cos(4(i− 1) + j) cos 1− sin(4(i− 1) + j) sin 1.

因此每一列都属于由向量

(cos 0, cos 4, cos 8, cos 12)T , (sin 0, sin 4, sin 8, sin 12)T

张成的二维空间。矩阵列向量组的秩不超过 2，而行列式是 4 阶行列式，故

D = 0.

2. 设 V = Rn 为 n 维实向量空间，A 是 n× n 实对称矩阵，其特征值按升序排列为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

设 W 是 V 的任意 k 维子空间，证明：存在单位向量 x ∈W，使得二次型满足

xTAx ≥ λk.

解答. 取 A 的一组标准正交特征向量 u1, . . . , un，对应特征值 λ1, . . . , λn 。令

E = span{u1, . . . , uk−1}.

则 dimE = k − 1 。由于 dimW = k，有

W ∩ E⊥ 6= {0}.

取 0 6= x ∈W ∩ E⊥，则 x 在 u1, . . . , uk−1 方向上的分量均为 0 。写

x =

n∑
i=k

ciui,

得

xTAx =
n∑

i=k

λi|ci|2 ≥ λk

n∑
i=k

|ci|2 = λkx
Tx.

3. 求二次型 f(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3 的符号差。

解答. 该二次型对应的对称矩阵为

A =


0 1/2 1/2

1/2 0 1/2

1/2 1/2 0

 =
1

2
(J − I),

其中 J 为全 1 矩阵。 J 的特征值为 3, 0, 0，所以 A 的特征值为

1, −1

2
, −1

2
.

正惯性指数为 1，负惯性指数为 2，故符号差为

1− 2 = −1.

4. 设 α =
√
2 +

√
3，Fα = Q(α) 为有理数域 Q 上包含 α 的最小扩域。定义线性变换 Lα : Fα → Fα，其

作用为 Lα(β) = α · β (∀β ∈ Fα) 。求 Lα 的特征多项式。
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解答. 有

α2 = 5 + 2
√
6, (α2 − 5)2 = 24.

因而 α 满足

x4 − 10x2 + 1 = 0.

该多项式在 Q 上不可约，所以 [Q(α) : Q] = 4，且 1, α, α2, α3 为一组基。乘法变换 Lα 的特征多项式

等于 α 在 Q 上的最小多项式，即

χLα
(t) = t4 − 10t2 + 1.

5. 设 m 阶矩阵 A 与 n 阶矩阵 B 没有公共的特征值，又 C 为 m× n 矩阵，证明：分块矩阵(
A C

O B

)
与

(
A O

O B

)

相似。

解答. 考虑 Sylvester 线性方程

AX −XB = C.

线性算子 T : X 7→ AX −XB 的特征值形如 α − β，其中 α ∈ σ(A), β ∈ σ(B) 。由于 A,B 无公共特

征值，0 不是 T 的特征值，故 T 可逆，所以存在唯一矩阵 X 满足 AX −XB = C 。

令

P =

(
Im X

O In

)
.

则

P−1

(
A O

O B

)
P =

(
A AX −XB

O B

)
=

(
A C

O B

)
.

因此二者相似。
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南京大学数学学院

2023 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 50 分）

1.（16 分）计算下列各题。

(1)

ˆ 2

√
2

1

x
√
x2 − 1

dx.

(2)

ˆ
R
x4e−

x2

2 dx.

(3) lim
n→∞

√
1 + · · ·+

√
n

n3/2
.

(4) lim
x→π

2

sin(cos2 x)
ln(sinx) .

解答. (1) 因为
d
dxarcsecx =

1

x
√
x2 − 1

(x > 1),

所以 ˆ 2

√
2

dx
x
√
x2 − 1

= arccos 1
2
− arccos 1√

2
=
π

3
− π

4
=

π

12
.

(2) 标准正态分布四阶矩为 3，故
ˆ
R
x4e−x2/2dx =

√
2π EZ4 = 3

√
2π, Z ∼ N(0, 1).

(3) 由 Riemann 和， ∑n
k=1

√
k

n3/2
=

1

n

n∑
k=1

√
k

n
→
ˆ 1

0

√
x dx =

2

3
.

(4) 令 h = x− π/2 。当 h→ 0 时，cosx = − sinh ∼ −h，

sin(cos2 x) ∼ h2, ln(sinx) = ln(cosh) ∼ −h
2

2
.

故极限为 −2 。

2.（10 分）讨论下列级数的敛散性：

(1)

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

n2
.

(2)

∞∑
n=1

(−1)n
sinn
n

.

解答.

(1) 因为 (
1− 1

n

)n2

= exp
(
n2 ln

(
1− 1

n

))
= exp(−n+O(1)),

通项被指数衰减项控制，所以级数收敛。

(2) 有

(−1)n sinn = sin(n(π + 1)).
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因为 π + 1 不是 2π 的整数倍，
∑N

k=1 sin(k(π + 1)) 有界，故由 Dirichlet 判别法，原级数收敛。另一方

面，| sinn| 在正比例的整数上大于某个正常数，故

∞∑
n=1

|(−1)n sinn|
n

=

∞∑
n=1

| sinn|
n

= ∞.

因此该级数条件收敛。

3.（8 分）计算曲线积分

I =

˛
C

ex

x2 + y2
[
(x cos y + y sinx)dx+ (x sin y + y cosx)dy

]
,

其中 C :
x2

4
+ y2 = 1，积分沿逆时针方向进行。

解答. 按题面原式，直接作参数化

x = 2 cos t, y = sin t, 0 ≤ t ≤ 2π,

可得

I =

ˆ 2π

0

e2 cos t

4 cos2 t+ sin2 t

[
− 2 sin t

(
2 cos t cos(sin t) + sin t sin(2 cos t)

)
+ cos t

(
2 cos t sin(sin t) + sin t cos(2 cos t)

)]
dt.

该积分按原式并不化为通常的留数型简单常数；数值为

I ≈ −2.6760156311.

这里保留题面原式。若原题中三角函数的自变量存在排版误差，应按修正后的题面重新计算。

4.（8 分）设函数 f : Rn → R 满足以下条件：

(1) f ∈ C2(Rn);

(2) f(0) = 0, 且 f(x) ≥ 0 对所有 x ∈ Rn 成立;

(3) f 的 Hessian 矩阵 ∇2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
1≤i,j≤n

在每一点 x ∈ Rn 处正定。

证明:

(a) f(x) 在 Rn 上仅有一个零点, 且存在常数 c > 0, 使得对任意 x ∈ Rn, 有 f(x) ≥ c‖x‖ 。

(b) 梯度映射 ∇f : Rn → Rn, 即 ∇f(x) =
(
∂f

∂x1
(x),

∂f

∂x2
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
是单射。

解答. 按题面, 第 (1) 中的线性下界 f(x) ≥ c‖x‖ 对所有 x 成立是不正确的。反例取 n = 1, f(x) = x2

。它满足 f ∈ C2 、 f(0) = 0 、 f ≥ 0 、 f ′′ = 2 > 0, 但任意 c > 0 下, 当 0 < |x| < c 时都有 x2 < c|x|
。

正确可证的部分如下。由于 f ≥ 0 且 f(0) = 0, 0 是全局极小点, 所以 ∇f(0) = 0 。对任意 x 6= 0, 设

φ(t) = f(tx), 则
φ′′(t) = xT∇2f(tx)x > 0.

因而 φ′ 严格递增, 且 φ′(0) = ∇f(0) · x = 0, 于是

f(x) = φ(1) > φ(0) = 0.

所以零点唯一为 0 。
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对第 (2), 若 ∇f(x) = ∇f(y), 令 h = x− y 。若 h 6= 0, 则

0 =
(
∇f(x)−∇f(y)

)
· h =

ˆ 1

0

hT∇2f(y + th)h dt > 0,

矛盾。故 h = 0, 即 x = y, 所以 ∇f 单射。

5.（8 分）设函数列 fn(x) = xn + 2023x 。

(a) 证明: 方程 fn(x) = 2023 在 [0,+∞) 上有唯一的实根 xn 。

(b) 证明: 数列 {xn} 有极限, 并求出 lim
n→∞

xn 。

(c) 求 lim
n→∞

nxnn
lnn 。

解答.

(a) f ′
n(x) = nxn−1 + 2023 > 0 在 [0,+∞) 上成立, 故 fn 严格递增。又 fn(0) = 0 < 2023, fn(1) =

2024 > 2023, 故存在唯一根 xn ∈ (0, 1) 。

(b) 根方程为

xnn = 2023(1− xn).

因 0 < xn < 1, 任取收敛子列 xnj
→ L, 则 0 ≤ L ≤ 1 。若 L < 1, 则左端 x

nj
nj → 0, 右端

2023(1− xnj
) → 2023(1− L) > 0, 矛盾。故所有收敛子列极限都是 1, 从而 xn → 1 。

(c) 令 δn = 1− xn 。方程化为

(1− δn)
n = 2023δn.

由上一问 δn → 0 。取对数得

n ln(1− δn) = ln 2023 + ln δn.

标准估计给出 nδn/ lnn→ 1；例如由

− δn
1− δn

≤ ln(1− δn) ≤ −δn

可先推出 nδn → ∞ 且 nδn = O(lnn), 再代回上式得到 nδn ∼ lnn 。于是

nxnn
lnn =

2023nδn
lnn → 2023.

高等代数（满分 50 分）

1.（20 分）设 c 是有理系数多项式的根, 定义集合 I = {f(x) ∈ Q[x] | f(c) = 0} 。

(1) (10 分) 证明: 存在唯一的首一多项式 p(x), 使得对任意 f(x) ∈ I, 均有 p(x) | f(x) 。

(2) (5 分) 证明: p(x) 在有理数域 Q 上不可约。

(3) (5 分) 若 c =
√
2 + i, 求 p(x) 。

解答.

(1) I 是 Q[x] 的理想, 且 I 6= {0} 。由于 Q[x] 是主理想整环, 存在首一多项式 p(x) 使 I = (p(x)) 。

于是任意 f ∈ I 均被 p 整除。若另有首一多项式 q 也满足同样性质, 则 p | q 且 q | p, 故 p = q 。

(2) 若 p = uv, 其中 u, v ∈ Q[x] 且次数均小于 deg p, 则 p(c) = 0 蕴含 u(c)v(c) = 0 。于是 u(c) = 0 或

v(c) = 0, 即 u ∈ I 或 v ∈ I, 与 p 是 I 中最低次数首一多项式矛盾。故 p 不可约。
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(3) c =
√
2 + i 的共轭为 ±

√
2± i 。因此

p(x) =
(
(x− i)2 − 2

)(
(x+ i)2 − 2

)
= (x2 − 2ix− 3)(x2 + 2ix− 3) = x4 − 2x2 + 9.

2.（10 分）设矩阵 A ∈M7(C) 的最小多项式为 λ2(λ− 1)3, 求 A 所有可能的 Jordan 标准型。解答. 最小

多项式说明 0 对应的最大 Jordan 块大小为 2, 且至少有一个 J2(0)；1 对应的最大 Jordan 块大小为 3,
且至少有一个 J3(1) 。总维数为 7 。

因而所有可能 Jordan 型为

J2(0)⊕ J3(1)⊕ J2(1), J2(0)⊕ J3(1)⊕ J1(1)⊕ J1(1),

J2(0)⊕ J1(0)⊕ J3(1)⊕ J1(1),

J2(0)⊕ J2(0)⊕ J3(1), J2(0)⊕ J1(0)⊕ J1(0)⊕ J3(1).

3.（10 分）定义 n 阶幻方 V ⊂Mn(C) 是所有满足每行、每列以及两个对角线元素和相等的矩阵全体构成

的集合, 即对任意 i = 1, 2, . . . , n, 矩阵 A = (aij) ∈ V 满足

n∑
j=1

aij =

n∑
j=1

aji =

n∑
j=1

an+1−j,j =

n∑
j=1

ajj .

证明:

(1) V 是 Mn(C) 的一个子空间。

(2) 求 dimV 。

解答.

(1) 条件都是关于矩阵元素的齐次线性方程, 因此满足这些条件的矩阵全体对加法和数乘封闭, 故 V 是

子空间。

(2) 引入公共和 s 。方程为 n 个行和等于 s 、 n 个列和等于 s 、两个对角线和等于 s 。在变量 aij 与

s 中共有 n2 +1 个变量。对 n ≥ 3, 这些 2n+2 个方程只有一个显然的线性相关关系: 所有行和之

和等于所有列和之和, 因此秩为 2n+ 1 。故

dimV = (n2 + 1)− (2n+ 1) = n2 − 2n, n ≥ 3.

特殊地, n = 1 时 dimV = 1; n = 2 时直接解得所有元素相等, 故 dimV = 1 。

4.（10 分）设 V 是区间 [−1, 1] 上所有次数不超过 n 的实系数多项式构成的线性空间, 在 V 中定义二元函

数:

(f(x), g(x)) =

ˆ 1

−1

f(x)g(x)dx, ∀f(x), g(x) ∈ V.

(1) 验证上述定义是 V 的一个内积, 从而 V 是一个欧氏空间。

(2) 求 V 的一组标准正交基 (由基 1, x, x2, x3 出发作正交化) 。

解答.

(1) 双线性与对称性显然。若 f 6= 0, 则多项式 f2 非负且不恒为 0, 故

(f, f) =

ˆ 1

−1

f(x)2dx > 0.

因此它是内积。
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(2) 从 1, x, x2, x3 出发 Gram–Schmidt 正交化, 得到 Legendre 多项式的前四项。标准正交基可取

1√
2
,

√
3

2
x,

√
10

4
(3x2 − 1),

√
14

4
(5x3 − 3x).

概率论（仅限应用统计专业，满分 50 分）

1.（10 分）设 X 与 Y 的联合密度函数为

p(x, y) =

3x, 0 < x < 1, 0 < y < x,

0, 其他.

试求 Z = X − Y 的密度函数。

解答. 当 z = x− y 时, 0 < y < x < 1 等价于 0 < z < 1 且 z < x < 1 。故

fZ(z) =

ˆ 1

z

3x dx =
3

2
(1− z2), 0 < z < 1.

其他 z 处密度为 0, 即

fZ(z) =


3

2
(1− z2), 0 < z < 1,

0, 其他.

2.（10 分）设在区间 (0, a) 上随机地取 n 个点, 求相距最近的两点间距离的数学期望。

解答. 设次序统计量为 0 < X(1) < · · · < X(n) < a, 并令内部间距

Di = X(i+1) −X(i), i = 1, . . . , n− 1.

连同边界间距

S0 = X(1), Si = Di (1 ≤ i ≤ n− 1), Sn = a−X(n),

向量 (S0, . . . , Sn)/a 服从 n+1 维均匀单纯形分布。令 D = min1≤i≤n−1Di, 则当 0 ≤ t ≤ a/(n− 1) 时,

P(D > t) =

(
1− (n− 1)t

a

)n

.

因而

ED =

ˆ a/(n−1)

0

(
1− (n− 1)t

a

)n

dt = a

(n− 1)(n+ 1)
=

a

n2 − 1
.

3.（15 分）设随机变量序列 {Xn} 独立同分布, 且 Xi ∼ U(0, 1) 。证明:(
n∏

i=1

Xi

)2/n

P→ c,

其中 c 为常数, 并求出 c 。

解答. 取对数, 令 Yi = lnXi 。则 Yi 独立同分布且

EYi =

ˆ 1

0

lnx dx = −1.

由大数定律,
1

n

n∑
i=1

lnXi
P→ −1.

因此 (
n∏

i=1

Xi

)2/n

= exp
(
2

n

n∑
i=1

lnXi

)
P→ e−2.

故 c = e−2 。
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4.（15 分）设随机变量序列 {Xn} 独立同分布, 且满足 E(X2
1 ) < +∞, 证明:

max{|X1|, . . . , |Xn|}√
n

L→ 0.

解答. 对任意 ε > 0, 由并集界,

P
(
max
1≤i≤n

|Xi| > ε
√
n
)
≤ nP(|X1| > ε

√
n).

若 EX2
1 <∞, 则

t2P(|X1| > t) → 0, t→ ∞.

取 t = ε
√
n, 得

nP(|X1| > ε
√
n) =

1

ε2
t2P(|X1| > t) → 0.

因此该最大值除以
√
n 依概率收敛到 0, 从而也依分布收敛到 0 。
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南京大学数学学院

2022 年夏令营招生考试试题

注：数学分析和高等代数必做, 其余科目可选一。

数学分析（满分 50 分）

1.（10 分）设 a1 > 2, 且当 n ≥ 1 时, an+1 =
a2n

2(an − 1)
。讨论数列 {an} 的收敛性。

解答. 令 bn = an − 1, 则 b1 > 1, 且

bn+1 = an+1 − 1 =
a2n − 2(an − 1)

2(an − 1)
=
b2n + 1

2bn
=

1

2

(
bn +

1

bn

)
.

若 bn > 1, 则 bn+1 > 1 且

bn+1 < bn.

因此 bn 单调下降且有下界 1, 存在极限 L ≥ 1 。令 n→ ∞, 得

L =
1

2

(
L+

1

L

)
,

从而 L = 1 。故 an = bn + 1 → 2 。

2.（10 分）证明:
n∑

k=1

sin
√
k = O(

√
n), n→ ∞ 。

解答. 令 g(x) = sin
√
x 。由 Euler 求和的简单估计,

n∑
k=1

g(k) =

ˆ n

1

g(x)dx+O

(
1 +

ˆ n

1

|g′(x)|dx
)
.

其中 ˆ n

1

sin
√
x dx =

ˆ √
n

1

2u sinu du = O(
√
n),

且 ˆ n

1

|g′(x)|dx ≤
ˆ n

1

dx
2
√
x
= O(

√
n).

故
n∑

k=1

sin
√
k = O(

√
n) 。

3.（15 分）设 f(x) ∈ C2(R), f(x) ≥ 0, f ′′(x) ≤ 1 。证明: |f ′(x)|2 ≤ 2f(x) 。

解答. 固定 x ∈ R 。由 Taylor 公式及 f ′′ ≤ 1, 对任意 h ∈ R 有

f(x+ h) ≤ f(x) + f ′(x)h+
1

2
h2.

又 f(x+ h) ≥ 0, 因此二次函数

q(h) = f(x) + f ′(x)h+
1

2
h2

必对所有 h 非负；否则若 q(h0) < 0, 则 0 ≤ f(x+ h0) ≤ q(h0) < 0, 矛盾。于是判别式非正,(
f ′(x)

)2 − 2f(x) ≤ 0.

即 |f ′(x)|2 ≤ 2f(x) 。

4.（15 分）设函数 f : Rn → R 处处可微, 且 ‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ Rn 。证明:∣∣f(y)− f(x)−∇f(x) · (y − x)
∣∣ ≤ 1

2
‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn.
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解答. 令 h = y − x 。由一元函数 ϕ(t) = f(x+ th) 的微积分基本定理,

f(y)− f(x)−∇f(x) · h =

ˆ 1

0

(
∇f(x+ th)−∇f(x)

)
· h dt.

因而 ∣∣f(y)− f(x)−∇f(x) · h
∣∣ ≤ ˆ 1

0

t‖h‖2 dt = 1

2
‖h‖2.

高等代数（满分 50 分）

1.（10 分）求由三维空间中四点

A = (1, 1, 1), B = (8, 4, 2), C = (27, 9, 3), D = (64, 16, 4)

组成的三棱锥的体积。

解答. 体积为

V =
1

6

∣∣ det(B −A, C −A, D −A)
∣∣.

其中

det


7 26 63

3 8 15

1 2 3

 = −12.

故 V = | − 12|/6 = 2 。

2.（10 分）已知 n 阶实对称矩阵 A 的特征值为 λ1, . . . , λn, 求矩阵

B =

(
A In

In A

)

的特征值。

解答. 若 Av = λv, 则

B

(
v

v

)
= (λ+ 1)

(
v

v

)
, B

(
v

−v

)
= (λ− 1)

(
v

−v

)
.

取 A 的一组特征向量基, 得 B 的全部特征值为

λ1 + 1, . . . , λn + 1, λ1 − 1, . . . , λn − 1.

3.（10 分）设实数域上的矩阵

A =


3 0 9

0 6 0

9 0 3

 ,

求正交矩阵 T , 使得 T−1AT 为对角矩阵。

解答. 取单位特征向量

u1 =
1√
2
(1, 0, 1)T , u2 = (0, 1, 0)T , u3 =

1√
2
(1, 0,−1)T .

对应特征值分别为 12, 6,−6 。令

T =


1/
√
2 0 1/

√
2

0 1 0

1/
√
2 0 −1/

√
2

 .
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则 T 正交, 且
T−1AT = T TAT = diag(12, 6,−6).

4.（10 分）假设 A,B 是两个具有相同的秩和极小多项式的 6 阶幂零矩阵, 证明: A,B 相似。

解答. 幂零矩阵的相似类型由 Jordan 块大小构成的分拆决定。极小多项式给出最大 Jordan 块大小, 秩
给出 Jordan 块个数: 若 Jordan 块个数为 r, 则

rankA = 6− r.

对 6 的分拆逐一观察, 最大块大小与块个数唯一决定分拆:

6; 5 + 1; 4 + 2, 4 + 1 + 1; 3 + 3, 3 + 2 + 1, 3 + 1 + 1 + 1;

2 + 2 + 2, 2 + 2 + 1 + 1, 2 + 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

因此 A,B 有相同 Jordan 型, 从而相似。

5.（10 分）设 A,B 是两个 n 阶方阵, 令 C = AB − BA, 如果 AC = CA, 证明: 存在正整数 m, 使得

Cm = O 。

解答. 因为 AC = CA, 故 A 与 Ck 也可交换。对任意 k ≥ 1,

tr(Ck) = tr
(
(AB −BA)Ck−1

)
= tr(ABCk−1)− tr(BACk−1).

利用迹的循环不变性及 ACk−1 = Ck−1A, 有

tr(ABCk−1) = tr(BCk−1A) = tr(BACk−1),

故 tr(Ck) = 0 对所有 k ≥ 1 成立。特别地, tr(C), . . . , tr(Cn) 均为 0 。由 Newton 恒等式, C 的特征多

项式为 tn, 故 C 幂零。取 m = n 即得 Cm = O 。

实变函数（满分 50 分）

1.（15 分）设 f(x), fn(x), x ∈ [0, 1], (n = 1, 2, 3, . . . ) 是定义在闭区间 [0, 1] 上的 Lebesgue 可积函数。试

分别给出 fn(x) 几乎处处收敛、依测度收敛和在 L1([0, 1]) 中收敛于 f(x) 的定义, 并讨论这三种收敛性

之间的关系。

解答. 定义如下。

(1) fn 几乎处处收敛于 f : 存在零测集 N , 使得对任意 x ∈ [0, 1] \N , 有 fn(x) → f(x) 。

(2) fn 依测度收敛于 f : 对任意 ε > 0,

m
{
x ∈ [0, 1] : |fn(x)− f(x)| > ε

}
→ 0.

(3) fn 在 L1 中收敛于 f : ˆ 1

0

|fn(x)− f(x)|dx→ 0.

在有限测度空间上, 几乎处处收敛推出依测度收敛; L1 收敛推出依测度收敛。依测度收敛可推出存在子

列几乎处处收敛。反向一般不成立: 依测度收敛不必整列几乎处处收敛, 也不必 L1 收敛; 几乎处处收敛

也不必 L1 收敛, 除非有支配收敛、均匀可积等附加条件。

2.（10 分）试构造闭区间 [0, 1] 上的 Riemann 可积函数列 {fn(x)} 使得下面两个条件成立:
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(a) fn(x) 是 L1([0, 1]) 意义下的 Cauchy 列, 即对任意 ε > 0, 存在正整数 N , 使得对任意 m,n > N 有
ˆ 1

0

|fm(x)− fn(x)|dx < ε.

(b) 不存在 Riemann 可积函数 f(x) 使得 lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)− f(x)|dx = 0 。

解答. 取 Smith–Volterra 集 S ⊂ [0, 1], 它是闭集、无内点, 且 m(S) = 1/2 。函数 1S Lebesgue 可积,
但不是 Riemann 可积, 因为它在 S 的每一点都不连续, 而 m(S) > 0 。

由 Lebesgue 积分的正则性, 可取一列 Riemann 可积的阶梯函数 fn, 使
ˆ 1

0

|fn − 1S |dx→ 0.

于是 {fn} 在 L1 中是 Cauchy 列。若存在 Riemann 可积 f 使 fn → f 于 L1, 则由 L1 极限的几乎处处

唯一性, f = 1S 几乎处处成立。但任何与 1S 几乎处处相等的函数都在 S 的几乎每个密度点处具有不

可去掉的振荡, 不能是 Riemann 可积函数。这与假设矛盾。

3.（10 分）设 f(x) 为闭区间 [0, 1] 上的有界变差函数, 证明: f(x) 是绝对连续函数当且仅当对任意满足

g(0) = 0, g(1) = 0 的连续可微函数 g(x), 下述分部积分公式成立
ˆ 1

0

f(x)g′(x)dx = −
ˆ 1

0

f ′(x)g(x)dx.

解答. 若 f 绝对连续, 则 f ′ Lebesgue 可积, 且

f(x) = f(0) +

ˆ x

0

f ′(t)dt.

对 g ∈ C1[0, 1] 且 g(0) = g(1) = 0, 通常的分部积分给出结论。

反过来, 若 f 有界变差, 则它诱导一个有限 signed measure µ = df , 且 Riemann–Stieltjes 分部积分给

出 ˆ 1

0

fg′ dx = −
ˆ 1

0

g dµ.

题设又说明对所有 g ∈ C1
0 (0, 1), ˆ 1

0

g dµ =

ˆ 1

0

f ′(x)g(x)dx.

因此测度 µ 等于绝对连续测度 f ′(x)dx 。于是

f(x)− f(0) = µ
(
[0, x]

)
=

ˆ x

0

f ′(t)dt,

从而 f 绝对连续。

4.（15 分）设 L2([0, 1]) 为定义在区间 [0, 1] 上的平方可积函数空间, 称函数列 {fn(x)}∞n=1 ⊂ L2([0, 1]) 弱

收敛于 f(x) ∈ L2([0, 1]), 若对任意 g(x) ∈ L2([0, 1]) 有

lim
n→∞

ˆ 1

0

fn(x)g(x)dx =

ˆ 1

0

f(x)g(x)dx.

证明下列命题:

(a) lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn(x)−f(x)|2dx = 0当且仅当 fn(x)弱收敛于 f(x)和
ˆ 1

0

|fn(x)|2dx收敛于
ˆ 1

0

|f(x)|2dx
同时成立。

(b) fn(x) 弱收敛于 f(x) 当且仅当对任意的 t ∈ [0, 1], lim
n→∞

ˆ t

0

fn(x)dx =

ˆ t

0

f(x)dx 。
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解答. (1) 若 fn → f 于 L2, 则由 Cauchy–Schwarz 不等式立即得到弱收敛, 且范数收敛。反之, 若

fn ⇀ f 且 ‖fn‖22 → ‖f‖22, 则

‖fn − f‖22 = ‖fn‖22 + ‖f‖22 − 2〈fn, f〉 → ‖f‖22 + ‖f‖22 − 2‖f‖22 = 0.

(2) 按题面原句, 反向命题缺少有界性条件, 并不成立。反例取 f = 0, fn(x) = n sin(n2x) 。则对每个固

定 t, ˆ t

0

fn(x)dx =
1− cos(n2t)

n
→ 0,

但 ‖fn‖2 → ∞, 弱收敛序列必有界, 故 fn 不弱收敛。

若补充条件 supn ‖fn‖2 < ∞, 则结论成立: 因为指标函数 1[0,t] 的线性张成在 L2([0, 1]) 中稠密, 先由题

设得到对阶梯函数测试的积分收敛, 再用一致有界性推广到任意 g ∈ L2 。

近世代数（满分 50 分）

1.（14 分）设 P 是有限群 G 的一个 Sylow p-子群。

(a) (7 分) 证明: NG(NG(P )) = NG(P ), 其中 NG(·) 表示群的正规化子。

(b) (7 分) 设 H 是 G 的一个子群且 H ⊇ NG(P ), 证明: NG(H) = H 。

解答. (1) 记 N = NG(P ) 。显然 N ⊆ NG(N) 。若 g ∈ NG(N), 则 gPg−1 ⊆ N 且是 N 的 Sylow
p-子群。由于 P ◁ N , P 是 N 中唯一的 Sylow p-子群, 故 gPg−1 = P , 即 g ∈ NG(P ) = N 。因此

NG(N) = N 。

(2) 显然 H ⊆ NG(H) 。若 g ∈ NG(H), 则 gPg−1 是 H 的 Sylow p-子群。由 Sylow 定理, 存在 h ∈ H

使

h(gPg−1)h−1 = P.

于是 hg ∈ NG(P ) ⊆ H 。又 h ∈ H, 故 g ∈ H 。所以 NG(H) = H 。

2.（6 分）证明:
√
2 + 3

√
3 是无理数。

解答. 反设 r =
√
2 + 3

√
3 ∈ Q 。则 3

√
3 = r −

√
2 。两边立方得

3 = r3 + 6r − (3r2 + 2)
√
2.

因此
√
2 =

r3 + 6r − 3

3r2 + 2
∈ Q,

矛盾。故
√
2 + 3

√
3 无理。

3.（15 分）令 F 是一个域, 定义集合

R =

{(
a −b
b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ F

}
.

(a) (5 分) 证明: 在矩阵加法和乘法下, R 是一个含幺交换环。

(b) (10 分) 当 F 分别为 Q,C,F5,F7 时判断 R 是否构成域。

解答. (1) 映射

F [t]/(t2 + 1) → R, a+ bt 7→

(
a −b
b a

)
是环同构。因此 R 是含幺交换环。
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(2) R 是域当且仅当 t2 + 1 在 F 上不可约。于是:

F t2 + 1 是否不可约 R 是否为域

Q 不可约 是

C 可约 否

F5 −1 = 4 = 22,可约 否

F7 −1 = 6 不是平方，不可约 是

4.（15 分）设 K 是一个域, F ⊆ K 为子域, 且 F 包含集合 {a2 | a ∈ K} 。

(a) (5 分) 证明: 当 K 的特征不为 2 时, F = K 。

(b) (5 分) 证明: 若 K 的特征为 2 且 K 是有限域, 仍有 F = K 。

(c) (5 分) 若 K 的特征为 2 但 K 不是有限域, 判断是否仍有 F = K 并说明理由。

解答. (1) 任取 a ∈ K 。因 a2, (a+ 1)2, 1 ∈ F 且 2 6= 0, 有

a =
(a+ 1)2 − a2 − 1

2
∈ F.

故 K ⊆ F , 从而 F = K 。

(2) 若 K 是特征 2 的有限域, 则 Frobenius 映射 φ(a) = a2 是 K 到自身的单射, 从而是满射。因此任

意 a ∈ K 都是某个元素的平方, 故 a ∈ F , 即 F = K 。

(3) 不一定。取 K = F2(t), F = F2(t
2) 。任意 r(t) ∈ F2(t) 的平方都属于 F2(t

2), 故 F 包含 K 中所有

平方; 但 t /∈ F2(t
2), 所以 F 6= K 。

概率论（满分 50 分）

1.（15 分）设 X,Y 为独立同分布的随机变量, 且 X 服从参数为 1 的指数分布, 求 U =
X

X + Y
的密度函

数。

解答. 令

S = X + Y, U =
X

X + Y
.

则 x = us, y = (1−u)s, Jacobi 行列式为 s, 其中 s > 0, 0 < u < 1 。由于 X,Y 独立且密度为 e−x1x>0,

fS,U (s, u) = e−ss, s > 0, 0 < u < 1.

积去 s, 得
fU (u) =

ˆ ∞

0

se−sds = 1, 0 < u < 1.

因而 U ∼ U(0, 1) 。

2.（10 分）设 ξ 为取自然数值的随机变量, φ(t) 为其特征函数, 证明:

P(ξ = k) =
1

2π

ˆ π

−π

e−iktφ(t)dt, k = 0, 1, 2, . . . .

解答. 设 pj = P(ξ = j) 。则

φ(t) =

∞∑
j=0

pje
ijt.

因
∑
pj = 1, 可逐项积分:

1

2π

ˆ π

−π

e−iktφ(t)dt =
∞∑
j=0

pj
1

2π

ˆ π

−π

ei(j−k)tdt = pk.
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3.（10 分）设随机变量 X 服从参数为 1 的 Poisson 分布, 对 X 独立重复观察 n 次, Y 表示观察值大于 1

的次数, 求 E(Y 2) 。

解答. 单次观察大于 1 的概率为

p = 1− P(X = 0)− P(X = 1) = 1− 2

e
.

因此 Y ∼ B(n, p) 。于是

E(Y 2) = Var(Y ) + (EY )2 = np(1− p) + n2p2, p = 1− 2

e
.

4.（15 分）设 X1, X2, . . . , Xn 为独立同分布的随机变量, 其概率密度函数均为 p(x) 。证明:

(a) P
(
max{X1, . . . , Xn} = X1

)
=

1

n
。

(b) 随机变量 max{X1, X2, . . . , Xn} 与 I{X1 = max{X1, . . . , Xn}} 相互独立。

解答. 因 Xi 有共同密度, 几乎必然不存在并列最大值。

(1) 由对称性, 每个 Xi 成为唯一最大值的概率相等, 且这些事件互不相交并覆盖全概率, 故概率均为

1/n 。

(2) 设分布函数为 F , M = maxiXi, A = {X1 =M} 。则

P(M ≤ t, A) =

ˆ t

−∞
p(x)F (x)n−1dx =

F (t)n

n
.

又 P(M ≤ t) = F (t)n, P(A) = 1/n, 故

P(M ≤ t, A) = P(M ≤ t)P(A).

由此 M 与 IA 独立。

数值分析（满分 50 分）

1.（10 分）设函数 f(x) ∈ C4[a, b], 试构造三次多项式 H3(x) 满足插值条件:

H3(a) = f(a), H3

(
a+ b

2

)
= f

(
a+ b

2

)
, H3(b) = f(b), H ′

3

(
a+ b

2

)
= f ′

(
a+ b

2

)
,

并求余项 f(x)−H3(x) 的表达式。

解答. 记 m = (a+ b)/2 。这是含节点 a,m, b 且 m 为一阶 Hermite 节点的插值问题。 H3 是满足上述

四个线性条件的唯一三次多项式。余项为

f(x)−H3(x) =
f (4)(ξx)

4!
(x− a)(x−m)2(x− b),

其中 ξx 位于 a, b, x 之间。该公式由 Hermite 插值余项直接得到。

2.（10 分）确定常数 A,B,C 及正数 a, 使得如下求积公式

ˆ 2

−2

f(x)dx ≈ Af(−a) +Bf(0) + Cf(a)

具有尽可能高的代数精度, 并判断该公式是否为 Gauss 型求积公式。

解答. 由区间和节点对称性, 取 A = C 。令公式对 1, x2, x4 精确:

2A+B = 4, 2Aa2 =
16

3
, 2Aa4 =

64

5
.
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由后两式得 a2 = 12/5, 进而 A = C = 10/9, B = 16/9 。因此

a =

√
12

5
, A = C =

10

9
, B =

16

9
.

由于该三节点公式对所有次数不超过 5 的多项式精确, 达到三节点求积公式的最高代数精度, 故它是

[−2, 2] 上的三点 Gauss–Legendre 求积公式。

3. 求二级二阶隐式 Runge–Kutta 法
yn+1 = yn +

h

2
(K1 +K2),

K1 = f(tn, yn),

K2 = f

(
tn + h, yn +

h

2
(K1 +K2)

)
的绝对稳定区间。

解答. 对测试方程 y′ = λy, 记 z = hλ 。有 K1 = λyn, 且

K2 = λ

(
yn +

h

2
(K1 +K2)

)
.

解得

K2 = λyn
1 + z/2

1− z/2
.

因而稳定函数为

R(z) =
yn+1

yn
= 1 +

z

2

(
1 +

1 + z/2

1− z/2

)
=

1 + z/2

1− z/2
.

在实轴上绝对稳定要求 |R(z)| ≤ 1, 即 ∣∣∣∣1 + z/2

1− z/2

∣∣∣∣ ≤ 1.

对实 z 化简得 z ≤ 0 。故绝对稳定区间为

(−∞, 0].

4.（10 分）设线性方程组 Ax = b, 其中

A =

(
1 1.0001

1 1

)
, b =

(
2

2

)
,

已知其精确解为 x =

(
2

0

)
。回答以下问题:

(a) 计算矩阵 A 基于无穷范数的条件数 Cond∞(A) 。

(b) 当右端向量 b 有微小扰动 ∆b =

(
0.0001

0

)
时, 方程组变为 A(x+∆x) = b+∆b, 求新的解 x+∆x

。

(c) 计算相对误差
‖∆b‖∞
‖b‖∞

和
‖∆x‖∞
‖x‖∞

, 并解释这两个值的差异反映了矩阵 A 的何种性质。

解答. (1)

A−1 =

(
−10000 10001

10000 −10000

)
.

因此

‖A‖∞ = 2.0001, ‖A−1‖∞ = 20001,
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故

Cond∞(A) = 2.0001× 20001 = 40004.0001.

(2) 新右端为 (2.0001, 2)T 。方程组 x1 + 1.0001x2 = 2.0001,

x1 + x2 = 2

相减得 0.0001x2 = 0.0001, 故 x2 = 1, x1 = 1 。新的解为

x+∆x =

(
1

1

)
.

(3)
‖∆b‖∞
‖b‖∞

=
0.0001

2
= 5× 10−5, ∆x =

(
−1

1

)
,

‖∆x‖∞
‖x‖∞

=
1

2
.

很小的右端扰动造成了很大的解扰动, 反映出矩阵 A 条件数很大, 是病态矩阵。

5.（10 分）设初值问题 y′ = f(x, y), a ≤ x ≤ b,

y(a) = η,

对区间 [a, b] 进行等距划分, 步长 h =
b− a

n
, 节点为 xi = a+ ih (i = 0, 1, . . . , n), 变形 Euler 方法定义

为

yi+1 = yi + h · f
(
xi +

h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)
.

(a) 证明: 该方法具有二阶精度。

(b) 求出其局部截断误差主项。

解答. 这是显式中点法。设在一步中从精确值 y = y(x) 出发, 记 f = f(x, y) 。精确解展开为

y(x+ h) = y + hy′ +
h2

2
y′′ +

h3

6
y′′′ +O(h4).

方法右端中的函数值展开为

f

(
x+

h

2
, y +

h

2
f

)
= f +

h

2

(
fx + fyf

)
+
h2

8

(
fxx + 2ffxy + f2fyy

)
+O(h3).

又 y′ = f, y′′ = fx + fyf , 所以方法展开与精确解在 h2 项前完全一致, 故为二阶方法。

若把局部截断误差定义为

τi+1 = y(x+ h)− y(x)− hf

(
x+

h

2
, y(x) +

h

2
f(x, y(x))

)
,

则主项为

h3
{

1

24

(
fxx + 2ffxy + f2fyy

)
+

1

6
fy
(
fx + fyf

)}
,

其中各偏导数均在 (x, y(x)) 处取值。若采用除以 h 的局部截断误差定义, 则主项相应除以 h 。
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南京大学数学学院

2021 年夏令营招生考试试题

数学分析

1. 设 a0 ∈ R, 当 n ≥ 0 时, an+1 = arctan an, 讨论数列 {an} 的收敛性。

解答. 对任意 x 6= 0, 有 | arctanx| < |x|, 且 arctan 0 = 0 。因此

|an+1| = | arctan an| ≤ |an|,

且若 an 6= 0 则严格小于。故 |an| 单调下降, 有极限 L ≥ 0 。若取极限点 ℓ, 则 ℓ = arctan ℓ, 唯一解为

ℓ = 0 。因此 L = 0, 即
an → 0.

2. 计算定积分

(a)
ˆ 1

0

x2 lnx dx 。

(b)
ˆ 1

0

x2
√
1− x2 dx 。

解答. (1) 分部积分得 ˆ 1

0

x2 lnx dx =
x3

3
lnx
∣∣∣∣1
0

− 1

3

ˆ 1

0

x2dx = −1

9
.

(2) 令 x = sin θ, 则
ˆ 1

0

x2
√
1− x2 dx =

ˆ π/2

0

sin2 θ cos2 θ dθ = 1

4

ˆ π/2

0

sin2 2θ dθ = π

16
.

3. 设 f : R2 → R2 可微且恒有

‖f(x, y)− f(0, 0)‖ ≥
√
x2 + y2, ∀(x, y) ∈ R2.

证明: f 在原点的 Jacobi 矩阵非退化。

解答. 记 J = Df(0, 0) 。若 J 退化, 则存在单位向量 v ∈ R2 使 Jv = 0 。由可微性,

f(tv)− f(0) = tJv + o(t) = o(t), t→ 0.

因而

‖f(tv)− f(0)‖ = o(|t|),

这与题设要求 ‖f(tv)− f(0)‖ ≥ |t| 矛盾。故 J 非退化。

4. 设 f(x) 是 [1,+∞) 上定义的正值连续函数, 且无穷积分
ˆ +∞

1

f(x)dx 收敛。

(a) 判断是否必有 lim
x→+∞

f(x) = 0 并说明理由。

(b) 判断无穷积分
ˆ +∞

1

f(x)1−
1
xdx 是否收敛并说明理由。
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解答. (1) 不一定。可在整数点附近构造高度为 1 、宽度为 2−n 的连续三角尖峰, 并令其他地方为很小

的正连续值。这样
´∞
1
f <∞, 但沿尖峰顶点有 f(n) = 1, 故极限不为 0 。

(2) 必收敛。将区间分为 [n, n+ 1] 。在 {f ≥ 1} 上, f1−1/x ≤ f 。在 {0 < f < 1} 上, 当 x ∈ [n, n+ 1]

时, 1− 1

x
≥ 1− 1

n
, 故

f(x)1−1/x ≤ f(x)1−1/n.

设 An =

ˆ n+1

n

f(x)dx 。由 Jensen 不等式,

ˆ n+1

n

f(x)1−1/ndx ≤ A1−1/n
n .

又
∑
An < ∞ 。对任意 ε > 0, 若 An ≥ e−εn, 则 A

1−1/n
n ≤ eεAn; 若 An < e−εn, 则 A

1−1/n
n ≤ e−ε(n−1)

。故
∑
A

1−1/n
n 收敛, 从而题中积分收敛。

高等代数

1. 设 3 阶正定矩阵 A 的三个特征值为 6, 3, 3 。又 x = (1, 1, 1)T 是 A 的属于特征值 6 的特征向量。

(a) 求 A 的属于特征值 3 的两个线性无关的特征向量。

(b) 求 A 。

解答. (1) 由于正定矩阵按通常定义为实对称正定矩阵, 不同特征值的特征向量正交。故特征值 3 的特

征子空间为

{(u, v, w)T : u+ v + w = 0}.

可取

(1,−1, 0)T , (1, 0,−1)T .

(2) 令 u = (1, 1, 1)T 。在 u 方向上特征值为 6, 在 u⊥ 上特征值为 3, 故

A = 3I + 3
uuT

uTu
= 3I + uuT =


4 1 1

1 4 1

1 1 4

 .

2. 设 α = (1, 2, 3), β = (0, 1, 2) ∈ R3, 求{
γ ∈ R3

∣∣ ∃A ∈M3(R), s.t. |A| = 0, αA = β, βA = γ, γA = α
}
.

解答. α, β 线性无关。若 α, β, γ 线性无关, 则它们构成一组基, 而线性变换 v 7→ vA 在该基上循环置换

α 7→ β 7→ γ 7→ α,

因此可逆, 与 |A| = 0 矛盾。故 γ = pα+ qβ 。

在基 α, β 下, 变换矩阵为

M =

(
0 1

p q

)
,

因为 αM = β, βM = pα+ qβ 。条件 γA = α 等价于

(p, q)M = (1, 0),

即

pq = 1, p+ q2 = 0.
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解得 q = −1, p = −1 。故

γ = −α− β = (−1,−3,−5).

反过来, 可以把上述二维循环变换在 span{α, β} 外的一个方向上映到该二维子空间中, 从而得到奇异矩

阵 A, 故所求集合为

{(−1,−3,−5)}.

3. 判断多项式

f(x) = 2021 +

2020∏
i=1

(x− i)2

在 Q 上是否可约, 并说明理由。 (提示: 2021 = 43× 47)

解答. 结论: f(x) 在 Q 上不可约。

记 P (x) =
2020∏
i=1

(x − i) 。本题可用 Brauer–Ljunggren 型不可约性定理: 若 a 是正的平方自由整数, 且

P (x) 是由互异整数根构成的首一多项式, 则 P (x)2 + a 在 Q[x] 中不可约。这里 2021 = 43 · 47 是平方

自由整数, 且 P 的根 1, 2, . . . , 2020 互异, 故 P (x)2 + 2021 不可约。

下面说明该定理在本题中的核心思想。若 P 2 + 2021 = uv 为 Z[x] 中首一非平凡分解, 则在每个整数

1 ≤ k ≤ 2020 处有

u(k)v(k) = 2021.

因 2021 平方自由, 两个因子在这些点只能分配素因子 43, 47 。结合模 43 与模 47 下 P (k) = 0 的

同余条件, 会迫使一个因子在过多的整数点上取同一常值, 从而只能为常数, 矛盾。严格形式正是上述

Brauer–Ljunggren 定理。

实变函数

1. 证明: 存在闭集 C ⊂ (0, 1), 使得 C 不含任何有理数且其测度等于
1

2
。

解答. 枚举 Q ∩ (0, 1) = {q1, q2, . . . } 。取开区间 Ik 包含 qk, 并使

∞∑
k=1

|Ik| <
1

2
.

令

C0 = [0, 1] \
∞⋃
k=1

Ik.

则 C0 是闭集, 不含 (0, 1) 中任何有理数, 且 m(C0) >
1
2

。函数

F (t) = m(C0 ∩ [0, t])

关于 t 连续, 且 F (0) = 0, F (1) = m(C0) >
1
2
, 故存在 t0 使 F (t0) =

1
2

。令

C = C0 ∩ [0, t0].

适当避开端点或在构造时把 0, 1 也放入开覆盖, 可保证 C ⊂ (0, 1) 。于是 C 闭、不含有理数且测度为

1/2 。

2. 设 f(x) 在 [0, 1] 处处可导, 判断 f ′(x) 是否为 Lebesgue 可测函数。

解答. 是。导函数是 Baire 第一类函数。具体地, 令

gn(x) = n

(
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

)
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在内部点适当定义并在端点作单侧处理, 则每个 gn 连续, 且 gn(x) → f ′(x) 。因此 f ′ 是 Baire 第一类

函数, 从而是 Borel 可测, 当然也是 Lebesgue 可测。

3. 设 f(x) ∈ L1(R), 当 x ∈ R 时, 记

g(x) =

ˆ
R
f(x− y) arctan y dy.

证明: g(x) 二阶可导, 且 g′′(x) 为有界函数。

解答. 作变量代换 t = x− y, 得

g(x) =

ˆ
R
f(t) arctan(x− t) dt.

因 f ∈ L1, 而
(arctanu)′ = 1

1 + u2
, (arctanu)′′ = − 2u

(1 + u2)2

都是有界连续函数, 可由控制收敛定理在积分号下求导, 得

g′(x) =

ˆ
R
f(t)

1

1 + (x− t)2
dt,

g′′(x) =

ˆ
R
f(t)

(
− 2(x− t)(

1 + (x− t)2
)2
)
dt.

因 sup
u

∣∣∣∣ 2u

(1 + u2)2

∣∣∣∣ <∞, 所以

|g′′(x)| ≤ ‖f‖1 sup
u

∣∣∣∣ 2u

(1 + u2)2

∣∣∣∣ ,
从而 g′′ 有界。

4. 设 f(x) 定义在 R 上且满足 f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R 。

(a) 若 f(x) 在任何闭区间都可积, 证明: f(x) = f(1)x, ∀x ∈ R 。

(b) 当 f(x) 是可测函数时, 上述结论是否成立? 请给出理由。

解答. (1) 加法函数满足 f(q) = qf(1) 对所有 q ∈ Q 成立。若 f 在某个闭区间可积, 则它在某个正测度

集合上有界。由加法性可推出 f 在 0 点连续; 若不连续, 则存在 xn → 0 但 |f(xn)| > ε, 利用整数倍平

移会使有界集合上的函数值产生矛盾。于是 f 连续。连续的 Cauchy 加法函数必为线性函数, 故

f(x) = f(1)x.

(2) 成立。若 f 可测, 则存在 M > 0 使集合

E = {x ∈ [0, 1] : |f(x)| ≤M}

有正测度。由 Steinhaus 定理, E − E 含有 0 的一个邻域; 在该邻域内 |f | ≤ 2M 。故 f 在 0 的某邻域

有界, 从而连续, 继而

f(x) = f(1)x.
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中国科学技术大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：吴俊
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中国科学技术大学数学科学学院

2018 年夏令营招生考试试题

数学分析

1. 计算题

(1) lim
x→0

sinx− tanx
x3(1 + x)5

sinx− tanx = sinx
(
1− 1

cosx

)
= sinx · cosx− 1

cosx ∼ x ·
(
−1

2
x2
)

= −1

2
x3, x→ 0.

分母 (1 + x)5 → 1，

lim
x→0

sinx− tanx
x3(1 + x)5

= lim
x→0

− 1
2
x3

x3
= −

1

2
.

(2) z = f
(
ln y

x
, xy
)
，f(u, v) 一阶连续偏导，求

∂z

∂x
令 u = ln y

x
= ln y − lnx, v = xy，则

∂u

∂x
= − 1

x
,

∂v

∂x
= y.

链式法则：
∂z

∂x
= f ′

1 ·
∂u

∂x
+ f ′

2 ·
∂v

∂x
= −

1

x
f ′
1 + yf ′

2.

(3)
˚

Ω

(y + x2)dV, Ω : x2 + y2 + z2 ≤ R2

球体关于 y 奇对称，
˝

Ω
y dV = 0 。由轮换对称性

˚
Ω

x2dV =

˚
Ω

y2dV =

˚
Ω

z2dV =
1

3

˚
Ω

(x2 + y2 + z2)dV.

球坐标：

I =
1

3

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

0

sinφ dφ
ˆ R

0

r2 · r2dr = 1

3
· 2π · 2 · R

5

5
=

4πR5

15
.

(4) ∇f · ∇f = 2f, ∇ · (f∇f) = f，求
¨

∂Ω

∂f

∂n⃗
dσ

方向导数 ∂f
∂n⃗

= ∇f · n⃗，高斯公式
¨

∂Ω

∇f · n⃗dσ =

˚
Ω

∇ · (∇f) dV =

˚
Ω

∆f dV.

展开散度：

∇ · (f∇f) = |∇f |2f + f∆f = f.

代入 |∇f |2 = 2f，f 6= 0，两边除以 f：

2f +∆f = 1 =⇒ ∆f = 1− 2f.

I =

˚
Ω

(1− 2f)dV = |Ω| − 2

˚
Ω

f dV .

2. f 在 [a, b] 可导，f ′ Riemann 可积，证明
ˆ b

a

f ′(t)dt = f(b)− f(a)

对分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b，由 Lagrange 中值定理，∃ξi ∈ (xi−1, xi)，

f(xi)− f(xi−1) = f ′(ξi)(xi − xi−1).
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求和：

f(b)− f(a) =

n∑
i=1

f ′(ξi)∆xi.

右端是 f ′ 的黎曼和。 ‖T‖ → 0，因 f ′ Riemann 可积，黎曼和收敛于
´ b

a
f ′(t)dt，于是

ˆ b

a

f ′(t)dt = f(b)− f(a).

3. f > 0 在 [0, 1] 连续

(1) 存在唯一 c ∈ (0, 1)，
ˆ c

0

f(t)dt =
ˆ 1

c

1

f(t)
dt

设

F (x) =

ˆ x

0

f(t)dt−
ˆ 1

x

1

f(t)
dt.

F (x) 在 [0, 1] 连续。 F (0) = −
´ 1

0
1

f(t)
dt < 0，F (1) =

´ 1

0
f(t)dt > 0 。介值定理：∃c ∈ (0, 1), F (c) = 0

。 F ′(x) = f(x) + 1
f(x)

> 0，F 严格递增，故 c 唯一。

(2) n ≥ 2，存在唯一 xn ∈ ( 1
n
, 1)，满足

ˆ xn

1
n

f(x)dx =

ˆ 1

xn

1

f(x)
dx，且 lim

n→∞
xn = c

令

Fn(x) =

ˆ x

1
n

f(t)dt−
ˆ 1

x

1

f(t)
dt.

F ′
n(x) = f(x)+ 1

f(x)
> 0，严格递增。 Fn(

1
n
) = −

´ 1
1
n

1
f
< 0，Fn(1) =

´ 1
1
n
f > 0，故存在唯一 xn ∈ ( 1

n
, 1)

使得 Fn(xn) = 0 。

取任意子列 xnk
，有界故收敛子列 xnkj

→ x0 ∈ [0, 1] 。等式

ˆ xnkj

1
nkj

f(t)dt =
ˆ 1

xnkj

1

f(t)
dt

两边取极限， 1
nkj

→ 0，得 ˆ x0

0

f(t)dt =
ˆ 1

x0

1

f(t)
dt.

由 c 的唯一性，x0 = c 。所有收敛子列极限都是 c，故 lim
n→∞

xn = c 。

4. 有限区间 I，f 在 I 一致连续 ⇐⇒ 对任意 I 中 Cauchy 列 {xn}，{f(xn)} 是 Cauchy 列

必要性 (⇒): f 一致连续：∀ε > 0, ∃δ > 0，只要 |x − y| < δ，就有 |f(x) − f(y)| < ε 。若 {xn} 是

Cauchy 列，则 ∃N，当 m,n > N，|xm −xn| < δ，于是 |f(xm)− f(xn)| < ε，{f(xn)} 是 Cauchy 列。

充分性 (⇐)，反证：若 f 不一致连续，则 ∃ε0 > 0，存在 xn, yn ∈ I，满足 |xn − yn| → 0，但

|f(xn)− f(yn)| ≥ ε0 。 I 有限区间，{xn} 有界，取子列 xnk
→ t0 。令

zk =

xnk
, k 奇数,

ynk
, k 偶数.

zk → t0，故 {zk} 是 Cauchy 列。但是 |f(z2k+1)− f(z2k)| ≥ ε0，{f(zk)} 不是 Cauchy 列，矛盾。故 f

一致连续。

5. f(t) =
ˆ +∞

1

cos tx
1 + x2

dx

(1) f(t) 在 (−∞,+∞) 连续

|g(t, x)| =
∣∣∣∣ cos tx1 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + x2
，而

ˆ ∞

1

1

1 + x2
dx 收敛。由 Weierstrass 判别法，含参反常积分对 t ∈ R

一致收敛；被积函数对 t 连续，故 f(t) 在 R 连续。
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(2) lim
t→+∞

f(t) = 0

由 Riemann-Lebesgue 引理，

f(t) =

ˆ ∞

1

1

1 + x2
cos tx dx t→+∞−−−−→ 0.

(3)
ˆ π

0

f(t) sin tdt ≤ 0

交换积分次序： ˆ π

0

f(t) sin tdt =
ˆ ∞

1

1

1 + x2

(ˆ π

0

cos tx sin tdt
)
dx.

积化和差：

cos tx sin t = 1

2

(
sin((x+ 1)t)− sin((x− 1)t)

)
.

ˆ π

0

cos tx sin tdt = (−1)x − 1

x2 − 1
.

当 x > 1，x2 − 1 > 0，(−1)x − 1 ≤ 0，内层积分 ≤ 0 。于是
ˆ π

0

f(t) sin tdt =
ˆ ∞

1

1

1 + x2
· (−1)x − 1

x2 − 1
dx ≤ 0.

(4) f(t) 在 (0, π) 至少一个零点

反证：若 f(t) 在 (0, π) 无零点，连续性推出 f(t) 在 (0, π) 恒正或恒负。若 f(t) > 0，则 f(t) sin t > 0，´ π

0
f(t) sin tdt > 0，与 (3) 矛盾；若 f(t) < 0，同样得到积分 < 0 矛盾。故 ∃ξ ∈ (0, π), f(ξ) = 0 。

线性代数

1. A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1

 , V = {B ∈ R3×3 | AB = BA}，求 dimV A 的特征多项式 det(λI − A) =

λ3 − λ2 − 4λ+ 2，无重根，故可对角化。与 A 可交换的矩阵都是 A 的多项式。

dimV = 3.

2. An =



2 1

1 2 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 2


记 Dn = detAn，递推关系 Dn = 2Dn−1 −Dn−2，初值 D1 = 2, D2 = 3 。

特征方程 r2 − 2r + 1 = 0，二重根 r = 1 。通解 Dn = α+ βn 。代入初值解得 α = 1, β = 1 。

detAn = n + 1.

逆矩阵 A−1
n = (bij)：

bij =


i(n+ 1− j)

n+ 1
, i ≤ j,

j(n+ 1− i)

n+ 1
, i > j.

3. 证明 rank(AB − In) ≤ rank(A− In) + rank(B − In) 分解

AB − I = A(B − I) + (A− I).

秩不等式 rank(X + Y ) ≤ rankX + rankY，又 rank(A(B − I)) ≤ rank(B − I)，

rank(AB − I) ≤ rank(A(B − I)) + rank(A− I) ≤ rank(B − I) + rank(A− I).
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4. A 线性变换，k 是满足 ImAk = ImAk+1 的最小正整数。设线性变换 A ，k 是满足 ImA k = ImA k+1

的最小正整数。极小多项式 m(λ) = λkg(λ), g(0) 6= 0，即极小多项式中因子 λ 的重数等于 k 。

5. V = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 0}，A 是 R3 → V 的正交投影法向量 n = (1, 1, 1) 。线性变换 A 对

应的矩阵

A = I − 1

3


1 1 1

1 1 1

1 1 1

 =
1

3


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

.
特征值：1（二重），0（一重）。

6. A,B 实对称正定，证明 det
(
A+B

2

)
≥

√
detA · detB 存在可逆矩阵 C，使得 CTAC = I 。令

B̃ = CTBC，B̃ 正定。不等式等价于

det
(
I + B̃

2

)
≥
√

det B̃.

设 B̃ 的特征值 λi > 0，等价于
n∏

i=1

1 + λi

2
≥

n∏
i=1

√
λi.

对每个 λ > 0，均值不等式
1 + λ

2
≥

√
λ，相乘即得。

实变函数

1. A ⊂ Rp, B ⊂ Rq 可测，则 A×B 可测，m(A×B) = m(A)m(B) 矩形的乘积是矩形，测度乘积成立。

对一般可测集，存在闭集 Fk ⊂ A，开集 Gk ⊃ A，满足 m(Gk −Fk) → 0 。 Fk ×B ⊂ A×B ⊂ Gk ×B，

m((Gk −Fk)×B) = m(Gk −Fk)m(B) → 0 。 Fk ×B 可测，故 A×B 可测，m(A×B) = m(A)m(B)

。

2. f(x) 在 Rn 可测，则 f(x− y) 在 Rn × Rn 上可测对任意实数 a，

{(x, y) : f(x− y) > a} = T−1({t : f(t) > a}), T (x, y) = x− y.

T 是连续线性映射，可测集的原像可测，故 f(x− y) 可测。

3. f ≥ 0, f ∈ L(E)，证明 f 在 E 几乎处处有限记 Ek = {x ∈ E : f(x) ≥ k} 。
ˆ
E

f dm ≥
ˆ
Ek

f ≥ k ·m(Ek) =⇒ m(Ek) ≤
1

k
‖f‖1.

m({f = +∞}) = m (
⋂∞

k=1Ek) = limk→∞m(Ek) = 0 。故 f 几乎处处有限。

4. Lusin 定理；绝对连续 f ′ = 0 a.e. 推出 f 常数 Lusin 定理：若 f ∈ L(E)，对任意 ε > 0，存在紧支集

连续函数 gε，满足 ˆ
E

|f − gε|dx < ε.

若 f 在 [a, b] 绝对连续，则牛顿–莱布尼茨公式成立：

f(x) = f(a) +

ˆ x

a

f ′(t)dt.

f ′ = 0 a.e.，故
´ x

a
f ′(t)dt = 0，于是 f(x) ≡ f(a)，为常数。

复变函数
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1. (1)
ˆ
|z|=4

z15

(z2 + 1)2(z4 + 2)3
dz 全部有限极点都在 |z| < 4 内部。计算无穷远点留数：

Res[f(z),∞] = −Res
(

1

z2
f

(
1

z

)
, 0

)
= −1.

有限极点留数之和 = −Res(f,∞) = 1 。留数定理：ˆ
|z|=4

f(z)dz = 2πi · 1 = 2πi.

(2)
ˆ +∞

0

sinx
x

dx

经典围道积分，Jordan 引理，主值积分取虚部得到
ˆ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2
.

2. Schwarz 引理：f(z) 在 |z| < 1 全纯，f(0) = 0, |f(z)| ≤ 1，则 |f(z)| ≤ |z|；等号当且仅当 f(z) = eiθz

。

条件：f(0) = 0, Re f(z) ≤ 1 。构造

g(z) =
f(z)

2− f(z)
.

Rew ≤ 1 蕴含 |g(z)| ≤ 1，且 g(0) = 0 。由 Schwarz 引理 |g(z)| ≤ |z|，∣∣∣∣ f(z)

2− f(z)

∣∣∣∣ ≤ |z| =⇒ |f(z)| ≤ |z|
(
2 + |f(z)|

)
.

整理得到

|f(z)| ≤ 2|z|
1− |z|

.

3. Rouche 定理：f, g 在简单闭曲线 C 内部全纯，在 C 上 |f(z)| > |g(z)|，则 f 与 f + g 在 C 内部零点

个数相同（计重数）。

方程 (z + 1)e−z = z + 2，改写为 (z + 2) + (z + 1)e−z = 0 。取右半圆盘围道。在围道上，Re z ≥ 0，

|z + 2| > |(z + 1)e−z| 。 H(z) = z + 2 的零点 z = −2，不在右半平面。 Rouche 定理，右半平面零点

数为 0 。

4. 亚纯函数定义：在复平面除孤立极点外处处全纯。条件 |f(z)| = 1, |z| = 1 。令 g(z) = f(z)f(1/z̄)，在

单位圆周 g(z) ≡ 1，由恒等定理 g(z) ≡ 1 。若 z0 是 f 的零点，则 1/z0 是极点；零点极点都是有限个，

故 f(z) 是有理函数。

近世代数

1. F3[x] 分解 x3 +x+2 x = 2 是根，x3 +x+2 = (x− 2)(x2 +2x+2) 。 −2 ≡ 1 (mod 3)，二次不可约。

x3 + x+ 2 = (x + 1)(x2 + 2x + 2).

2. 群

(1) A,B,C ≤ G，A ⊂ B ∪ C，证明 A ⊂ B 或 A ⊂ C

反证。若 ∃a1 ∈ A, a1 /∈ B ⇒ a1 ∈ C；∃a2 ∈ A, a2 /∈ C ⇒ a2 ∈ B 。 a1a2 ∈ A ⊂ B ∪C 。若 a1a2 ∈ B，

则 a1 = (a1a2)a
−1
2 ∈ B 矛盾；若 a1a2 ∈ C，则 a2 = a−1

1 (a1a2) ∈ C 矛盾。故命题成立。

(2) A,B ≤ G，A ∪B 是子群 ⇐⇒ A ⊂ B 或 B ⊂ A

⇐：显然。 ⇒：若 A 6⊂ B，由 (1) 得 B ⊂ A 。

(3) 群不能写成两个真子群的并；例子：Klein 四元群 G = {e, a, b, ab} 。 H1 = {e, a},H2 = {e, b},H3 =

{e, ab}，G = H1 ∪H2 ∪H3 。
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3. 正规子群定义：N ≤ G，∀g ∈ G, gNg−1 = N 。指数 [G : N ] = 2，则左右陪集相等 gN = Ng，N 正

规。例子：G = S3，H = 〈(12)〉，指数 3，不是正规子群。

4. GLn(Fp)

(1) 阶：

|GLn(Fp)| =
n−1∏
k=0

(pn − pk) = (pn − 1)(pn − p) · · · (pn − pn−1).

(2) Sylow p-子群：幺幂上三角矩阵全体

Un(Fp) =



1 ∗

1

. . . 1


 .
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中国科学技术大学数学科学学院

2019 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 80 分）

1. 找定义在 [0, 1]× [0, 1] 上的函数 f(x, y)，使得下式两边均有意义，但不相等：

lim
x→0+

ˆ 1

0

f(x, y)dy 6=
ˆ 1

0

lim
x→0+

f(x, y)dy.

能否找到二元连续函数满足上述要求？说明理由。

解：构造

f(x, y) =


x

x2 + y2
, 0 < x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0, x = 0, 0 ≤ y ≤ 1.

计算积分： ˆ 1

0

f(x, y)dy =

ˆ 1

0

x

x2 + y2
dy = arctan 1

x
,

lim
x→0+

ˆ 1

0

f(x, y)dy =
π

2
.

对任意 y ∈ [0, 1]， lim
x→0+

f(x, y) = 0，于是

ˆ 1

0

lim
x→0+

f(x, y)dy =

ˆ 1

0

0dy = 0.

π

2
6= 0，满足条件。

不能取二元连续函数。若 f(x, y) 在闭矩形 [0, 1]× [0, 1] 二元连续，则含参积分 I(x) =
´ 1

0
f(x, y)dy 在

[0, 1] 上连续，故

lim
x→0+

ˆ 1

0

f(x, y)dy =

ˆ 1

0

lim
x→0+

f(x, y)dy.

2. 设 f : Rn → Rn (n > 1) 有一阶连续偏导数，存在常数 C > 0，对任意 x,y ∈ Rn，成立

|f(x)− f(y)| ≥ C|x− y|.

证明：对任意 x ∈ Rn，Jacobi 矩阵 Df(x) 可逆。

证明：反证。假设存在 x0 ∈ Rn，detDf(x0) = 0，则存在非零向量 v，使得 Df(x0)v = 0 。由导数定

义：

f(x0 + tv)− f(x0) = Df(x0)(tv) + o(t) = o(t), t→ 0.

于是 |f(x0 + tv)− f(x0)| = o(|t|) 。结合题设条件：

C‖v‖ · |t| ≤ |f(x0 + tv)− f(x0)| = o(|t|).

两边除以 |t|，令 t→ 0，得到 C‖v‖ ≤ 0，与 C > 0,v 6= 0 矛盾。故 detDf(x) 6= 0，Df(x) 可逆。

3. 设二阶连续可导函数 f(x, y) 满足∣∣∣∣∂2f

∂x2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂2f

∂y2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣ ≤ 1, ∀(x, y) ∈ R2,

且 f(1, 1) = f(1,−1) = f(−2, 0) 。证明：当 x2 + y2 ≤ 1 时，∣∣∣∣∂f∂x (x, y)
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤ 2019.
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证明：任取 Q = (x, y) 满足 x2 + y2 ≤ 1 。对三点 P1 = (1, 1), P2 = (1,−1), P3 = (−2, 0)，做二阶泰勒

展开：

f(Pi)− f(Q) = ∇f(Q) · (Pi −Q) +
1

2
(Pi −Q)TH(ξi)(Pi −Q).

记 bi =
1

2
(Pi −Q)TH(ξi)(Pi −Q) 。对任意二维向量 u，

|uTHu| ≤ |fxx|u21 + 2|fxy||u1u2|+ |fyy|u22 ≤ 2‖u‖2,

于是 |bi| ≤ ‖Pi −Q‖2 。由 f(P1) = f(P2) = f(P3)，∇f(Q) · (P1 − P2) = b2 − b1,

∇f(Q) · (P1 − P3) = b3 − b1,
=⇒

2fy(Q) = b2 − b1,

3fx(Q) + fy(Q) = b3 − b1.

|bi| 有界，故 |fy(Q)| 、 |fx(Q)| 均有界，远小于 2019 。证毕。

4. 设函数列
∞∑

n=1

fn(x) 在 [0, 1] 上一致收敛；且对任意 x ∈ [0, 1]，
∞∑

n=1

|fn(x)| 收敛。判断
∞∑

n=1

|fn(x)| 在

[0, 1] 上是否一致收敛，并给出理由。

解：不一定，举反例。

fn(x) =


1

n
, x ∈

[
1

n+ 1
,
1

n

]
,

0, 其他.

每个点 x > 0 只落在有限个区间，故
∑

|fn(x)| 逐点收敛；
∑
fn(x) 一致收敛。但是余项

sup
x∈[0,1]

∞∑
n=N

|fn(x)| ≥ fN

(
1

N

)
=

1

N
9 0,

因此
∑

|fn(x)| 不一致收敛。

线性代数（满分 80 分）

1. 二次曲面方程

x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz − 2z − 1 = 0.

利用正交变换和平移化为标准方程，判断曲面类型。

二次部分矩阵

A =


1 − 1

2
− 1

2

− 1
2

1 − 1
2

− 1
2

− 1
2

1

 .

特征多项式 det(λI −A) = λ(λ− 3
2
)2，特征值 λ1 = 0, λ2 = λ3 =

3

2
。正交变换 X = QY，二次型化为

3

2
y22 +

3

2
y23 。 λ = 0 的单位特征向量 q1 =

1√
3
(1, 1, 1)T，变换后一次项为 − 2√

3
y1 。

3

2
y22 +

3

2
y23 −

2√
3
y1 − 1 = 0.

对 y1 配方：

y′1 = y1 −
√
3

2
, y′2 = y2, y

′
3 = y3,

y′1 =
3
√
3

4
(y′22 + y′23 ).

该曲面为椭圆抛物面。
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2. 设 A =

(
7 1

2 7

)
，复线性映射 φ :M2(C) →M2(C), φ(X) = AX −XA 。计算 φ 的特征多项式、特征

向量，判断 φ 是否可对角化。

解：记 A = 7I +N，其中 N =

(
0 1

2 0

)
，

φ(X) = (7I +N)X −X(7I +N) = NX −XN.

N 的特征值 λ1 =
√
2, λ2 = −

√
2 。若 Nu = λu, Nv = µv，则 φ(uvT ) = (λ − µ)uvT 。 φ 的特征值：

0, 0, 2
√
2, −2

√
2 。特征多项式：

p(λ) = λ2(λ− 2
√
2)(λ+ 2

√
2).

记 u1 为 N 属于
√
2 的特征向量，u2 属于 −

√
2 。

• λ = 2
√
2：u1u

T
2 ；

• λ = −2
√
2：u2u

T
1 ；

• λ = 0：u1u
T
1 , u2u

T
2 .

一共有 4 个线性无关的特征向量，φ 可以对角化。

3. R4 向量组

S = {α1 = (1, 1, 1, 1),α2 = (1, 2, 1, 1),α3 = (2, 1, 1, 0),α4 = (3, 3, 2, 1),α5 = (1,−1, 1, 1)}.

求 S 中包含向量 α2 的所有极大线性无关组。

解：将向量作为列做初等行变换：

(α1, α2, α3, α4, α5)
行变换−−−→


1 0 0 1 2

0 1 0 0 −3

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0

 .

秩 r = 3，线性关系：

α4 = α1 + α3, α5 = 2α1 − 3α2.

包含 α2 的全部极大无关组：

{α2, α1, α3}, {α2, α1, α4}, {α2, α3, α5}, {α2, α4, α5}.

4. 设 n 阶复方阵 A,B 乘法可交换，AB = BA 。证明：存在可逆复方阵 P，使得 PAP−1 和 PBP−1 同

时为上三角矩阵。

证明（数学归纳法）： n = 1，显然成立。假设 n− 1 阶命题成立。由 AB = BA，取 A 的特征子空间

Vλ = ker(A− λI)，则 Vλ 是 B 的不变子空间。在 Vλ 中取 B 的特征向量 v，则 v 是 A,B 的公共特征

向量。将 v 扩充为 Cn 的一组基，记可逆矩阵 P1 以该组基作为列，则

P−1
1 AP1 =

(
λ ∗
0 A1

)
, P−1

1 BP1 =

(
µ ∗
0 B1

)
.

A1, B1 是 n−1阶方阵，且A1B1 = B1A1 。由归纳假设，存在 n−1阶可逆矩阵Q，使得QA1Q
−1, QB1Q

−1

同时上三角。令

P2 =

(
1 0

0 Q

)
, P = P1P2,

则 PAP−1 与 PBP−1 同时上三角。归纳完成。
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实变函数（满分 40 分）

1. 设 {fn(x)} 是 [0, 1] 上可测函数列，fn
a.e.−−→ f 。 1 ≤ q < p < +∞，且 ‖fn‖Lp[0,1] 有界。证明：

lim
n→∞

ˆ 1

0

|fn − f |qdx = 0.

证明：由 Fatou 引理，f ∈ Lq[0, 1] 。记 gn = |fn − f |q，gn
a.e.−−→ 0 。由 Hölder 不等式：

ˆ 1

0

|fn − f |qdx ≤ ‖fn − f‖qLp ·m([0, 1])
p−q
p .

‖fn‖Lp 一致有界，故积分一致有界。 ∀ε > 0，由 Egorov 定理，存在可测集 Eε ⊂ [0, 1]，m(Eε) < ε，

在 [0, 1] \ Eε 上 gn 一致收敛于 0 。

ˆ 1

0

gn =

ˆ
[0,1]\Eε

gn +

ˆ
Eε

gn.

第一项当 n 充分大可以小于 ε；第二项用 Hölder 估计可以通过取 ε 充分小任意小。故 lim
n→∞

´ 1

0
|fn −

f |qdx = 0 。

2. 设 E ⊂ R，外测度 m∗(E) > 0 。求证：对任意 α ∈ (0, 1)，存在开区间 I，满足

m∗(I ∩ E) ≥ αm(I).

证明：反证。假设对一切开区间 I，都有 m∗(I ∩ E) < αm(I) 。由外测度定义，∀ε > 0，存在开集

G ⊃ E，m(G) < m∗(E) + ε 。将 G 写为可数不交开区间之并 G =
⋃∞

k=1 Ik 。

m∗(E) ≤
∞∑
k=1

m∗(E ∩ Ik) < α

∞∑
k=1

m(Ik) = αm(G).

于是 m∗(E) < α
(
m∗(E) + ε

)
。令 ε→ 0，得到 m∗(E) ≤ αm∗(E) 。因为 m∗(E) > 0，α < 1，矛盾。

故必存在满足条件的开区间 I 。

复变函数（满分 40 分）

1. 判断方程 z4 − 8z − 10 = 0 在圆环 1 < |z| < 3 内根的个数。

解：Rouche 定理。圆周 |z| = 3：令 f(z) = z4，g(z) = −8z − 10 。 |f(z)| = 81，|g(z)| ≤ 8 · 3 + 10 =

34 < 81 。 f(z) 在 |z| < 3 有 4 个零点，故 z4 − 8z − 10 在 |z| < 3 有 4 个零点。

圆周 |z| = 1：令 F (z) = −8z − 10，G(z) = z4 。 |F (z)| ≥ 10− 8 = 2 > |G(z)| = 1 。 F (z) = 0 的根

z = −10

8
，模大于 1，故 |z| < 1 内零点个数为 0 。

圆环 1 < |z| < 3 内零点个数：4− 0 = 4 。

2. 设 D = {z ∈ C | |z| < 1}，f ∈ H(D) ∩ C(D)，|f(z)| = 1, ∀|z| = 1 。证明：f(z) 可解析延拓为有理函

数。

证明：定义对称延拓：f∗(z) = f

(
1

z

)
，|z| > 1 。当 |z| = 1，

1

z
= z，|f(z)| = 1，f(z) =

1

f(z)
，故圆

周上 f(z) =
1

f∗(z)
。构造

F (z) =


f(z), |z| < 1,

1

f∗(z)
, |z| > 1.

由解析延拓原理，F (z) 在扩充复平面亚纯。扩充复平面上亚纯函数等价于有理函数。证毕。

微分几何（满分 40 分）
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1. 区域 D ⊂ R2，f ∈ C∞(D)，曲面

S : (x1, x2) 7→ (x1, x2, f(x1, x2)).

(1) 求曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式。

(2) 极小曲面条件：
2∑

i=1

∂

∂xi

(
fxi√

1 + |∇f |2

)
= 0.

证明：该条件下曲面为极小曲面（平均曲率 H = 0）。

(1)
rx1

= (1, 0, f1), rx2
= (0, 1, f2).

第一基本形式系数：

E = 1 + f2
1 , F = f1f2, G = 1 + f2

2 .

I = Edx21 + 2Fdx1dx2 +Gdx22.

单位法向量

n =
(−f1,−f2, 1)√
1 + f2

1 + f2
2

.

L =
f11√

1 + |∇f |2
, M =

f12√
1 + |∇f |2

, N =
f22√

1 + |∇f |2
.

II = Ldx21 + 2Mdx1dx2 +Ndx22.

(2) 平均曲率公式

H =
EN − 2FM +GL

2(EG− F 2)
.

EG− F 2 = 1 + f2
1 + f2

2 。将题给条件求导展开，分子恰好为 EN − 2FM +GL 。条件等价于 EN −
2FM +GL = 0，于是 H = 0，曲面为极小曲面。

2. (1) 二维平面 R2 与三维单位球面 S2 是否等距同构？说明理由。

(2) 测地线是否必为最短曲线？说明理由。

解： (1) 不等距。高斯绝妙定理：高斯曲率是内蕴不变量。平面高斯曲率 K ≡ 0；单位球面 K ≡ 1 。

曲率不同，不可能等距。

(2) 不一定。局部上，充分靠近两点之间，测地线是最短；全局不成立。例如球面上，同一条大圆弧上

两点，长的那一段大圆弧是测地线，但不是最短曲线。

近世代数（满分 40 分）

1. 设 S4 中置换 (1 2)(3 4) 所在的共轭类为 C，求 C 中元素在共轭作用下的稳定子群。

解： C = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}，|C| = 3 。稳定子群 G = {g ∈ S4 | g(12)(34)g−1 = (12)(34)}

。 |G| = |S4|
|C|

= 8 。 G 由保持二元子集 {1, 2}, {3, 4} 或者交换这两个二元子集的置换构成，G =

〈(1 2), (3 4), (1 3)(2 4)〉，同构于 8 阶二面体群 D4 。

2. F2 = {0̄, 1̄} 。判断环 F2[t]/(t
2), F2[t]/(t

2 + t+ 1̄), F2[t]/(t
2 + 1̄) 之间的环同构关系。

解：

(1) F2[t]/(t
2)：含有非零幂零元 t 。

(2) F2[t]/(t
2 + 1) = F2[t]/((t+ 1)2)，含有非零幂零元 t+ 1 。做替换 u = t+ 1，得到 F2[u]/(u

2)，故

F2[t]/(t
2) ∼= F2[t]/(t

2 + 1̄).
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(3) t2 + t+ 1 在 F2 不可约，F2[t]/(t
2 + t+ 1̄) ∼= F4，有限域，无不为零的幂零元，故与上面两个环不

同构。

综上：F2[t]/(t
2) ∼= F2[t]/(t

2 + 1̄)；F2[t]/(t
2 + t+ 1̄) 和另外两个环不同构。
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中国科学技术大学数学科学学院

2021 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 80 分）

1. 判断开区间 (0, 1) 上的有界凸函数是否在 (0, 1) 上一致连续。正确则证明，错误举反例。

结论：是，(0, 1) 上有界凸函数必一致连续。

证明. 凸函数在开区间 (0, 1) 内处处存在左右导数，且单侧导数单调递增。记 M = supx∈(0,1) |f(x)| <
+∞ 。凸函数满足对任意 0 < x < y < z < 1：

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
.

由有界性，可推导出全体单侧导数有界，存在常数 L > 0，使得

|f(u)− f(v)| ≤ L|u− v|, ∀u, v ∈ (0, 1).

Lipschitz 条件蕴含一致连续。

注：无界凸函数可以不一致连续，例如 f(x) =
1

x
在 (0, 1)，凸、无界，不一致连续。本题附加有界条

件保证一致连续。

2. 设

Ω =

{
x ∈ R

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

sin(n!πx)收敛

}
.

证明：Ω 在 R 中稠密，而且 Ω ∩ (R \Q) 6= ∅.

证明. 1. 稠密性：Q ⊂ Ω 。若 x =
p

q
∈ Q，当 n ≥ q，n!x 为整数，sin(n!πx) = 0 。级数从某一项开始

恒为 0，故级数收敛。 Q 在 R 稠密，因此 Ω 稠密。

2. 构造无理数 x =
∑∞

k=1

1

(k!)2
，x 为无理数。

n!πx = n!π
n∑

k=1

1

(k!)2
+ n!π

∞∑
k=n+1

1

(k!)2
= An + δn,

An 是 π 的整数倍，0 < δn ≤ 2π

(n+ 1)!
。 sin(n!πx) = sin δn ∼ δn，

∑
δn 收敛，故

∑
sin(n!πx) 收敛。

于是 x ∈ Ω 且 x 无理，Ω ∩ (R \Q) 6= ∅ 。

3. 设函数 f : [0, 1] → R 可微，并且 f ′ 在 [0, 1] 上恒不为 1，若 f(0) = f(1) > 1 且

f(1) +

ˆ 1

0

f(x)dx = 0.

证明：
n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
> −1

2
− nf(1).

证明. 由达布定理，f ′ 不能变号，只能处处 f ′(x) > 1 或处处 f ′(x) < 1 。若 f ′(x) > 1，则 f(1)−f(0) =´ 1

0
f ′(t)dt > 1，与 f(0) = f(1) 矛盾。故 f ′(x) < 1, ∀x ∈ [0, 1] 。

令 g(x) = f(x)− x，则 g′(x) = f ′(x)− 1 < 0，g 严格递减。

ˆ 1

0

g(x)dx =

ˆ 1

0

f(x)dx−
ˆ 1

0

xdx = −f(1)− 1

2
.
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n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
=

n−1∑
k=0

g

(
k

n

)
+

n−1∑
k=0

k

n
=

n−1∑
k=0

g

(
k

n

)
+
n− 1

2
.

g 严格递减，黎曼和下界：

n−1∑
k=0

g

(
k

n

)
> n

ˆ 1

0

g(x)dx = n

(
−f(1)− 1

2

)
.

代入：
n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
> n(−f(1)− 1

2
) +

n− 1

2
= −nf(1)− 1

2
.

证毕。

4. 设 f ∈ C∞(R)，

F (t) =

ˆ t

0

[ˆ t

0

f(xy)dx
]
dy.

证明：tF ′′(t) + F ′(t)− 4tf(t2) 恒为常数。

证明. 对内层积分做变量替换 u = xy，x =
u

y
, dx =

du
y

：

ˆ t

0

f(xy)dx =
1

y

ˆ ty

0

f(u)du, F (t) =

ˆ t

0

1

y

(ˆ ty

0

f(u)du
)
dy.

莱布尼茨求导：

F ′(t) =
1

t

ˆ t2

0

f(u)du+

ˆ t

0

f(ty)dy =
2

t

ˆ t2

0

f(u)du.

F ′′(t) = − 2

t2

ˆ t2

0

f(u)du+ 4f(t2).

代入表达式：

tF ′′(t) + F ′(t)− 4tf(t2) = t

(
− 2

t2

ˆ t2

0

f(u)du+ 4f(t2)

)
+

2

t

ˆ t2

0

f(u)du− 4tf(t2)

= −2

t

ˆ t2

0

f + 4tf(t2) +
2

t

ˆ t2

0

f − 4tf(t2) ≡ 0.

恒等于 0，是常数。

线性代数（满分 80 分）

1. 设给定二次曲面在直角坐标系下的方程为 xy+ xz − yz + 2x− z + 1 = 0 。请利用正交变换以及平移将

其化为标准方程，并判断这是什么类型的曲面。

二次型矩阵

A =


0 1

2
1
2

1
2

0 − 1
2

1
2

− 1
2

0

 .

特征多项式 det(λI −A) = λ(λ− 1)(λ+ 1)，特征值 λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 0 。正交变换 X = QY，二

次部分化为 y21 − y22 。原方程化为 y21 − y22 + bTY + 1 = 0，平移配方消去一次项，得到标准形式

y′21 − y′22 + cy′3 = 0.

曲面类型：双曲抛物面（马鞍面）。

2. 设 X =

(
1 3

1 0

)
。试证明极限 lim

n→∞

tr(Xn)

tr(Xn+1)
存在，并且计算该极限值。这里 tr 表示矩阵的迹。
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证明. 特征多项式 det(λI −X) = λ2 − λ− 3 = 0，特征根

λ1 =
1 +

√
13

2
, λ2 =

1−
√
13

2
.

|λ2| < |λ1| 。 tr(Xn) = λn
1 + λn

2 .

tr(Xn)

tr(Xn+1)
=

λn
1 + λn

2

λn+1
1 + λn+1

2

=
1 +

(
λ2

λ1

)n
λ1 + λ2

(
λ2

λ1

)n .
n→ ∞，

∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣ < 1，该项趋于 0 。

lim
n→∞

tr(Xn)

tr(Xn+1)
=

1

λ1

=
2

1 +
√
13

=

√
13− 1

6
.

极限存在，值为

√
13− 1

6
。

3. 设 M2(R) 为全体 2 × 2 实方阵的实线性空间。对于任意 A ∈ M2(R)，定义线性函数 φA : M2(R) →
R, X 7→ tr(AX). 设 A,B ∈M2(R)，若 φA = φB，证明：A = B.

证明. 条件等价于：∀X ∈ M2(R), tr(AX) = tr(BX)，即 tr
(
(A − B)X

)
= 0 对一切二阶实方阵 X 。

记 C = A−B，则 ∀X, tr(CX) = 0 。依次取矩阵单位 X = E11, E12, E21, E22，可得 C 的全部元素为

0，C = 0，故 A = B 。

4. 设 X,Y 为两个 n 阶正定对称实方阵，证明：det(X + Y ) > det(X).

证明. X 正定，故可逆。

det(X + Y ) = detX · det
(
I +X−1/2Y X−1/2

)
.

记 Z = X−1/2Y X−1/2，Z 正定，特征值 λi > 0 。

det(I + Z) =

n∏
i=1

(1 + λi) >

n∏
i=1

1 = 1.

因此

det(X + Y ) = detX · det(I + Z) > det(X).

实变函数（满分 40 分）

1. 设 f ∈ L1(R)，计算

lim
n→∞

ˆ
R

x

1 + |x|
f(x− n)dx.

证明. 变量替换 t = x− n，x = t+ n，dx = dt：

In =

ˆ
R

t+ n

1 + |t+ n|
f(t)dt.

对固定 t， lim
n→+∞

t+ n

1 + |t+ n|
= 1，且∣∣∣∣ t+ n

1 + |t+ n|
f(t)

∣∣∣∣ ≤ |f(t)| ∈ L1(R).

由控制收敛定理：

lim
n→∞

In =

ˆ
R
f(t)dt.
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2. 设 f, g ∈ L1(R) 。证明：

(a) 积分 h(x) =

ˆ
R
f(x− t)g(t)dt 对几乎所有的 x ∈ R 存在，且 h ∈ L1(R).

(b) ‖h‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

证明. 考虑二重积分
˜

R2 |f(x− t)g(t)|dtdx，由 Fubini 定理交换积分次序：

¨
R2

|f(x− t)g(t)|dxdt =
ˆ
R
|g(t)|

(ˆ
R
|f(x− t)|dx

)
dt = ‖f‖1

ˆ
R
|g(t)|dt = ‖f‖1‖g‖1 < +∞.

被积函数绝对可积，故对几乎所有 x，
´
R |f(x− t)g(t)|dt < +∞，h(x) a.e. 有限。

ˆ
R
|h(x)|dx ≤

¨
R2

|f(x− t)g(t)|dtdx = ‖f‖1‖g‖1.

于是 h ∈ L1(R)，且 ‖h‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1 。

复变函数（满分 40 分）

1. 用留数法计算积分 ˆ π

0

1

5 + 3 cos θdθ.

证明. ˆ π

0

dθ
5 + 3 cos θ =

1

2

ˆ 2π

0

dθ
5 + 3 cos θ .

令 z = eiθ，cos θ = z + z−1

2
，dθ = dz

iz
。

ˆ 2π

0

dθ
5 + 3 cos θ =

˛
|z|=1

1

5 + 3 z+z−1

2

dz
iz

=

˛
|z|=1

2

(3z2 + 10z + 3)

dz
i
.

分母零点 z = −3, z = −1

3
，单位圆内极点 z = −1

3
。

Res
(

1

3z2 + 10z + 3
,−1

3

)
=

1

8
.

˛
|z|=1

dz
3z2 + 10z + 3

= 2πi · 1
8
=
πi

4
.

ˆ π

0

dθ
5 + 3 cos θ =

1

2
· 2
i
· πi
4

=
π

4
.

2. 设 f(z) 是整函数，满足：只要 |zn| → ∞ 就有 |f(zn)| → ∞ 。证明：f(z) 是多项式。

证明. 反证。若 f(z) 不是多项式，则 f(z) 是超越整函数。 g(z) = f(1/z) 在 z = 0 为本性奇点。由

Casorati-Weierstrass 定理，存在序列 wn → 0，使得 g(wn) 有界。令 zn = 1/wn，则 |zn| → ∞，但

f(zn) = g(wn) 有界，与题设条件矛盾。故 f(z) 必为多项式。

微分几何（满分 40 分）

1. 将欧氏空间 E3 中 xz− 平面上的圆圈

Sr(a) = {(x, y, z) | (x− a)2 + z2 = r2, y = 0}

绕 z 一轴旋转一周生成环面，记为 Ta,r，其中 a > r > 0 。
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(a) 请写出 Ta,r 的参数表示，并计算 Ta,r 的第一、第二基本形式。

(b) 计算 Ta,r 的面积和高斯曲率，并找出 Ta,r 的椭圆点和双曲点的区域。

(c) 计算点 (a, 0, r) 绕 z 轴生成的圆在 Ta,r 上的测地曲率，并判断其是否为测地线。

(1) 参数表示，θ, φ ∈ [0, 2π)

r(θ, φ) =
(
(a+ r cos θ) cosφ, (a+ r cos θ) sinφ, r sin θ

)
.

rθ =
(
− r sin θ cosφ,−r sin θ sinφ, r cos θ

)
, rφ =

(
− (a+ r cos θ) sinφ, (a+ r cos θ) cosφ, 0

)
.

第一基本形式系数：

E = r2, F = 0, G = (a+ r cos θ)2.

I = r2dθ2 + (a+ r cos θ)2dφ2.

法向量 n =
rθ × rφ

|rθ × rφ|
，|rθ × rφ| = r(a+ r cos θ) 。第二基本形式系数：

L = −r, M = 0, N = −(a+ r cos θ) cos θ.

II = −rdθ2 − (a+ r cos θ) cos θ dφ2.

(2) 面积

A =

¨ √
EG− F 2dθdφ =

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

r(a+ r cos θ)dθdφ = 4π2ar.

高斯曲率

K =
LN −M2

EG− F 2
=

cos θ
a+ r cos θ .

- |θ| < π

2
, cos θ > 0：K > 0，椭圆点；- |θ| > π

2
, cos θ < 0：K < 0，双曲点；- θ = ±π

2
，K = 0，抛物

点。

(3) 点 (a, 0, r) 对应参数 θ =
π

2
，该圆周曲线测地曲率 κg =

1

r
6= 0，不是测地线。

2. 请判断如下结论是否正确，并说明理由。

(a) 设 f : Σ1 → Σ2 是 E3 中曲面 Σ1,Σ2 间的光滑映射，且在对应点处具有相同的高斯曲率，即

Kσ1
(p) = Kσ2

(f(p)), ∀p ∈ Σ1,

则 Σ1 与 Σ2 局部等距。

(b) 设 Σ 是 E3 中具有正高斯曲率的紧致连通曲面，γ1, γ2 为 Σ 上两条简单闭测地线，则 γ1, γ2 会相

交。

(1) 错误。高斯曲率相等只是点态不变量，映射必须保持第一基本形式才是局部等距。反例：平面与圆

柱面高斯曲率恒为 0，存在光滑映射保持高斯曲率，但不是局部等距。

(2) 正确。紧致连通、正高斯曲率的曲面微分同胚于球面。反证：假设两条简单闭测地线互不相交，则

球面被两条互不相交简单闭曲线分割，应用高斯-博内公式，
˜

D
K > 0，与区域欧拉示性数矛盾，故必

相交。

近世代数（满分 40 分）

1. 考虑交错群 A4，以及元素 (123) 所在的共轭类 C 。考虑 A4 在 C 上的共轭作用

A4 × C → C, (g, x) 7→ g · x = gxg−1.

x ∈ C 的稳定化子定义为

Stab(x) = {g ∈ A4 | g · x = x}.
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试具体计算 (123) 的稳定化子，并列出 C 中的所有元素。

A4 中 3‑ 轮换共轭类 C = {(123), (142), (134), (243)}，|C| = 4 。轨道 ‑ 稳定子公式：|Stab((123))| =
|A4|
|C|

=
12

4
= 3 。

Stab((123)) =
{
e, (123), (132)

}
.

2. 考虑三元域 F3 = {0, 1, 2}，以及一元多项式环 F3[t]，其中 t 为变元，考虑商环 K = F3[t]/(t
2 + 1) 。

问：K 是否为整环？请具体列出 K 的所有含单位元的子环。

F3[t] 中 t2 + 1 无零点，是不可约多项式。 K = F3[t]/(t
2 + 1) ∼= F9，是有限域。域一定是整环，故 K

是整环。

域的含单位元子环必为子域，F9 的子域只有 F3 和自身。全部含单位元子环：

F3 = {0̄, 1̄, 2̄}, K = F9.
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中国科学技术大学数学科学学院

2022 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 80 分）

1. (20 分) 设 f : [0, 1] → R 是闭区间 [0, 1] 上的可微函数，满足对任意 x ∈ [0, 1]，有 0 < f(x) < 1 且

f ′(x) 6= 1 。证明：存在唯一的 ξ ∈ (0, 1)，使得 f(ξ) = ξ 。

证明：令 g(x) = f(x)− x 。

g(0) = f(0) > 0, g(1) = f(1)− 1 < 0.

由连续函数介值定理，∃ξ ∈ (0, 1)，g(ξ) = 0，即 f(ξ) = ξ，存在性得证。

反证唯一性：若存在两点 ξ1 < ξ2 满足 g(ξ1) = g(ξ2) = 0 。由罗尔定理，∃η ∈ (ξ1, ξ2)，使得

g′(η) = f ′(η)− 1 = 0 =⇒ f ′(η) = 1,

与条件 f ′(x) 6= 1 矛盾。故 ξ 唯一。

2. (20 分) 计算定积分 ˆ π
2

−π
2

√
cosx− cos3 x dx.

解：
√
cosx− cos3 x =

√
cosx(1− cos2 x) =

√
cosx | sinx|.

被积函数是偶函数，

I = 2

ˆ π
2

0

√
cosx sinx dx.

令 u = cosx，du = − sinxdx，

I = 2

ˆ 0

1

√
u(−du) = 2

ˆ 1

0

u1/2du = 2 · 2
3
u3/2

∣∣∣∣1
0

=
4

3
.

3. (20 分) 记圆锥面 z2 = x2 + y2 被平面 z = a 和 z = b (0 < a < b) 所夹的部分为 Σ，假设 Σ 具有均匀

密度 1 。求 Σ 对原点处单位质点的引力沿 z 轴方向的分量。

解：引力 z 分量

Fz = G

¨
Σ

z

(x2 + y2 + z2)3/2
dS.

锥面取 z =
√
x2 + y2，zx =

x

z
, zy =

y

z
，

dS =
√
1 + z2x + z2ydxdy =

√
2dxdy.

极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ，a ≤ r ≤ b，z = r，x2 + y2 + z2 = 2r2 。

Fz = G

¨
a≤r≤b

r

(2r2)3/2
·
√
2 rdrdθ = G

√
2

ˆ 2π

0

dθ
ˆ b

a

r2

23/2r3
dr.

= 2πG ·
√
2

2
√
2

ˆ b

a

1

r
dr = 2πG ln

b

a
.

4. (20 分) 若 R2 上定义的二元函数 f(x, y) 分别是单变量 x 及 y 的连续函数。

(a) 判断 f(x, y) 是否为二元连续函数，证明或举出反例说明结论。

(b) 若进一步假设对任意固定的 x，f(x, y) 是 y 的单调函数，证明：f(x, y) 是二元连续函数。
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(1) 不一定二元连续。反例：

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

固定 x，f 关于 y 连续；固定 y，f 关于 x 连续。沿 y = x 趋于 (0, 0)，f(x, x) = 1
2
，极限不等于

f(0, 0) = 0，在原点不二元连续。

(2) 证明：任取 (x0, y0)，∀ε > 0 。 f(x, y0) 在 x0 连续，存在 δ1 > 0，当 |x−x0| < δ1，|f(x, y0)−f(x0, y0)| <
ε 。不妨设 y 7→ f(x, y) 单调递增。由 y 7→ f(x0, y) 在 y0 连续，可取 δ2 > 0，当 |y − y0| < δ2，

|f(x0, y0 ± δ2)− f(x0, y0)| < ε.

对 |y − y0| < δ2，单调性给出

f(x, y0 − δ2) ≤ f(x, y) ≤ f(x, y0 + δ2).

f(·, y0 ± δ2) 在 x0 连续，缩小 δ，当 |x− x0| < δ，

f(x0, y0 − δ2)− ε < f(x, y0 − δ2), f(x, y0 + δ2) < f(x0, y0 + δ2) + ε.

合并得 |f(x, y)− f(x0, y0)| < 3ε 。故二元连续。

线性代数（满分 80 分）

1. (20 分) 设二次曲面

S = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x2 − y2 + 2z2 + 4xz = 0}.

求 S 中包含的线性子空间的最大维数，并给出一个达到该维数的子空间。

解：二次型矩阵

Q =


2 0 2

0 −1 0

2 0 2

 .

特征方程

det(λI −Q) = (λ+ 1)λ(λ− 4) = 0,

特征值：4, 0,−1 。正惯性指数 1，负惯性指数 1，零特征 1 。实二次锥 vTQv = 0 包含线性子空间最

大维数为 2 。例子：U = span{(1, 0, 1)T + (0, 1, 0)T , (1, 0,−1)T } 。

2. (20 分) 设 sln = {A ∈Mn(R) | tr(A) = 0} 为迹零矩阵构成的线性空间，定义对称双线性型

Q : sln × sln → R, (A,B) 7→ tr(AB).

求 Q 的正惯性指数与负惯性指数。

解：dim sln = n2−1 。非对角元 Eij (i 6= j) 共 n(n−1) 个；对角迹零基 Hi = Eii−Enn i = 1, . . . , n−1

。每一对 i < j，构造 Xij , Yij，贡献 1 个正、 1 个负方向，共
n(n− 1)

2
个正，

n(n− 1)

2
个负。对角

子空间维数 n− 1，Q 在其上正定。

正惯性指数：

p =
n(n− 1)

2
+ (n− 1) =

(n − 1)(n + 2)

2
.

负惯性指数：

q =
n(n − 1)

2
.
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3. (20 分) 设 A ∈ Mn(R) 满足对任意多项式 f(x) ∈ R[x]，矩阵 In − f(A)A 均可逆。证明：A 是幂零矩

阵。

证明：反证。若 A 不是幂零，则存在特征值 λ 6= 0（实或复）。取多项式 f 满足 f(λ) = λ−1，则

I −Af(A) 有特征值 1− λf(λ) = 0，故 I −Af(A) 不可逆，矛盾。于是 A 的所有特征值全为 0，实矩

阵特征全为 0，则 A 幂零。

4. (20 分) 设 A,B ∈Mn(R)，若对任意复数 λ ∈ C 及正整数 m，矩阵 (λIn −A)m 与 (λIn −B)m 的秩相

等。证明：A 与 B 在 R 上相似。

证明：

dimker(λI −A)m = n− rank(λI −A)m

条件说明对每个特征值，各阶广义特征子空间维数相等，故 A,B 在复数域上 Jordan 标准型完全相同，

即 C 上相似。实矩阵若在复数域相似，则必在实数域相似。故 A,B 在 R 上相似。

实变函数（满分 40 分）

1. (10 分) 设函数 f : R → R 在任意区间上绝对连续，证明：f 将任意 Lebesgue 零测集映射为 Lebesgue
零测集。

证明：设 E 为零测集。对任意 N ∈ N，EN = E ∩ [−N,N ] 。 f 在 [−N,N ] 绝对连续，绝对连续函数

把零测集映为零测集，故 m(f(EN )) = 0 。

f(E) =

∞⋃
N=1

f(EN ),

可数个零测集的并仍为零测集，故 m(f(E)) = 0 。

2. (10 分) 证明：若点集 A ⊂ [0, 1] 满足 m∗(A) +m∗([0, 1] \A) = 1，则 A 可测。其中 m∗ 表示 Lebesgue
外测度。

证明：取 Gδ 集 G ⊃ A，m(G) = m∗(A)；取 Gδ 集 H ⊃ [0, 1]\A，m(H) = m∗([0, 1]\A) 。 G∪H ⊃ [0, 1]，

于是

1 ≤ m(G ∪H) ≤ m(G) +m(H) = 1,

故 m(G∪H) = 1，m(G∩H) = 0 。 G \H ⊂ A ⊂ G，A 与可测集 G \H 相差零测集，因此 A 可测。

3. (20 分) 设函数列 {fn(x)} 在区间 [a, b] 上几乎处处收敛于 f(x)，且存在 r > 0 及常数 M 使得对任意

k，有 ˆ b

a

|fn(x)|rdx ≤M.

(a) 证明：对任意 0 < p < r， lim
n→∞

ˆ b

a

|fn(x)− f(x)|pdx = 0 。

(b) 若将区间 [a, b] 改为 R，判断上述结论是否仍成立。

(1) 证明：由 Fatou 引理，
´ b

a
|f |rdx ≤M 。对 ∀ε > 0，拆分积分ˆ

|fn − f |p =

ˆ
{|fn−f |>δ}

|fn − f |p +
ˆ
{|fn−f |≤δ}

|fn − f |p.

第二项 ≤ δp(b− a)，取 δ 足够小可控制。 Hölder 不等式：
ˆ

|fn − f |pχ{|fn−f |>δ} ≤
(ˆ

|fn − f |r
)p/r

·m({|fn − f | > δ})
r−p
r .

由 Egorov 定理，除去小测度集，fn 一致收敛于 f；Lr 范数一致有界，故第一项可以任意小。积分趋

于 0 。

(2) 不成立。反例：fn = χ[n,n+1] 。几乎处处收敛到 0，
´
R |fn|

r = 1 ≤M，但
´
R |fn − 0|p = 1，不趋于

0 。
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复变函数（满分 40 分）

1. (15 分) 证明：函数项级数
∞∑

n=1

e−n2z 的收敛域为右半平面 {z ∈ C | Re z > 0}，且对任意 ε > 0，该级数

在区域 {z ∈ C | Re z ≥ ε} 上一致收敛。

证明：记 z = x+ iy，|e−n2z| = e−n2x 。若 x ≥ ε > 0，|e−n2z| ≤ e−n2ε，
∑∞

n=1 e
−n2ε 收敛。由 M 判别

法，在 Rez ≥ ε 一致收敛。 x < 0，n→ ∞，e−n2x → +∞，通项不趋于 0，发散。 x = 0，|e−n2iy| = 1，

通项模不为 0，发散。收敛域：Re z > 0 。

2. (15 分) 利用留数定理计算积分 ˆ +∞

0

cosx
x4 + 1

dx.

解：

I =

ˆ +∞

0

cosx
x4 + 1

dx =
1

2

ˆ +∞

−∞

eix

x4 + 1
dx.

z4 + 1 = 0 上半平面极点 z1 = eπi/4, z2 = e3πi/4 。

Reszk
eiz

z4 + 1
=
eizk

4z3k
.

ˆ +∞

−∞

eix

x4 + 1
dx = 2πi (Resz1 + Resz2) .

计算得到

I =

√
2π

4
e−

√
2

2 cos
√
2

2
.

3. (10 分) 证明或否定：对每个正整数 n，存在整函数 fn(z)，使得

max
1≤|z|≤2

∣∣Re fn(z)− ln |z|
∣∣ < 1

n
.

答：不存在。 un = Refn(z) 是全平面调和函数。在圆环 1 ≤ |z| ≤ 2，un 一致收敛于调和函数 ln |z| 。
由最大值原理，圆盘 |z| < 1 内 un 内闭一致收敛到调和函数 u，边界 |z| = 1 上 ln |z| = 0，故 u ≡ 0 。

但是 ln |z| 在 z = 0 处有对数奇点，un 在 z = 0 调和，矛盾。故不存在。

微分几何（满分 40 分）

1. (10 分) 设 S 为正则光滑曲面，P 为其上一点。记 kn(θ) 为点 P 处沿方向 θ（这里 θ ∈ [0, 2π) 为与主

方向的夹角）的法曲率，并记 H 为曲面 S 在点 P 处的平均曲率。假定 H 6= 0 。试计算

1

H

ˆ 2π

0

kn(θ)dθ.

解：欧拉公式 kn(θ) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ 。

ˆ 2π

0

kn(θ)dθ =
ˆ 2π

0

(k1 cos2 θ + k2 sin2 θ)dθ = πk1 + πk2 = 2π · 2H.

1

H

ˆ 2π

0

kn(θ)dθ =
4πH

H
= 4π.

2. (15 分) 设 S 为正则光滑曲面，在测地平行坐标系 (u, v) 下曲面 S 的第一基本形式为

I = (du)2 +G(u, v)(dv)2.

(a) 计算 Christoffel 符号 Γi
jk 并写出测地线方程。

(b) 计算高斯曲率 K(u, v) 。
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(1) E = 1, F = 0, G = G(u, v) 。

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = 0, Γ1
22 = −1

2
Gu,

Γ2
11 = 0, Γ2

12 =
Gu

2G
, Γ2

22 =
Gv

2G
.

测地线方程： 
ü− 1

2
Gu v̇

2 = 0,

v̈ +
Gu

G
u̇v̇ +

Gv

2G
v̇2 = 0.

(2) 正交参数高斯曲率公式：

K(u, v) = − 1√
G

∂2
√
G

∂u2
.

3. (15 分) 记 S2 为三维欧氏空间 R3 中球心在原点的单位球面。

(a) 判断 S2 \ {(0, 0,±1)} 上是否存在光滑单位切向量场。

(b) 判断 S2 \ {(0, 0,±1)} 上是否存在沿所有光滑曲线均平行的非零光滑切向量场。

(1) 存在。去掉南北极，球坐标
∂

∂θ
是非零光滑切向量场，归一化得到单位切向量场。

(2) 不存在。若存在处处非零平行切向量场，则沿任意闭曲线平行移动向量不变。取纬线闭曲线，球面

高斯曲率 K = 1 > 0，环绕该闭曲线的和乐转动角等于高斯曲率在围成区域的积分，不为零，平行移动

向量会旋转，矛盾。

近世代数（满分 40 分）

1. (15 分) 设 A = 〈a〉 为 m 阶循环群，B = 〈b〉 为 n 阶循环群。

(a) 证明：所有群同态 f : A → B 均可由自然数 k 唯一确定，满足 f(a) = bk 。进一步，请描述由固

定 k 所决定的同态性质。

(b) 证明：自然数 k 可定义上述同态当且仅当 n | km 。

(1) 循环群由生成元的像唯一决定，f(at) = bkt 。像：Im f = 〈bk〉，阶为
n

gcd(k, n)；核：ker f = 〈a
m

gcd(k,m) 〉，

阶 gcd(k,m) 。

(2) am = eA，必须 f(a)m = bkm = eB，故 n | km 。反之，若 n | km，映射良定义，是群同态。

2. (10 分) 设 R 为主理想整环，p 为 R 的素元。证明：商环 R/(p) 是一个域。

证明：PID 中素元生成极大理想。交换环模去极大理想得到域，故 R/(p) 为域。

3. (15 分) 设 R 是一个幺环，满足对任意 a ∈ R 有 a2 = a（这样的环称作布尔环）。

(a) 证明：R 的特征为 2 。

(b) 证明：R 是交换环。

(c) 对任意 a ∈ R，证明环同构 R ∼= (a)× (1− a) 。

(d) 举例说明存在非整环的布尔环。

(e) 证明：R 的每个有限生成理想均为主理想。

(1) (a+ a)2 = a+ a，展开：

a2 + 2a+ a2 = a+ a =⇒ a+ 2a+ a = a+ a =⇒ 2a = 0.

故 charR = 2 。
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(2) (a+ b)2 = a+ b，

a2 + ab+ ba+ b2 = a+ b =⇒ a+ ab+ ba+ b = a+ b,

ab+ ba = 0 。特征 2，−ba = ba，于是 ab = ba，交换。

(3) 映射 ϕ : R→ (a)×(1−a)，ϕ(r) =
(
ra, r(1−a)

)
。 ϕ 是环同态。 kerϕ = {r : ra = 0, r(1−a) = 0}，

r = r · 1 = r(a+ (1− a)) = ra+ r(1− a) = 0,

故单。任取 (xa, y(1− a))，取 s = xa+ y(1− a)，ϕ(s) = (xa, y(1− a))，满。故环同构。

(4) 例子：Z/2Z× Z/2Z，布尔环，(1, 0)(0, 1) = (0, 0)，含零因子，不是整环。

(5) 设有限生成理想 (a1, a2, . . . , ak) 。布尔环交换幂等，取 e = a1+a2+ · · ·+ak，则 (a1, . . . , ak) = (e)，

为主理想。
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中国科学技术大学数学科学学院

2024 年夏令营招生考试试题

数学分析（满分 80 分）

1. 已知函数

f(x, y) =


x2 arctan y

x
− y2 arctan x

y
, xy 6= 0

0, xy = 0

求偏导数 fx, fxy 。

解： 第一步：xy 6= 0 处求导

fx = 2x arctan y
x
+ x2 ·

− y
x2

1 +
(
y
x

)2 − y2 ·
1
y

1 +
(

x
y

)2
化简：

1 +
(y
x

)2
=
x2 + y2

x2
, 1 +

(
x

y

)2

=
x2 + y2

y2

fx = 2x arctan y
x
− x2y

x2 + y2
− y3

x2 + y2
= 2x arctan y

x
− y(x2 + y2)

x2 + y2
= 2x arctan

y

x
− y.

坐标轴上 xy = 0，先算 fx(x, 0)：固定 y = 0，f(x, 0) = 0，故 fx(x, 0) = 0 。固定 x 6= 0, y = 0，上面

表达式取 y → 0：2x · 0− 0 = 0，连续。

再算 fxy 。当 xy 6= 0：

fxy =
∂

∂y

(
2x arctan y

x
− y
)
= 2x ·

1
x

1 +
(
y
x

)2 − 1 =
2x2

x2 + y2
− 1 =

x2 − y2

x2 + y2
.

求混合偏导在 (0, 0)：

fxy(0, 0) = lim
y→0

fx(0, y)− fx(0, 0)

y
= lim

y→0

0− 0

y
= 0.

注：fyx(0, 0) = −1，混合偏导在原点不相等。

总结：

fx(x, y) =

2x arctan y
x
− y, xy 6= 0,

0, y = 0.
fxy(x, y) =


x2 − y2

x2 + y2
, xy 6= 0,

0, (0, 0).

2. 讨论函数项级数
∞∑

n=0

xn(1− x) 在 (0, 1) 上的收敛性和一致收敛性。

解：对固定 x ∈ (0, 1)，等比级数

SN (x) =

N∑
n=0

xn(1− x) = (1− x) · 1− xN+1

1− x
= 1− xN+1.

点态极限：S(x) = limN→∞ SN (x) = 1，故在 (0, 1) 上逐点收敛到 1 。

一致收敛判别：

|SN (x)− S(x)| = xN+1.

supx∈(0,1) x
N+1 = 1，上确界不趋于 0 。或者取点列 xN = 1− 1

N + 1
∈ (0, 1)，

|SN (xN )− S(xN )| =
(
1− 1

N + 1

)N+1

→ e−1 6= 0.

故在 (0, 1) 上逐点收敛，但不一致收敛。
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3. 利用二重积分计算极限

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

i

i2 + j2
.

解：变形黎曼和
1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

i

i2 + j2
=

n∑
i=1

n∑
j=1

i
n(

i
n

)2
+
(
j
n

)2 · 1
n
· 1
n
.

这是单位正方形 D : [0, 1]× [0, 1] 的二重黎曼和，x =
i

n
, y =

j

n
。

I =

¨
[0,1]×[0,1]

x

x2 + y2
dxdy.

先对 y 积分：

I =

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

0

x

x2 + y2
dy =

ˆ 1

0

[
arctan y

x

]y=1

y=0
dx =

ˆ 1

0

arctan 1

x
dx.

arctan 1
x
= π

2
− arctanx 。

I =

ˆ 1

0

(π
2
− arctanx

)
dx =

π

2
−
[
x arctanx− 1

2
ln(1 + x2)

]1
0

=
π

2
−
(
π

4
− 1

2
ln 2
)

=
π

4
+

1

2
ln 2.

4. (1) 设函数 f ∈ C1[a, b]，且 f(a) = 0，证明：

ˆ b

a

f(x)2dx ≤ (b− a)2

2

ˆ b

a

(f ′(x))2dx.

证明： f(a) = 0 =⇒ f(x) =
´ x

a
f ′(t)dt 。由柯西不等式

f(x)2 =

(ˆ x

a

1 · f ′(t)dt
)2

≤
(ˆ x

a

12dt
)(ˆ x

a

(f ′)2dt
)

≤ (x− a)

ˆ b

a

(f ′)2dt.

两边积分： ˆ b

a

f(x)2dx ≤
ˆ b

a

(x− a)dx ·
ˆ b

a

(f ′)2dx =
(b− a)2

2

ˆ b

a

(f ′)2dx.

(2) 若函数 f ∈ C1(D)，其中 D = [a, b]× [c, d]，且 f(x, c) = 0，证明：
¨

D

f2(x, y)dxdy ≤ (d− c)2

2

¨
D

(fy(x, y))
2dxdy.

证明：固定 x，f(x, c) = 0，

f(x, y) =

ˆ y

c

fy(x, t)dt.

柯西不等式：

f(x, y)2 ≤
(ˆ y

c

12dt
)(ˆ y

c

f2
ydt
)

≤ (y − c)

ˆ d

c

f2
y (x, t)dt.

两边在 D 上二重积分

¨
D

f2dxdy ≤
¨

D

(y − c)

(ˆ d

c

f2
ydt
)
dxdy =

ˆ b

a

dx
ˆ d

c

(y − c)dy
ˆ d

c

f2
y (x, t)dt.

ˆ d

c

(y − c)dy =
(d− c)2

2
，交换积分次序即得

¨
D

f2dxdy ≤ (d− c)2

2

¨
D

f2
y (x, y)dxdy.
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5. (1) 设 D ⊂ R2 是单位圆盘，函数 f(x, y) 在 D 上有连续的偏导数，且在 D 的边界上 f(x, y) = 0 。证

明：

lim
ε→0

− 1

2π

¨
Dε

xfx + yfy
x2 + y2

dxdy = f(0, 0), Dε = D −Bε((0, 0)).

证明：极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ 。

xfx + yfy = r
∂f

∂r
, x2 + y2 = r2, dxdy = rdrdθ.

Iε = − 1

2π

¨
Dε

rfr
r2

· rdrdθ = − 1

2π

ˆ 2π

0

ˆ 1

ε

∂f

∂r
drdθ.

对 r 积分： ˆ 1

ε

∂f

∂r
dr = f(1, θ)− f(ε, θ) = 0− f(ε cos θ, ε sin θ).

Iε = − 1

2π

ˆ 2π

0

(
− f(ε cos θ, ε sin θ)

)
dθ = 1

2π

ˆ 2π

0

f(ε cos θ, ε sin θ)dθ.

f 在原点连续，ε→ 0，积分中值定理：

lim
ε→0

Iε =
1

2π

ˆ 2π

0

f(0, 0)dθ = f(0, 0).

(2) 设 D ⊂ R2 是单连通区域，且原点 (0, 0) ∈ D 。函数 f(x, y) 在 D 上有连续的偏导数，且在 D 的

边界上 f(x, y) = 0 。计算
¨

Dε

xfx + yfy
x2 + y2

dxdy, Dε = D −Bε((0, 0)).

解：同极坐标变换，边界 ∂D 上 f = 0 。

¨
Dε

xfx + yfy
x2 + y2

dxdy =

ˆ 2π

0

ˆ r(θ)

ε

∂f

∂r
drdθ =

ˆ 2π

0

(
f(r(θ), θ)− f(ε, θ)

)
dθ = −

ˆ 2π

0

f(ε cos θ, ε sin θ)dθ.

由 (1)，lim
ε→0

−1

2π

¨
Dε

· · · = f(0, 0)，

¨
Dε

xfx + yfy

x2 + y2
dxdy = −2π ·

1

2π

ˆ 2π

0

f(ε cos θ, ε sin θ)dθ.

当 ε→ 0，该积分趋于 −2πf(0, 0) 。

线性代数（满分 80 分）

1. 设实对称矩阵

A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1

 ,

求正交矩阵 P，使得 PTAP 为对角矩阵。

解：

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −2

−2 λ− 1 −2

−2 −2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 5)(λ+ 1)2.

特征值：λ1 = 5, λ2 = λ3 = −1 。

λ = 5：解 (5I −A)x = 0，得特征向量 ξ1 = (1, 1, 1)T，单位化：e1 =
1√
3
(1, 1, 1)T 。
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λ = −1：解 (−I − A)x = 0，即 x1 + x2 + x3 = 0，取正交特征向量 ξ2 = (1,−1, 0)T , ξ3 = (1, 1,−2)T

。单位化：

e2 =
1√
2
(1,−1, 0)T , e3 =

1√
6
(1, 1,−2)T .

正交矩阵

P =
(
e1, e2, e3

)
=


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

 , PTAP = diag{5,−1,−1}.

2. 证明：n 阶矩阵 A 是幂零矩阵的充要条件是 tr(Ak) = 0, 1 ≤ k ≤ n 。

证明： 必要性：若 A 幂零，则所有特征值 λi = 0 。 Ak 特征值为 λk
i = 0，故 tr(Ak) =

∑
λk
i = 0 。

充分性：设 A 在复数域特征值为 λ1, λ2, . . . , λn 。条件给出幂和

sk =

n∑
i=1

λk
i = tr(Ak) = 0, k = 1, 2, . . . , n.

由 Newton 恒等式，初等对称多项式 σ1 = σ2 = · · · = σn = 0 。 A 的特征多项式

det(λI −A) = λn − σ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)nσn = λn.

由 Cayley-Hamilton，An = 0，即 A 幂零。

3. 设 A ∈Mn(C) 是一个幂零矩阵，定义矩阵指数

exp(A) =
∞∑
k=0

Ak

k!
.

证明：exp(A) 是可逆矩阵，且 exp(A)−1 = exp(−A) 。

证明：A 幂零，存在 m，Am = 0，级数是有限和：

exp(A) = I +A+
A2

2!
+ · · ·+ Am−1

(m− 1)!
.

二项式乘法，幂零矩阵 A,−A 可交换：

exp(A) exp(−A) =
(

m−1∑
i=0

Ai

i!

)(
m−1∑
j=0

(−A)j

j!

)
=

2m−2∑
k=0

(
k∑

i=0

1

i!

(−1)k−i

(k − i)!

)
Ak.

k ≥ 1：
k∑

i=0

(−1)k−i

i!(k − i)!
=

1

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)k−i =

(1− 1)k

k!
= 0 。只剩 k = 0 项等于 I 。

exp(A) exp(−A) = I =⇒ exp(A)−1 = exp(−A).

4. 设 V 为有限维线性空间，Φ : V → V 是幂零线性变换。证明：存在唯一的线性子空间链

{0} =W−1 ⊂W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂Wk = V,

满足：

(a) Φ(Wi) ⊂Wi+2 对所有 −1 ≤ i ≤ k − 2 成立。

(b) Wi+1/Wi
∼=Wk−i/Wk−i−1 对所有 0 ≤ i ≤ k − 1 成立。
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证明思路：幂零变换 Φ 的 Jordan 块分解，k 为幂零指数，Φk = 0,Φk−1 6= 0 。取 Wi = kerΦi+1，即

幂零变换的核上升链：

W−1 = kerΦ0 = {0}, W0 = kerΦ1, W1 = kerΦ2, . . . ,Wk−1 = kerΦk = V.

(1) Φ(Wi) = Φ(kerΦi+1) ⊂ kerΦi =Wi−1，题目条件下标移位，重新标号即可满足 Φ(Wi) ⊂Wi+2 。

(2) Jordan 标准型中，商空间 Wi+1/Wi = kerΦi+2/ kerΦi+1 的维数等于 Jordan 块阶数大于 i + 1 的

块的个数；对偶地，Wk−i/Wk−i−1 维数相同，故同构。

唯一性：该链就是幂零变换的根子空间升链，由 Jordan 块的大小唯一确定，故子空间链唯一。

实变函数（满分 40 分）

1. 设 f : R2 → R 是 Borel/Lebesgue 可测函数，讨论复合函数 g ◦ f 的可测性。

解： 1. 若 g : R → R 是 Borel 可测函数，则 g ◦ f 必可测。理由：对任意 Borel 集 B，g−1(B) 是

Borel 集；f−1(g−1(B)) = (g ◦ f)−1(B)，f 可测，原像可测。

2. 若 g 仅仅是 Lebesgue 可测，则 g ◦ f 不一定 Lebesgue 可测。反例：存在 Lebesgue 可测集 A，

Borel 零测集 N，A ⊂ N，g = χA 是 Lebesgue 可测；取 f 为连续函数把零测 Borel 集映到 N，使得

f−1(A) 不可测，则 g ◦ f = χA ◦ f 不可测。

总结：g Borel 可测 =⇒ g ◦ f 可测；g 仅 Lebesgue 可测，复合不一定可测。

2. 设 f : [1,+∞) → R 是有界函数，证明：

lim
n→∞

ˆ +∞

1

nt−(n+1)f(t)dt = f(1).

证明：做变量替换 u = t−n，t = u−1/n，dt = − 1
n
u−

1
n−1du 。

ˆ +∞

1

nt−(n+1)f(t)dt =
ˆ 1

0

f(u−1/n)du.

记 gn(u) = f(u−1/n) 。 - u ∈ (0, 1)，n → ∞，u−1/n = e−
ln u
n → 1，故 gn(u) → f(1)；- f 有界，

|gn(u)| ≤M，控制收敛定理适用。

lim
n→∞

ˆ 1

0

gn(u)du =

ˆ 1

0

f(1)du = f(1).

3. 设 {fn(x)} 在 Lp 中收敛，证明其存在几乎处处收敛的子列。

证明：若 fn
Lp

−→ f，则 fn 依测度收敛于 f 。依测度收敛的函数列，必存在子列 fnk
，使得 fnk

几乎处

处收敛到 f（Riesz 定理）。

复变函数（满分 40 分）

1. 设整函数 f(z) 满足
ˆ
C
|f(z)|dA(z) < +∞，dA(z) 为复平面面积测度，证明：f(z) ≡ 0 。

证明：Cauchy 积分公式，对任意 r > 0，

f(z0) =
1

2πi

ˆ
|z−z0|=r

f(z)

z − z0
dz.

两边对圆盘 B(z0, R) 面积平均：

f(z0) =
1

πR2

¨
B(z0,R)

f(z)dA(z).

|f(z0)| ≤
1

πR2

¨
C
|f(z)|dA.

令 R→ +∞，右边趋于 0，故 f(z0) = 0，由 z0 任意，f ≡ 0 。
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2. 设 f(z) 为单位圆盘 D = {z ∈ C | |z| < 1} 上的全纯函数，且满足当 |z| → 1− 时，|f(z)| → 1 。证明：

存在有限个复数 a1, a2, . . . , an ∈ D 和实数 t ∈ R，使得

f(z) = eit
n∏

i=1

(
z − ai
1− aiz

)ni

, ni ∈ N+.

证明：由最大模原理，f 在 D 内零点至多可数。条件 |f(z)| → 1, |z| → 1−，说明零点只有有限个，记

零点 ai，阶数 ni 。记有限 Blaschke 乘积

B(z) =
n∏

i=1

(
z − ai
1− aiz

)ni

.

则 h(z) =
f(z)

B(z)
在 D 无零点，|h(z)| → 1, |z| → 1− 。 logh(z) 全纯，边界模恒为 1，Re logh = ln |h| → 0，

由 Schwarz 反射原理，h(z) 是模恒为 1 的全纯函数，故 h(z) = eit，t ∈ R 。于是 f(z) = eitB(z) 。

3. 设 D ⊂ C 为有界闭区域，全纯映射 f : D → D 存在不动点 z0 ∈ D 。证明：|f ′(z0)| ≤ 1 。

证明：取 z0 为不动点 f(z0) = z0 。做分式线性变换把 z0 映到原点，不妨设 z0 = 0，f(0) = 0，f : D → D，

D 有界。由 Schwarz 引理推广：令 M = supz∈D |z| < +∞ 。 f 在原点 Taylor 展开 f(z) = f ′(0)z+ . . .

。考虑迭代 fn(z) = f◦n(z)，fn(0) = 0，|fn(z)| ≤M 。由 Cauchy 导数估计：

|(f◦n)′(0)| = |f ′(0)|n ≤ M

rn
, ∀r > 0.

若 |f ′(0)| > 1，左边 |f ′(0)|n → +∞，矛盾。故 |f ′(z0)| ≤ 1 。

注：若 z0 在内部，|f ′(z0)| = 1 可推出 f 是旋转。

微分几何（满分 40 分）

1. 设球面方程为 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = R2}，其上任取一条大圆（球面的测地线）。

(a) 求此大圆作为空间曲线的曲率和挠率。

(b) 求球面 S2 的 Gauss 曲率。

(c) 求此大圆在球面上的测地曲率。

解： (1) 大圆：平面与球面交线，半径 R，平面曲线。空间曲率：k =
1

R
；平面曲线挠率 τ = 0 。

(2) 球面两主曲率均为
1

R
，高斯曲率

K = k1k2 =
1

R2
.

(3) 大圆是球面测地线，测地曲率 kg = 0 。

2. 设曲面 S 的方程为 S(u, v) = (u, v, f(u, v))，其中 f(u, v) 为光滑函数。

(a) 计算曲面的第一基本形式 I 和第二基本形式 II 。

(b) 当 f(u, v) = ln cosu− ln sin v 时，求曲面的平均曲率 H 。

(1)
Su = (1, 0, fu), Sv = (0, 1, fv).

E = Su · Su = 1 + f2
u , F = Su · Sv = fufv, G = Sv · Sv = 1 + f2

v .

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 = (1 + f2
u)du2 + 2fufvdudv + (1 + f2

v )dv2.

单位法向量

n =
Su × Sv

|Su × Sv|
=

(−fu,−fv, 1)√
1 + f2

u + f2
v

.
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Suu = (0, 0, fuu), Suv = (0, 0, fuv), Svv = (0, 0, fvv).

L = n · Suu =
fuu√

1 + f2
u + f2

v

, M =
fuv√

1 + f2
u + f2

v

, N =
fvv√

1 + f2
u + f2

v

.

II = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2.

(2)f(u, v) = ln cosu− ln sin v 。

fu =
− sinu
cosu = − tanu, fv =

− cos v
sin v = − cot v.

fuu = − sec2 u, fuv = 0, fvv = csc2 v.

1 + f2
u + f2

v = 1 + tan2 u+ cot2 v = sec2 u+ csc2 v.

平均曲率公式

H =
EN − 2FM +GL

2(EG− F 2)
.

F =M = 0，

E = 1 + tan2 u = sec2 u, G = 1 + cot2 v = csc2 v.

L =
− sec2 u√

sec2 u+ csc2 v
, N =

csc2 v√
sec2 u+ csc2 v

.

EG− F 2 = sec2 u csc2 v.

EN +GL = sec2 u · csc
2 v√
· · ·

+ csc2 v · − sec2 u√
· · ·

= 0.

H = 0，此曲面为极小曲面。

3. 设 S ⊂ R3 是紧致，无边界，可定向的曲面。

(a) 若 S 上存在处处非零的光滑切向量场，构造 S 上的整体正交活动标架。

(b) 说明球面 S2 是否存在处处非零的光滑切向量场，并给出理由。

解： (1) 设 X 处处非零切向量场，单位化 e1 =
X

|X|
。 S 可定向，有整体单位法向量场 n 。令

e2 = n× e1 。则 {e1, e2,n} 构成 S 上整体正交单位活动标架。

(2) 球面 S2 不存在处处非零光滑切向量场。由 Poincaré‑Hopf 定理：紧致无边可定向曲面，切向量场

的指标之和等于欧拉示性数。 χ(S2) = 2 6= 0 。若存在处处非零切向量场，则总指标为 0，矛盾。故不

存在。

近世代数（满分 40 分）

1. 求 Abel 群 Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z24 的不变因子和初等因子。

解： 24 = 8× 3，Z24
∼= Z8 ⊕ Z3 。

Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z24
∼= Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z8 ⊕ Z3.

初等因子（素数幂）：{2, 23, 23, 3} 。

不变因子：按从大到小，最大不变因子取各素最高幂：23 · 3 = 24；剩余 23, 2；

不变因子：2, 8, 24.

验证：2⊕ 8⊕ 24，阶 2× 8× 24 = 384，与原群阶 2 · 8 · 24 = 384 相等。
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2. 设 H 和 K 是群 G 的正规子群，且 HK = G 。证明：

G/(H ∩K) ∼= (G/H)× (G/K).

证明：构造同态

φ : G→ (G/H)× (G/K), φ(g) = (gH, gK).

φ 是群同态。

kerφ = {g ∈ G | g ∈ H, g ∈ K} = H ∩K.

下证 φ 满：任取 (aH, bK) ∈ (G/H) × (G/K) 。 HK = G，记 a = h1k1, b = h2k2 。取 g = h1b 。

gH = h1bH = bH（h1 ∈ H）；gK = h1bK = h1h2k2K = h1h2K 。另一种标准证法：HK = G，对任

意 x, y ∈ G，存在 g ∈ G，使得 g ≡ x (mod H), g ≡ y (mod K) 。由群同态基本定理：

G/ kerφ ∼= Imφ.

由 HK = G，φ 满，故

G/(H ∩K) ∼= (G/H)× (G/K).

3. 证明：有限含幺交换环的素理想必是极大理想。

证明：设 R有限交换幺环，P 是素理想。则商环 R/P 是有限整环。有限整环必是域。商环是域 ⇐⇒ P

是极大理想。证毕。

4. 设 f(x, y) ∈ K[x, y] 是不可约多项式。

(a) 证明：f(x, y) 在 K(y)[x] 中要么是不可约元，要么是单位。

(b) 已知 g(x, y) ∈ K[x, y] 且 f(x, y) - g(x, y)，证明方程组f(x, y) = 0

g(x, y) = 0

在 K 上只有有限个解。

(1) 证明：K[x, y] = K[y][x] 。 f(x, y) ∈ K[y][x] 。若 f 在 K[y][x] 不是不可约元，则可分解 f = AB，

A,B ∈ K(y)[x]，都不是单位。由 Gauss 引理，可以清分母，得到 f 在 K[y][x] 的非平凡分解，与 f 在

K[x, y] 不可约矛盾。 K(y)[x] 的单位恰是 K(y) 中非零元；f ∈ K[x, y]，若 f 是单位，则 f ∈ K∗，常

数多项式。故：要么 f 是单位（常数），要么 f 在 K(y)[x] 不可约。

(2) 证明： f 不可约，f - g 。视 f, g ∈ K(y)[x] 。由 (1)，f 在 K(y)[x] 不可约；g 不被 f 整除，故在

K(y)[x] 中 gcd(f, g) = 1 。于是存在 u, v ∈ K(y)[x]，使得 uf + vg = 1 。通分，乘 d(y) ∈ K[y]，得到

U, V ∈ K[x, y]，

Uf + V g = d(y).

若 (a, b) 是公共零点，则 d(b) = 0 。 d(y) 是一元非零多项式，只有有限个根 b 。对每一个固定的 b，

代入 f(x, b) = 0，一元多项式，只有有限个 x 。因此方程组公共解只有有限多。
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中国科学技术大学数学科学学院

2026 年夏令营招生考试试题（回忆版）

数学分析（80 分）

1. (20 分) 数列 {an} 满足 a1 > a0 > 0，且

an+2 =
2a2n+1

an + an+1

求证：{an} 收敛，且极限为正。

证明：取倒数，令 bn =
1

an
> 0 。

1

an+2

=
an + an+1

2a2n+1

=⇒ bn+2 =
1

2
bn+1 +

1

2
· bnan
an+1

=
1

2
bn+1 +

1

2
· an
an+1

bn.

改写原式：
an+2

an+1

=
2an+1

an + an+1

=
2

an

an+1
+ 1

.

记 rn =
an+1

an
> 0，则 rn+1 =

2

rn + 1
。初值 r0 =

a1
a0

> 1 。迭代 rn+1 =
2

rn + 1
。不动点 r =

2

r + 1
=⇒ r2 + r − 2 = 0 =⇒ r = 1（正根）。

|rn+1 − 1| =
∣∣∣∣ 2

rn + 1
− 1

∣∣∣∣ = |1− rn|
rn + 1

≤ |rn − 1|.

进一步：r0 > 1 ⇒ r1 =
2

r0 + 1
< 1，r2 =

2

r1 + 1
> 1，奇偶震荡趋向 1 。 lim

n→∞
rn = 1 。

rn =
an+1

an
→ 1，ln an = ln a0 +

∑n−1
k=0 ln rk 。 ln rk+1 = ln 2− ln(rk + 1)，{rn} → 1，ln rn → 0 。可以

证明 {an} 有上下正界，liman > 0, liman > 0 。对原式两边取上下极限：记 α = lim an, β = lim an，

β =
2β2

α+ β
=⇒ β(α+ β) = 2β2 =⇒ α+ β = 2β =⇒ α = β.

故极限存在 A = lim an > 0 。代入递推：A =
2A2

A+A
= A，自洽。

2. (20 分) 定义在 R 上函数 f(x) 有非负的三阶导数，满足

f ′(x) = f(x+ 1)− f(x)− 1.

求所有满足条件的 f(x) 。

解：差分方程。记移位算子 Tf(x) = f(x+ 1)，方程：

(T − I)f(x) = f ′(x) + 1.

已知 f ′′′(x) ≥ 0，f ′′′ 非负，故 f ′′ 单调递增，f ′ 凸。对等式两边连续求导：

f ′′(x) = f ′(x+ 1)− f ′(x), f ′′′(x) = f ′′(x+ 1)− f ′′(x).

因为 f ′′′(t) ≥ 0，f ′′(x+1) ≥ f ′′(x)，f ′′ 不减。设 f 是多项式解：假设次数 d 。左边 f ′(x) 次数 d− 1；

右边 f(x+1)−f(x)−1 最高次项为 dxd−1，故 d−1 = d−1，比较系数：d = 2 。设 f(x) = ax2+bx+c

。

f ′(x) = 2ax+ b.

f(x+ 1)− f(x)− 1 = a(x+ 1)2 + b(x+ 1) + c− (ax2 + bx+ c)− 1 = 2ax+ a+ b− 1.
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等式 2ax + b = 2ax + a + b − 1 =⇒ a − 1 = 0 =⇒ a = 1 。 f(x) = x2 + bx + c 。检验三阶导数：

f ′′′(x) ≡ 0 ≥ 0，满足条件。

再证明没有非多项式解：f ′′′(x+ 1)− f ′′′(x) = f (4)(x) 。若 f 不是二次多项式，则 f ′′′ 非零。但 f ′′ 单

调递增。若 f ′′′ 不恒等于 0，则当 x → +∞，f ′′(x) → +∞，f ′(x + 1) − f ′(x) = f ′′(x) → +∞ 。而

f ′(x) 二阶导数 f ′′ 递增，差分增长太快，矛盾。故全部解：

f(x) = x2 + bx + c, b, c ∈ R.

3. (20 分) 计算二重积分

I =

¨
[0,1]×[0,1]

√
x2 + y2 dxdy.

解：单位正方形，利用对称性，计算 x, y ≥ 0，分 y ≤ x 和 y ≥ x 。

I = 2

ˆ 1

0

dx
ˆ x

0

√
x2 + y2 dy.

内层积分公式： ˆ √
x2 + y2dy =

y

2

√
x2 + y2 +

x2

2
ln(y +

√
x2 + y2).

代入 0 → x：
ˆ x

0

√
x2 + y2dy =

x

2
·
√
2x+

x2

2
ln(x+

√
2x) =

√
2

2
x2 +

x2

2

(
lnx+ ln(1 +

√
2)
)
.

I = 2

ˆ 1

0

(√
2

2
x2 +

x2

2
lnx+

x2

2
ln(1 +

√
2)

)
dx

=
√
2

ˆ 1

0

x2dx+
(
ln(1 +

√
2)
) ˆ 1

0

x2dx+

ˆ 1

0

x2 lnxdx.
ˆ 1

0

x2dx =
1

3
；
ˆ 1

0

x2 lnxdx = −1

9
.

I =

√
2

3
+

1

3
ln(1 +

√
2)− 1

9
=

√
2

3
+

1

3
ln(1 +

√
2) −

1

9
.

4. (10 分) 定义在 [0, 1]× [0, 1] 函数 f(x, y) 连续可微，边界恒为 0 。求证∣∣∣∣¨
[0,1]×[0,1]

f(x, y)dxdy
∣∣∣∣ ≤ 1

6
max
[0,1]2

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

.

证明：记 M = max
√
f2
x + f2

y 。 f 在边界为 0，对任意 (x, y)，由沿线段从边界积分：取从 (0, y) 到

(x, y)，f(x, y) =
´ x

0
fx(t, y)dt 。

|f(x, y)| ≤
ˆ x

0

|fx(t, y)|dt ≤
ˆ x

0

Mdt =Mx.

同理，|f(x, y)| ≤M(1− x),My,M(1− y) 。

|f(x, y)| ≤M ·min{x, 1− x, y, 1− y}.∣∣∣∣¨ f

∣∣∣∣ ≤M

¨
[0,1]2

min{x, 1− x, y, 1− y}dxdy.

正方形四等分，只算第一象限小正方形 0 ≤ y ≤ x ≤ 1/2，乘以 4 。

¨
[0,1]2

min{x, 1− x, y, 1− y} = 4

ˆ 1/2

0

dx
ˆ x

0

y dy = 4

ˆ 1/2

0

x2

2
dx = 2 ·

[
x3

3

]1/2
0

= 2 · 1

24
=

1

12
.

【注】这里得到 1
12

，题目右端是 1
6
M， 1

12
M ≤ 1

6
M，不等式成立。 > 注：本证明给出更紧界 1

12
M，自

然蕴含题目的 1
6
M 。
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5. (10 分)D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ R2}，f 二阶连续可微，f(0, 0) = 0，∆f = x+ x2 + y2，计算

I =

¨
D

f(x, y)dxdy.

解：使用格林公式/泊松方程积分技巧。极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ 。格林公式：
˜

D
∆f ·Gdxdy =¸

∂D
· · · −

˜
D
f∆G. 取格林函数 G =

1

4
(R2 − r2)，满足 ∆G = 1 。

¨
D

f · 1dxdy =

¨
D

f∆G =

˛
∂D

(
G
∂f

∂n
− f

∂G

∂n

)
ds−

¨
D

G∆f.

在 ∂D，G = 0；
∂G

∂n
=
∂G

∂r
= −r

2

∣∣
r=R

= −R
2
.

I =

˛
∂D

f · R
2
ds−

¨
D

R2 − r2

4
(x+ x2 + y2)dxdy.

但注意：条件只有 f(0, 0) = 0，** 没有边界条件，不能直接消去环路积分！** > 正确思路：分解方程

∆f = x+ (x2 + y2) 。找特解。 ∆f1 = x，试 f1 =
1

8
x(x2 + y2)；∆f2 = x2 + y2，试 f2 =

1

16
(x2 + y2)2

。

∆f1 =
∂2

∂x2
(1
8
x3 +

1

8
xy2
)
+

∂2

∂y2
(· · · ) = 1

8
(6x) +

1

8
(2x) = x.

∆f2 = ∆

(
1

16
r4
)

=
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

r4

16

)
=

1

r

∂

∂r

(
r · 4r

3

16

)
=

1

r

∂

∂r

r4

4
= r2 = x2 + y2.

通解：f = f1 + f2 + h，∆h = 0，h 调和。

f(0, 0) = 0 =⇒ h(0, 0) = 0.

I =

¨
D

f1dxdy +
¨

D

f2dxdy +
¨

D

hdxdy.
¨

D

f1 =

¨
D

1

8
x(x2 + y2)dxdy，被积函数是 x 奇函数，圆盘对称，该项等于 0 。

¨
D

f2 =

¨
D

1

16
r4 · rdrdθ = 1

16
· 2π
ˆ R

0

r5dr =
π

8
· R

6

6
=
πR6

48
.

调和函数均值性质：
¨

D

h(x, y)dxdy = h(0, 0) ·Area(D) = 0 · πR2 = 0.

I =
πR6

48
.

线性代数与解析几何（80 分）

1. (20 分) 曲线 xy + yz + zx = 0,

x+ y + z = 3

变换 (x, y, z) 7→ (x+ y, y + 2z, z + 3x)，变换后得到椭圆，求椭圆中心、法向量、面积。

解：记线性变换矩阵

T =


1 1 0

0 1 2

3 0 1

 ,


u

v

w

 = T


x

y

z

 .

原曲线是平面 x+y+z = 3 上的二次曲线，平面与二次锥面 xy+yz+zx = 0 交线。原平面 x+y+z = 3，

中心：原平面上二次曲线的中心，满足导数条件。 xy + yz + zx = 0，平面 x + y + z = 3 。原中心

(1, 1, 1) 。变换后椭圆中心：T (1, 1, 1)T = (2, 3, 4)T 。
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原平面法向量 n0 = (1, 1, 1)；变换后平面：u, v, w 满足约束，T−Tn0 为新平面法向量。

detT = 1(1− 0)− 1(0− 6) + 0 = 1 + 6 = 7, T−1 =
1

7


1 −1 2

6 1 −2

−3 3 1

 .

原二次型 Q(x, y, z) = xy + yz + zx = 1
2
[(x + y + z)2 − (x2 + y2 + z2)] 。在平面 x + y + z = 3，

Q = 1
2
(9 − (x2 + y2 + z2)) = 0 =⇒ x2 + y2 + z2 = 9 。原曲线是平面 x + y + z = 3 与球面

x2 + y2 + z2 = 9 交线，是圆！半径 r =
√
9− 3 =

√
6 。原圆面积 S0 = π · 6 = 6π 。线性变换限制到二

维平面，面积放大倍数是该平面上诱导线性映射的面积伸缩因子。

2. (20 分) 分块方阵

M =

(
A B

C D

)
,

满足 BTD 为对称矩阵。求证：

detM = det(ATD − CTB).

证明：分块变换。条件 (BTD)T = BTD =⇒ DTB = BTD.(
A B

C D

)(
D 0

−B I

)
=

(
AD −BB B

CD −DB D

)
.

改用转置思路：

MT =

(
AT CT

BT DT

)
.

由条件 DTB = BTD 。做分块消元：(
AT CT

BT DT

)(
D −B
0 A

)
=

(
ATD −ATB + CTA

BTD −BTB +DTA

)
.

另一种标准套路：若 D 可逆，

detM = detD det(A−BD−1C).

目标右端 det(ATD − CTB) = det(DTA−BTC) 。条件 DTB = BTD 。

det(M) = det
(
A B

C D

)
= det

(
DT BT

CT AT

)
.

对

(
DT BT

CT AT

)
做分块行变换：R2 − CT(DT)−1R1：

det(DT) det
(
AT − CT(DT)−1BT) = det(DTA− CTB).

det(M) = det(MT) = det
(
AT CT

BT DT

)
。当 D 可逆，

det
(
AT CT

BT DT

)
= det(DT) det(AT − CT(DT)−1BT) = det(ATD − CTB).

可逆情形成立；多项式恒等式，去掉可逆条件，等式作为多项式恒成立。

3. (20 分) 记

B =


1 1 0

0 1 1

0 0 1

 ,
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求方阵

M =


B B O

O B B

O O B


的 Jordan 标准形。

解：B = I +N，N =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

，N3 = 0，B 是 3 阶 Jordan 块 J3(1) 。

M =


I +N I +N 0

0 I +N I +N

0 0 I +N

 = I9 +


N N 0

0 N N

0 0 N

 = I +Q.

Q =


N N 0

0 N N

0 0 N

，求 Q 的 Jordan 标准形。 λ = 1 是 M 唯一特征值。计算 Q 的幂零指数。 N3 = 0

。计算 kerQ, kerQ2, kerQ3, kerQ4. Q 是 9 阶幂零矩阵。 dimkerQ = rank(Q) 补：Q 每块 N 秩

为 2，算出来 dimkerQ = 3；dimkerQ2 = 6；dimkerQ3 = 8；dimkerQ4 = 9 。幂零 Jordan 块：

J4(0), J3(0), J2(0) 。于是 M 的 Jordan 标准形：J4(1)⊕ J3(1)⊕ J2(1) 。

4. (20 分)V = sl3(R) = {A ∈M3(R) | trA = 0}，V 上线性变换 P(X) = P−1XP，

P =


1 0 0

3 2 0

6 5 4

 .

求 P 的特征多项式。

解：共轭映射 AdP : X 7→ P−1XP 。 sl3(R) 是 8 维实线性空间。若 P 特征值 λ1, λ2, λ3，则 AdP 在

M3 上特征值 λi/λj，1 ≤ i, j ≤ 3 。去掉 i = j 对应特征值 1（一维迹部分），剩下 8 个就是 sl3 上 P
特征值。 P 下三角，特征值 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 4 。 M3(R) 上 AdP 特征值：

λi

λj

: 1,
1

2
,
1

4
, 2, 1,

1

2
, 4, 2, 1.

去掉一维迹对应的特征值 1（一重）。 P 的特征值：

1, 1,
1

2
,
1

2
, 2, 2,

1

4
, 4.

特征多项式：

det(tI − P) = (t− 1)2
(
t− 1

2

)2

(t− 2)2
(
t− 1

4

)
(t− 4).

实分析（40 分）

1. (10 分) 设 f ∈ L1(R)，g 是 R 上有界可测函数，卷积

(f ∗ g)(x) =
ˆ
R
f(x− y)g(y)dy.

求证：f ∗ g 有界并且一致连续。

证明：有界：|(f ∗ g)(x)| ≤
´
|f(x− y)||g(y)|dy ≤ ‖g‖∞‖f‖L1，故有界。

一致连续：

|(f ∗ g)(x+ h)− (f ∗ g)(x)| ≤
ˆ

|f(x+ h− y)− f(x− y)||g(y)|dy ≤ ‖g‖∞
ˆ

|f(z + h)− f(z)|dz.

L1 函数的平移连续性：lim
h→0

‖f(·+h)−f‖L1 = 0 。 ∀ε > 0，∃δ > 0，|h| < δ，‖f(·+h)−f‖L1 < ε/‖g‖∞，

于是 |(f ∗ g)(x+ h)− (f ∗ g)(x)| < ε，与 x 无关，一致连续。
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2. (15 分) 设 f 为 R 上绝对连续函数。求证：

• f 把零测集映为零测集；

• f 把可测集映为可测集。

证明： 1. 绝对连续定义：∀ε > 0, ∃δ > 0，对互不相交区间 {(ai, bi)}，
∑

|bi − ai| < δ =⇒
∑

|f(bi)−
f(ai)| < ε 。设 N 零测，∀ε > 0，取可数开区间覆盖 N，总长度 < δ 。则 f(N) 可以被区间 {f((ai, bi))}
覆盖，总外测度 ≤

∑
|f(bi)− f(ai)| < ε 。 ε 任意，m∗(f(N)) = 0，f(N) 零测。

2. 任意可测集 E，写成 E = F ∪ N，F 是 Fσ 集，N 零测。 f(F ) 是 Fσ（连续映紧为紧，可数并），

f(N) 零测，故 f(E) = f(F ) ∪ f(N) 可测。

3. (15 分) 设 E1, E2 ⊂ R2 是正外测度集合。求证：∃h ∈ R2 使得

m(E1 ∩ (E2 + h)) > 0.

证明：用 Fubini 定理。考虑特征函数卷积：

χE1
∗ χE2

(h) =

ˆ
R2

χE1
(x)χE2

(x− h)dx = m(E1 ∩ (E2 + h)).

ˆ
R2

(χE1
∗ χE2

)(h)dh =

ˆ
R2

χE1

ˆ
χE2

(x− h)dhdx = m(E1)m(E2) > 0.

积分大于 0，故被积函数不能几乎处处为 0，必存在 h 使得 m(E1 ∩ (E2 + h)) > 0 。

复分析（40 分）

1. (10 分)D 是 C 上边界光滑区域，f 在 D 全纯。证明：

sup
z∈∂D

|f(z)− z̄| ≥ 2Area(D)

Length(∂D)
.

证明：复格林公式，Area(D) =
1

2i

ˆ
∂D

z̄dz. f 全纯，
ˆ
∂D

f(z)dz = 0 。

ˆ
∂D

(f(z)− z̄)dz = −
ˆ
∂D

z̄dz = −2iArea(D).

取模：

2Area(D) =

∣∣∣∣ˆ
∂D

(f(z)− z̄)dz
∣∣∣∣ ≤ sup

∂D
|f(z)− z̄| · Length(∂D).

移项即

sup
z∈∂D

|f(z)− z̄| ≥ 2Area(D)

Length(∂D)
.

2. (15 分) 设 f(z) =
z

(z − 1)2
，D 单位圆盘。证明 f(z) 在 D 上单射，并求值域。

解：分式变换，令 w =
z

(z − 1)2
。解方程 w =

z

(z − 1)2
，w(z − 1)2 − z = 0，wz2 − (2w+ 1)z +w = 0

。两根 z1, z2，韦达：z1z2 = 1 。若 |z1| < 1，则 |z2| =
1

|z1|
> 1 。单位圆盘内至多一个根，故 f 在 D

单射。

求值域：z ∈ D，w =
z

(z − 1)2
。这是 Koebe 函数，值域 C \ (−∞,−1/4] 。

3. (15 分) 整函数 f(z) 满足 ¨
C

|f(z)|
(1 + |z|)2029

dA(z) < +∞.

证明 f(z) 是次数不超过 2026 的多项式。
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证明：整函数，取圆盘 B(0, R)，柯西积分，对 k ≥ 0，导数估计：

f (k)(0) =
k!

2πi

ˆ
|z|=R

f(z)

zk+1
dz.

面积平均：

f (k)(0) =
(k + 1)!

πRk+2

¨
|z|≤R

f(z)

zk
dA(z).

|f (k)(0)| ≤ (k + 1)!

πRk+2

¨
|z|≤R

|f(z)|dA(z) ≤ (k + 1)!

πRk+2
· C ·R2029.

|f (k)(0)| ≤ C ′ · (k + 1)!R2029

Rk+2
= C ′(k + 1)!R2027−k.

若 k > 2026，2027− k < 0，令 R → +∞，得到 f (k)(0) = 0 。于是 k ≥ 2027 阶导数全为 0，f(z) 是

次数至多 2026 多项式。

近世代数（40 分）

1. (10 分) 分类 360 阶有限 Abel 群。 360 = 23 · 32 · 51. 初等因子（素幂部分）：23：8; 4⊕ 2; 2⊕ 2⊕ 2.
32：9; 3⊕ 3. 51：5.

全部初等因子型：1.Z8 ⊕ Z9 ⊕ Z5 2.Z8 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 3.Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z9 ⊕ Z5 4.Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5

5.Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z9 ⊕ Z5 6.Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5.

不变因子（从大到小）：1.360 2.120⊕ 3 3.180⊕ 2 4.60⊕ 6 5.90⊕ 2⊕ 2 6.30⊕ 6⊕ 2.

2. (10 分)u 是 f(x) = x3 − 6x2 + 9x+ 3 的根。

• 证明 [Q(u) : Q] = 3；

• 将 (1 + u)−1 表示为 {1, u, u2} 的 Q− 线性组合。

证明：由 Eisenstein 判别法，做替换 x = t+2 或者模 p 判别。 f ′(x) = 3x2−12x+9 = 3(x−1)(x−3)，

f(1) = 1−6+9+3 = 7 > 0，f(3) = 27−54+27+3 = 3 > 0，f(0) = 3 > 0，f(4) = 64−96+36+3 = 7 > 0，

f(−1) = −1− 6− 9 + 3 = −13 < 0 。仅有一个实根，无有理根，三次不可约，故 [Q(u) : Q] = 3 。

求逆：(1+u)(au2+bu+c) = 1 。 u3 = 6u2−9u−3 。 (u+1)(au2+bu+c) = au3+(a+b)u2+(b+c)u+c

= a(6u2 − 9u− 3) + (a+ b)u2 + (b+ c)u+ c = (7a+ b)u2 + (−8a+ b+ c)u+ (−3a+ c) = 1. 方程组
7a+ b = 0,

−8a+ b+ c = 0,

−3a+ c = 1.

解得：a = 1/11, b = −7/11, c = 14/11.

(1 + u)−1 =
1

11
u2 − 7

11
u+

14

11
.

3. (10 分)R 含幺交换环，P 素理想。 I1, . . . , In 理想，
⋂n

i=1 Ii = P 。证明：存在 i，Ii = P 。

证明：P ⊂ Ii 对每个 i 。若对全部 i，Ii ) P，则存在 ai ∈ Ii, ai /∈ P 。乘积 a1a2 · · · an ∈
⋂
Ii = P

。 P 素理想，推出某个 ai ∈ P，矛盾。故必有某个 Ii = P 。

4. (10 分)C(G) 是 G 的中心。若 G/C(G) 循环群，则证明 G = C(G)，即 G 交换。

证明：标准结论。设 G/C(G) = 〈ḡ〉 。 ∀x, y ∈ G，可以写成 x = gaz1, y = gbz2，z1, z2 ∈ C(G) 。

xy = gaz1g
bz2 = gagbz1z2, yx = gbz2g

az1 = gbgaz2z1.

gagb = gbga，z1, z2 与全体交换，故 xy = yx，G 交换，G = C(G) 。
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微分几何（40 分）

1. (15 分)r(s) 是 R3 弧长参数光滑曲线，曲率 0 ≤ κ(s) ≤ κ0，Frenet 标架 {t,n, b} 。取 0 ≤ ρ ≤ 1/κ0，

管曲面：

r(s, v) = r(s) + ρ(cos vn+ sin v b), s ∈ I, v ∈ [0, 2π].

• 若原曲线长度 ℓ，求管曲面面积；

• 证明 rs 为主方向，求主曲率；证明是 Weingarten 曲面，即不全为零实数 a, b, c，aH + bK = c 。

解： (1) 管曲面第一基本形式，管面积公式：A = 2πρ · ℓ 。

(2) 求偏导：

rs = t+ ρ(−κ cos vt+ (−τ cos v − τ sin v)n+ · · · ).

Frenet 公式 ṅ = −κt+ τb, ḃ = −τn.

∂s
(
cos vn+ sin vb

)
= cos v(−κt+ τb) + sin v(−τn) = −κ cos vt− τ sin vn+ τ cos vb.

rs = t+ ρ(−κ cos vt− τ sin vn+ τ cos vb) = (1− ρκ cos v)t− ρτ sin vn+ ρτ cos vb.

rv = ρ(− sin vn+ cos vb).

rv 是圆周切向；rs 是沿轴线方向。管曲面两个主曲率：k1 =
−κ(s) cos v

1− ρκ(s) cos v，k2 =
−1

ρ
。一个主曲率

恒等于常数 −1/ρ 。平均曲率 H =
1

2
(k1 + k2)，高斯曲率 K = k1k2 。消去 k1，2H + ρK = −1

ρ
。即

2ρH + ρ2K = −1，a = 2ρ, b = ρ2, c = −1 不全为零，满足 Weingarten 条件。

2. (10 分) 单位球面 S2 参数

r(θ, φ) = (cos θ cosφ, cos θ sinφ, sin θ).

• 取 u = ln tan θ
2
, v = φ，给出新参数 r(u, v)，证明局部共形于 R2；

• 斜航线：与经线交角恒为常数。三条斜航线构成球面三角形，求内角和。

解： (1)u = ln tan θ
2
，du =

1

sin θdθ，dθ = sin θdu 。球面第一基本形式：

I = dθ2 + cos2 θdφ2 = sin2 θ(du2 + dv2).

I = λ(u, v)2(du2 + dv2)，是共形度量，局部共形等价平面。

(2) 球面三角形 Gauss‑Bonnet：内角和 = π +球面面积 。斜航线在球面上，投影到平面是直线；球面

三角形内角和大于 π 。

3. (15 分) 简单光滑闭曲线 r(s)，主法向量 n(s) 在单位球面画出的曲线为主法线标。

• 求主法线标的测地曲率 kg；

• 用 Gauss‑Bonnet 证明：主法线标把球面分成面积相等两半。

解：球面曲线 n(s)，球面 Gauss 曲率 K = 1 。 Frenet：ṅ = −κt+ τb 。
dn
ds = −κt+ τb 。记 σ 为

主法线标的弧长参数。
dn
dσ =

ds
dσ (−κt+ τb).

球面曲线测地曲率公式。主法线标是球面闭曲线，
˛
kgdσ = 0，Gauss‑Bonnet 给出两边包围面积相等，

各为 2π 。
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南开大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李怡龙
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南开大学

夏令营试题

1. 什么是假设检验?

参考答案：假设检验，又称统计假设检验，是用来判断样本与样本、样本与总体的差异是由抽样误差引

起还是本质差别造成的统计推断方法。显著性检验是假设检验中最常用的一种方法，也是一种最基本

的统计推断形式，其基本原理是先对总体的特征做出某种假设，然后通过抽样研究的统计推理，对此假

设应该被拒绝还是接受做出推断。

2. 数学分析中最重要的定理是什么?

参考答案：这种面试题目重要的不是具体的 “定理”，而是看你怎么解释它的重要性。

比如，这个 “微积分基本定理”，你可以这样说它的重要性，

一个重要的定理往往体现它能不能勾连不同的概念，是不是能在不同的定理间架起桥梁。

这个它勾连了微分和积分，这两个微积分最基本的概念。

微积分基本定理有多种推广形式，而且每一种推广都影响深远，比如把右侧的黎曼积分换成勒贝格积

分，这个就会和绝对连续函数产生关系。比如它推广到多维后是格林公式，是高斯公式，更是斯托克斯

公式。

3. 请解释什么是有限覆盖定理?

参考答案：有限覆盖定理：设 H 是闭区间 [a, b] 的一个 (无限) 开覆盖，则必可以从 H 中选择有限个

开区间来覆盖 [a, b] 。

有限覆盖定理是一个有用而且重要的定理。它是数学分析处理问题的一种重要方法，在数学各领域中

都有广泛的应用。有限覆盖定理的作用是从覆盖闭区间的无限个开区间中能选出有限个开区间也覆盖

这个闭区间。由“无限转化为有限”是质的变化，它对证明函数的某些性质提供了新的数学方法。
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中国科学院数学与系统科学研究院夏令营
试题汇编

数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李怡龙
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中国科学院数学与系统科学研究院

2018 年夏令营招生考试试题

注：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15 分) 设 Ωn 是含有 n 个元素的集合，{A1, · · · , Ar} 称为 Ωn 的一个覆盖，如果
r⋃

i=1

Ai = Ωn，Ai ⊂ Ωn

非空，Ai 6= Aj，r = 1, 2, · · · 。记 Cn 为 Ωn 的不同覆盖的个数。例如 C1 = 1, C2 = 5，求 C3.

解答：集合覆盖计数：每个非空子集族，其并为全集，子集互不相同。 Ω3 = {a, b, c}，全体非空子集共

23 − 1 = 7 个。集合划分要求元素分块互不相交；覆盖允许多块重叠。（OEIS A003465）

C3 = 109.

2. (10 分) 通过研究极限 lim
n→∞

n sin(2πen!) 证明 e 是无理数.

证明：

e =
∞∑
k=0

1

k!
, n!e =

n∑
k=0

n!

k!
+

∞∑
k=n+1

n!

k!
= Nn + δn,

Nn 为整数，

δn =
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ · · · .

1

n+ 1
< δn <

1

n+ 1

(
1 +

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·

)
=

1

n
.

2πen! = 2πNn + 2πδn, sin(2πen!) = sin(2πδn).

lim
n→∞

n sin(2πen!) = lim
n→∞

n · 2πδn = 2π.

反证：若 e = p

q
有理数，取 n ≥ q，则 n!e 为整数，δn = 0，sin(2πen!) = 0，极限为 0，矛盾。故 e 无

理。

3. (15 分) 设 P 为区间
[
0, π

2

]
到 [0, 1] 的单调递增连续可微函数 p(θ) 全体构成的集合，且 p(0) = 0, p

(
π
2

)
=

1 。定义

I(p(θ)) =

(
d
dθ
√
p(θ)

)2

+

(
d
dθ
√
1− p(θ)

)2

.

(1) 求解极值问题 inf
p(·)∈P

ˆ π
2

0

I(p(θ))dθ.

解答：令 u(θ) =
√
p(θ)，则

√
1− p =

√
1− u2，

I = u′2 +

(
−uu′√
1− u2

)2

=
u′2

1− u2
.

边界条件：θ = 0, u = 0；θ = π
2
, u = 1 。

J =

ˆ π/2

0

u′2

1− u2
dθ.

欧拉 ‑ 拉格朗日方程：F =
u′2

1− u2
，

∂F

∂u
− d

dθ
∂F

∂u′
= 0.

代入计算得解 u = sin θ，即 p(θ) = sin2 θ 。

J =

ˆ π/2

0

(2 sin θ cos θ)2/4
cos2 θ dθ =

ˆ π/2

0

cos2 θdθ = π

4
.

下确界
π

4
.
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(1) 若 I(p(θ)) 与 θ 无关，求 p(θ).

解答：I = C 常数，
u′2

1− u2
= C，

du√
1− u2

=
√
C dθ。 arcsinu =

√
C θ+D，边界 u(0) = 0 ⇒ D = 0；

u(π/2) = 1 ⇒
√
C · π

2
= π

2
⇒ C = 1 。 u = sin θ，得 p(θ) = sin2 θ.

4. (15 分) 请问以下函数是否是超越函数（说明理由）？[注: 函数 f(x) 为超越函数，若不存在有限个非零

的数 aij , (i = 0, 1, 2, . . . ,m; j = 0, 1, 2, . . . , n)，使得 ∀x ∈ R,
m∑
i=0

n∑
j=0

aijx
if j(x) = 0.]

(1) 多项式.
解答：多项式是代数函数，不是超越函数。设 f(x) 为 d 次多项式，则 f(x) − P (x) = 0，取

m = d, n = 1，存在非零系数满足代数方程，故为代数函数。

(1) 三角函数 sinx.
解答：sinx 是超越函数。反证：若存在非零二元多项式 Q(x, y) =

∑
aijx

iyj，使得 Q(x, sinx) ≡ 0

。 sinx 有无穷多零点 x = kπ，Q(kπ, 0) = 0，多项式 Q(x, 0) 有无穷多根，故 Q(x, 0) ≡ 0，

Q(x, y) = yQ1(x, y) 。得 Q1(x, sinx) ≡ 0，反复降次，最后得到矛盾，故无这样非零多项式，sinx
是超越函数。

5. (15 分) 设 A,B,C ∈Mn×n(C) 均为 n× n 复矩阵，A∗ 表示 A 的共轭转置。

(1) 讨论等式 AB = AC 与 A∗AB = A∗AC 的关系。

解答：若 AB = AC，左乘 A∗，必有 A∗AB = A∗AC；反之不成立。 A∗A(B − C) = 0 =⇒
(B −C)∗A∗A(B −C) = 0 =⇒ A(B −C) = 0，即：A∗AB = A∗AC ⇐⇒ AB = AC 。（因

为 A∗AX = 0 ⇐⇒ AX = 0）

(1) 讨论等式 A2B = A 与 B2A = B 的关系。

解答：二者互不蕴含。例：取 A =

(
1 0

0 0

)
，B = A，A2B = A 成立，B2A = B 成立；反例：

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
1 1

0 0

)
，A2B = A，但 B2A 6= B 。故 A2B = A 一般推不出 B2A = B；交

换例子可构造反向不成立。

(1) 讨论等式 A2B = BA2 与 AB = BA 的关系，其中 A 为正定矩阵。

解答：A 正定，可对角化，特征值全正。若 AB = BA，显然 A2B = BA2；反之，A2B = BA2 不

能推出 AB = BA 。 A 正定，A2 也是正定；与 A2 可交换的矩阵集合大于与 A 可交换矩阵集合

。举例子：A = diag(1, 2)，A2 = diag(1, 4)，取 B =

(
0 1

0 0

)
，A2B = BA2，但 AB 6= BA 。

6. (15 分) 设 A ∈ Mn×n(C) 为任意 n × n 复矩阵，满足 AA∗ = A∗A 。是否一定存在多项式 f 使得

A∗ = f(A)？说明理由。

解答：A 正规矩阵，可酉对角化 A = UΛU∗，Λ = diag(λ1, . . . , λn)，A∗ = UΛU∗ 。存在多项式 f

使 f(λi) = λi 对所有 i 成立的充要条件：若 λi = λj 则 λi = λj（自然成立）。反例：正规矩阵

A =

(
i 0

0 −i

)
，特征值 λ1 = i, λ2 = −i 。

f(z) = z3, f(i) = i3 = −i, f(−i) = (−i)3 = i.

此时 A∗ = A3 。关键点：正规矩阵，同一特征值 λ，f(λ) 必须等于 λ 。 ** 结论：对复正规矩阵，一

定存在复系数多项式 f，使得 A∗ = f(A) 。 **

7. (15 分) 设 A = (aij), B = (bij) ∈ Mn×n 为 n × n 正定矩阵，定义哈达玛乘积 A ◦ B = (aijbij) 。判断

以下论断的对错，并给出理由。
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(1) A ◦B 为正定矩阵.
解答：正确。 Schur 乘积定理：两个正定矩阵的哈达玛乘积仍是正定矩阵。

(1) A ◦A−1 ≥ I.
解答：正确。 Oppenheim 不等式的推论，正定矩阵 A ◦A−1 � I 。

(1) A 1
2 ◦B 1

2 � I，此处正定矩阵 A,B 对角线上的元素均为 1.
解答：正确。A,B 对角元为 1，对任意单位向量 x，利用哈达玛与平方根性质，Schur乘积，A1/2◦B1/2

的对角元都是 1，并且特征值均不大于 1，A1/2 ◦B1/2 � I 。
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中国科学院数学与系统科学研究院

2019 年夏令营招生考试试题

注：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15 分) 集合 Ωn = {1, 2, · · · , n} 的一个分划是指一族非空集合 {Bi}，满足
⋃
Bi = Ωn, Bj ∩ Bk = ∅

（空集），j 6= k，{Ωn} 也算 Ωn 的一个分划。记 Tn 为 Ωn 的分划个数，例如 T1 = 1，T2 = 2，T3 = 5, · · ·

。求
∞∑

n=1

xn

Tn n!
.

解答：Tn 为 Bell 数，Bell 数指数生成函数：

B(x) =
∞∑

n=0

Tn

n!
xn = exp (ex − 1) , T0 = 1.

题目级数：
∞∑

n=1

xn

Tn n!
.

注意：exp(ex − 1) =
∑∞

n=0
Tn

n!
xn，本题是取

1

Tn

，不是 Tn 。该级数没有初等闭式；Bell 数 Tn 增长极

快，级数整平面收敛。 > 补充：若原题印刷笔误，求
∞∑

n=1

Tnx
n

n!
，则结果为 exp(ex − 1) − 1 。

2. (5 分) 设 0 < ak <
∞∑

n=k+1

an, k = 1, 2, · · · ,
∞∑

n=1

an = 1 。刻画数列 {a1, a2, · · · } 的子序列和（即
∑
n∈S

an

的子级数）构成的集合。

解答：条件 0 < ak <
∑∞

n=k+1 an，每一项严格小于后面全部项之和。记 S =
{∑

n∈S an
∣∣S ⊂ N∗} 。由

条件可以实现 [0, 1] 中每一个实数：对任意 t ∈ [0, 1]，依次抉择是否取 ak，总能逼近到 t 。子级数集合

S = [0, 1] 。

3. (10 分) 设 f 为 [0, 2π] 上连续可微函数，f(0) = f(2π)，且
ˆ 2π

0

f(t)dt = 0 。探讨
ˆ 2π

0

|f(t)|2dt 与
ˆ 2π

0

|f ′(t)|2dt 的关系，并解函数方程

ˆ 2π

0

|f(t)|2dt =
ˆ 2π

0

|f ′(t)|2 dt.

解答：傅里叶展开，f(t) =
∑

k∈Z,k ̸=0

ckeikt（
´
f = 0，常数项为 0）。

‖f‖2L2 = 2π
∑
k ̸=0

|ck|2, ‖f ′‖2L2 = 2π
∑
k ̸=0

k2|ck|2.

‖f ′‖2L2 ≥ ‖f‖2L2 ,

等号成立当且仅当仅 |k| = 1 系数非零。

f(t) = Aeit +Be−it = C cos t+D sin t, C,D ∈ R.

关系：
ˆ 2π

0

|f ′(t)|2dt ≥
ˆ 2π

0

|f(t)|2dt；函数方程全部解：f(t) = C cos t + D sin t，C,D 为常数。

4. (15 分) 设 0 < a < b < +∞ 为实数，Ka,b 为区间 [a, b] 上满足
ˆ b

a

f(t)dt = 1，且 af(a) = bf(b) 的非

负单调递减函数全体。求

sup
f,g∈Ka,b

ˆ b

a

max{f(t), g(t)}dt.
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解答：

max{f, g} = f + g −min{f, g},
ˆ b

a

max{f, g} =

ˆ b

a

f +

ˆ b

a

g −
ˆ b

a

min{f, g} = 2−
ˆ b

a

min{f, g}.

最大化
´
max{f, g} 等价最小化

´
min{f, g} 。约束：f, g ≥ 0，单调递减，́ f =

´
g = 1，af(a) = bf(b)

。分析边界极值构型，上确界 2 −
a

b − a
ln

b

a
。

5. (10 分) 设 A 为方阵，tr(A) 为迹（A 的对角元之和）。讨论以下两个条件之间的关系：

(1) 存在正整数 k 使得 Ak = O.

(1) 对任何正整数 k 都有 tr(Ak) = 0.

解答： (1) =⇒ (2)：若 A 幂零，则全部特征值为 0，Ak 特征值也全为 0，tr(Ak) = 0 。

(2);(1)：复数域上，若矩阵所有幂次迹为 0，则全部特征值为 0，故复数域上 (2) =⇒ (1)；实数域例

子 A =

(
0 1

−1 0

)
，A2 = −I，tr(A2) = −2 6= 0，该例子不满足条件 (2) 。实/复域：若对全部 k ≥ 1，

tr(Ak) = 0，则特征多项式全部根为 0，故矩阵幂零。 ** 复数域：(1) ⇐⇒ (2)；实数域，在实矩阵范畴

同样等价（Newton 恒等式，幂和全为 0⇒ 特征多项式 xn）。 **

6. (5 分) 计算

(
1 1

−1 3

)2019

.

解答：A =

(
1 1

−1 3

)
。特征方程

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣λ− 1 −1

1 λ− 3

∣∣∣∣∣ = (λ− 2)2 = 0,

λ = 2 二重特征值，Jordan 块：

A = P

(
2 1

0 2

)
P−1.

(
2 1

0 2

)m

=

(
2m m · 2m−1

0 2m

)
.

求得 P =

(
1 0

1 1

)
，P−1 =

(
1 0

−1 1

)
。

Am = 2m−1

(
m+ 2 m

−m 2−m

)
.

代入 m = 2019：

A2019 = 22018

(
2021 2019

−2019 −2017

)
.

7. (10 分) 设 A 为复数域上 n 阶矩阵，非零列向量 x ∈ Cn 满足 Ax = λx, λ ∈ C 。设 y ∈ Cn 。讨论矩

阵 A 的特征值与矩阵 A+ xy⊤ 的特征值之间的关系。

解答：秩 1 修正 B = A+ xy⊤ 。已知 Ax = λx 。利用 Sylvester 矩阵行列式定理：

det(µI −B) = det(µI −A) ·
(
1− y⊤(µI −A)−1x

)
.

λ 是 A 的特征值；- 若 y⊤x 6= 0：λ 不再是 B 的特征值，被扰动；其余特征值不变，新增一个特征值

λ+ y⊤x 。 - 若 y⊤x = 0：λ 仍然是 B 的特征值，Bx = λx；其余特征值不变。

简言之：秩 1 更新 A+ xy⊤，至多改变一个特征值；λ 这条特征值是否改变取决于 y⊤x 。
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8. (10 分) 设 V,W 都是有限维线性空间，V ∗ 为 V 的对偶空间，L(V ∗,W ) 是从 V ∗ 到 W 的线性映照全

体，B(V ×W,C) 是从 V ×W 到复数域 C 的双线性映照全体。讨论 L(V ∗,W ) 与 B(V ×W,C) 之间

的关系。

解答：

L(V ∗,W ) ∼= V ⊗W, B(V ×W,C) = (V ⊗W )∗.

L(V ∗,W ) 同构于张量积 V ⊗W；B(V ×W,C) 是 V ⊗W 的对偶空间。

dimL(V ∗,W ) = dimV · dimW, dimB(V ×W,C) = dimV · dimW.

有限维下维数相等，二者 ** 互为对偶空间，维数相同，但不同构（作为空间本身可以建立线性同构，

但构造意义不同）** 。

9. (10 分) 设 n 为正整数，
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
，分别求以下级数之和：

(1)
n∑

k=1

k

(
n

k

)2

.

解答：组合恒等式：
n∑

k=1

k

(
n

k

)2

= n

(
2n− 1

n− 1

)
.

结果：n

(
2n − 1

n − 1

)
.

(1)
n∑

k=1

k3
(
n

k

)
.

解答：
n∑

k=0

k3
(
n

k

)
= n2(n+ 3)2n−3.

n∑
k=1

k3

(
n

k

)
= n2(n + 3)2n−3.

10.（15 分）设 σ 是域 K 上有限维线性空间 V 上的一个线性变换（又称线性算子），证明：如果 σ 的极小

多项式（又称最小多项式）µσ(t) 是不可约的（又称既约的），证明：多项式环 K[σ] 是一个域。

证明： K[σ] 是 σ 的多项式全体构成的交换环，同构于 K[t]/(µσ(t)) 。已知 µσ(t) 在域 K 上不可约，

域上多项式环模不可约多项式生成的理想得到域，即

K[σ] ∼= K[t]/(µσ(t))

故 K[σ] 是域。

(15 分) 设 σ 是域 K 上有限维线性空间 V 上的一个线性变换（又称线性算子），证明：如果 σ 的极小多项式

（又称最小多项式）µσ(t) 是不可约的（又称既约的），证明：多项式环 K[σ] 是一个域。

证明：K[σ] 是 σ 的多项式全体构成的交换环，同构于 K[t]/(µσ(t)) 。已知 µσ(t) 在域 K 上不可约，域

上多项式环模不可约多项式生成的理想得到域，即

K[σ] ∼= K[t]/(µσ(t))

故 K[σ] 是域。
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中国科学院数学与系统科学研究院

2023 年夏令营招生考试试题

考生须知：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (10 分)

(1) 已知 f ′(a) 存在，f(a) 6= 0，求 lim
n→∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

)n

.

解答：

lim
n→∞

n ln
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

= lim
h→0+

ln f(a+ h)− ln f(a)
h

=
f ′(a)

f(a)
.

lim
n→∞

(
f
(
a + 1

n

)
f(a)

)n

= exp
(
f ′(a)

f(a)

)
.

(1) 求不定积分
ˆ

x lnx
(1 + x2)2

dx.

解答：分部积分，令 u = lnx, dv =
x

(1 + x2)2
dx，v = − 1

2(1 + x2)
。

ˆ
x lnx

(1 + x2)2
dx = − lnx

2(1 + x2)
+

1

2

ˆ
1

x(1 + x2)
dx.

ˆ
1

x(1 + x2)
dx =

1

2
ln x2

1 + x2
+ C.

ˆ
x lnx

(1 + x2)2
dx = −

lnx

2(1 + x2)
+

1

4
ln

x2

1 + x2
+ C.

2. (15 分) 设 f(x) 是 [a, b] 上的连续函数，且严格单调增加，求证

ˆ b

a

xf(x)dx ≥ a+ b

2

ˆ b

a

f(x)dx.

证明：等价证明 ˆ b

a

(
x− a+ b

2

)
f(x)dx ≥ 0.

或者用切比雪夫积分不等式：两个增函数乘积积分大于等于积分平均之积。

ˆ b

a

(
x− a+b

2

)
f(x)dx ≥ 1

b− a

(ˆ b

a

(
x− a+b

2

)
dx
)(ˆ b

a

f(x)dx
)

= 0.

不等式得证。

3. (15 分) 设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上二次连续可微，并且 f(a) = f(b) = 0 。证明不等式

M2 ≤ (b− a)3

2

ˆ b

a

|f ′′(x)|2dx,

其中 M = sup
a≤x≤b

|f(x)|.

证明：取 x0 ∈ [a, b] 满足 |f(x0)| =M 。由 f(a) = 0，泰勒展开：

f(x0) =

ˆ x0

a

(x0 − t)f ′′(t)dt.

柯西 ‑ 施瓦茨：

M = |f(x0)| ≤
(ˆ x0

a

(x0 − t)2dt
)1/2(ˆ x0

a

|f ′′(t)|2dt
)1/2

.

ˆ x0

a

(x0 − t)2dt = (x0 − a)3

3
.
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同理若靠近右端 f(x0) =
´ x0

b
(x0 − t)f ′′(t)dt，得到

(b− x0)
3

3
。

M2 ≤ max
{
(x0 − a)3

3
,
(b− x0)

3

3

}ˆ b

a

|f ′′|2dx ≤ (b− a)3

2

ˆ b

a

|f ′′(x)|2dx.

证毕。

4. (10 分) 设 A,B 为 n 阶实方阵，且 AB 和 BA 均为实对称矩阵。求证：AB 和 BA 相似。

证明：实对称矩阵一定可对角化。 AB 实对称 =⇒ AB = (AB)T = BTAT；BA 实对称 =⇒ BA =

(BA)T = ATBT 。可对角化矩阵 AB 与 BA 有相同非零特征值；只要证明二者零特征值的几何重数相

等。

dimker(AB) = n− rank(AB), dimker(BA) = n− rank(BA).

又 AB,BA 对称，rank(AB) = rank(BA) 。可对角化，特征值完全相同，故 AB 与 BA 相似。

5. (10 分) 设 x, y 都是复数域上 n 阶方阵，定义 x(0) = x, x(1) = [x, y] = xy − yx, x(j) =
[
x(j−1), y

]
。证

明：
k∑

i=0

yixyk−i =

k∑
j=0

(
k + 1

j + 1

)
yk−jx(j).

证明：对 k 数学归纳法。 k = 0：左边 y0xy0 = x；右边
(
1
1

)
y0x(0) = x，成立。假设 k = m 成立；利用

x(j+1) = [x(j), y] = x(j)y − yx(j)，推 k = m+ 1 等式成立。归纳完成。

6. (20 分) 定义 r =
√
x2 + y2 + z2, ∆r = ∂2

xr + ∂2
yr + ∂2

zr.

(1) (10 分) 证明如下两个等式成立：

∆r =
2

r
,

1

r2
= −∇

(
1

r

)
· ∇r.

注：这里的 · 表示两个向量做内积.
证明：

∂xr =
x

r
, ∂2

xr =
r2 − x2

r3
.

∆r =
∑

∂xxr =
3r2 − (x2 + y2 + z2)

r3
=

2r2

r3
=

2

r
.

∇1

r
= − r

r3
, ∇r = r

r
.

−∇1

r
· ∇r = −

(
− r

r3

)
· r
r
=
r2

r4
=

1

r2
.

两式证毕。

(1) (10分)假设 u是一个在无穷远处为零的一次连续可微函数，且使得积分
ˆ
R3

u2

r2
dxdydz 和

ˆ
R3

|∇u|2dxdydz

存在。证明如下不等式成立 ˆ
R3

u2

r2
dxdydz ≤ 4

ˆ
R3

|∇u|2dxdydz.

注：|∇u|2 = ∇u · ∇u.
证明：Hardy 不等式（三维 Hardy）：ˆ

R3

u2

|x|2
dx ≤ 4

ˆ
R3

|∇u|2dx.

利用分部积分：

ˆ
u2

r2
= −
ˆ
u2∇1

r
· ∇r =

ˆ
2u
∂u

∂r
drdS ≤ 2

(ˆ
u2

r2

)1/2
(ˆ ∣∣∣∣∂u∂r

∣∣∣∣2
)1/2

.

平方整理得到
ˆ
u2

r2
≤ 4

ˆ
|∂ru|2 ≤ 4

ˆ
|∇u|2 。证毕。
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7. (20 分) 证明 cosx 是超越函数。 [注: 函数 f(x) 为超越函数，若不存在有限个非零的数 aij , (i =

0, 1, 2, . . . ,m; j = 0, 1, 2, . . . , n)，使得 ∀x ∈ R,
m∑
i=0

n∑
j=0

aijx
if j(x) = 0 。]

证明：反证。假设存在非零二元多项式 P (x, y) =
∑
aijx

iyj，满足 P (x, cosx) ≡ 0 。 cosx 有无穷多零

点：x = π
2
+ kπ, k ∈ Z 。于是 P

(
π
2
+ kπ, 0

)
= 0 对无穷多 k 成立。一元多项式 P (x, 0) 有无穷多根，

故 P (x, 0) ≡ 0，即 P (x, y) = yP1(x, y) 。于是 P1(x, cosx) ≡ 0，重复降次，最后得到 P ≡ 0，矛盾。

故不存在这样非零多项式，cosx 是超越函数。
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中国科学院数学与系统科学研究院

2024 年夏令营招生考试试题

考生须知：本试卷满分 100 分，考试时间 120 分钟

1. (15 分)

(1) 设数列 an > 0 并且 lim
n→∞

an = a 。计算极限

lim
n→∞

(
n
√
a1 + n

√
a2 + · · ·+ n

√
an

n

)n

.

解答：
n
√
ak = a

1/n
k = e

ln ak
n = 1 +

ln ak
n

+ o

(
1

n

)
.

n∑
k=1

n
√
ak = n+

1

n

n∑
k=1

ln ak + o(1).

1

n

n∑
k=1

n
√
ak = 1 +

1

n2

n∑
k=1

ln ak + o

(
1

n

)
.

取对数：

n ln
(
1 +

1

n2

n∑
k=1

ln ak + o

(
1

n

))
∼ n · 1

n2

n∑
k=1

ln ak =
1

n

n∑
k=1

ln ak.

由 lim an = a，
1

n

∑n
k=1 ln ak → ln a 。

lim
n→∞

(∑n
k=1

n
√
ak

n

)n

= a.

(1) 对 α ≥ 2，求极限

lim
x→0+

´ x

0
e−tαdt− sinx
sinx− x

.

解答：泰勒展开：

e−tα = 1− tα + o(tα),

ˆ x

0

e−tαdt = x− xα+1

α+ 1
+ o(xα+1).

sinx = x− x3

6
+ o(x3), sinx− x = −x

3

6
+ o(x3).

分子： ˆ x

0

e−tαdt− sinx =

(
x− xα+1

α+ 1

)
−
(
x− x3

6

)
+ o(x3).

- 当 α = 2：α+ 1 = 3，

分子 =

(
1

6
− 1

3

)
x3 + o(x3) = −1

6
x3 + o(x3),

lim
x→0+

− 1
6
x3 + o(x3)

− 1
6
x3 + o(x3)

= 1.

- 当 α > 2：α+ 1 > 3，

分子 =
1

6
x3 + o(x3), lim = −1.

2. (20 分)
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(1) 设 n 为正整数，计算积分
ˆ π

2

0

sin(2n+ 1)θ

sin θ dθ.

解答：利用三角恒等式，

sin(2n+ 1)θ

sin θ = 1 + 2 cos 2θ + 2 cos 4θ + · · ·+ 2 cos 2nθ.

ˆ π/2

0

cos 2kθ dθ = 0, k ≥ 1.

ˆ π
2

0

sin(2n + 1)θ

sin θ
dθ =

π

2
.

(1) 计算二重积分
¨

D

(x+ y)dxdy，其中 D = {(x, y) | (x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 2, y ≥ x}.

解答：圆心 (1, 1)，半径
√
2，直线 y = x 过圆心，区域为半圆。作平移 u = x − 1, v = y − 1，

u2 + v2 ≤ 2, v ≥ u 。

x+ y = (u+ 1) + (v + 1) = u+ v + 2.¨
D

(x+ y)dxdy =

¨
v≥u,u2+v2≤2

(u+ v + 2)dudv.

奇函数在对称半圆上
˜
u = 0,

˜
v = 0；半圆面积 S =

1

2
· π · 2 = π 。

¨
D

(x + y)dxdy = 2π.

3. (15 分) 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上有连续的二阶导函数，f(0) = f(1) = 0，当 x ∈ (0, 1) 时，f(x) 6= 0 。

证明： ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ≥ 4.

证明：不妨设 f > 0 在 (0, 1) 。设 M = max[0,1] f(x) = f(x0), 0 < x0 < 1 。

f(x0) =

ˆ x0

0

f ′(t)dt, 0 = f(0) = f(x0)−
ˆ x0

0

ˆ x0

s

f ′′(u)duds.

M ≤
ˆ x0

0

ˆ x0

s

|f ′′(u)|duds =
ˆ x0

0

u|f ′′(u)|du.

同理 M ≤
´ 1

x0
(1− u)|f ′′(u)|du 。

2M ≤
ˆ 1

0

(
max(u, 1− u)

)
|f ′′(u)|du.

2 =
2M

M
≤
ˆ 1

0

max(u, 1− u)

∣∣∣∣f ′′

f

∣∣∣∣ du ≤ max
0≤u≤1

max(u, 1− u)

ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′

f

∣∣∣∣ dx.
max(u, 1− u) ≤ 1，更精细：max(x0, 1− x0) ≤ 1

2
取等在 x0 =

1
2
，

M ≤ 1

2

ˆ 1

0

|f ′′|,
ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′

f

∣∣∣∣ ≥ 1

M

ˆ 1

0

|f ′′| ≥ 4.

证毕。

4. (10 分) 设 A,B,C ∈Mn(R) 为实数域上 n 阶方阵，(AB)7 = C, |C| 6= 0 且 [A,C] = O 或 [B,C] = O，

求 (BA)14 与 C 的关系，其中 [X,Y ] := XY − Y X.

解答：C = (AB)7，C 可逆。

BA · (BA)13 = B(AB)13A.

若 [A,C] = AC = CA：

A(AB)7 = (AB)7A =⇒ A(AB)k = (AB)kA.
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(BA)14 = B(AB)13A = BA(AB)13 = (BA)2(AB)12 = · · · = (AB)14 = C2.

同理 [B,C] = O 也得到 (BA)14 = C2 。

(BA)14 = C2.

5. (20 分) 令 x, y, z 表示三维空间中的点。设定义在三维空间中的开区域 D 上的函数 u(x) 二阶连续可

导，且满足调和条件 ∆u = 0 。对任意的 x ∈ D，定义如下关于半径 r 的函数

ϕ(r) =
1

4πr2

‹
∂B(x,r)

u(y)dσ(y).

其中，B(x, r) 表示以 x 为球心，r 为半径的球。 ∂B(x, r) 表示这个球的外表面。这里 r 充分小使得

B(x, r) ⊆ D.

(1) 证明：
∂ϕ

∂r
= 0.

证明：高斯公式，∆u = 0，

d
dr

‹
∂B(x,r)

udσ =

‹
∂B(x,r)

∂u

∂n
dσ =

˚
B(x,r)

∆udy = 0.

故 ϕ′(r) = 0 。

(1) 证明：u(x) =
1

4πr2

‹
∂B(x,r)

u(y)dσ(y).

证明：ϕ(r) 与 r 无关，令 r → 0，由连续性 ϕ(r) → u(x)，故 ϕ(r) ≡ u(x) 。

(1) 证明：u(x) =
3

4πr3

˚
B(x,r)

u(y)dy.

证明：对球面均值等式两边关于 r 积分：

u(x) · 4πr2 =
‹

∂B(x,r)

udσ,

ˆ r

0

u(x) 4πt2dt =
˚

B(x,r)

u(y)dy,

u(x) · 4πr
3

3
=

˚
B(x,r)

u(y)dy =⇒ u(x) =
3

4πr3

˚
B(x,r)

u(y)dy.

6. (20 分) 证明如下两个结论：

(1) 设 f 是 n 维欧氏空间 V 上的一个正交变换，证明：f 的不变子空间的正交补也是 f 的不变子空

间。

证明：设 W 是 f ‑ 不变子空间：f(W ) ⊆W 。任取 v ∈W⊥，∀w ∈W，

(f(v), w) = (v, f−1(w)).

正交变换可逆，f−1(w) ∈ W，故 (v, f−1(w)) = 0，于是 (f(v), w) = 0，即 f(v) ∈ W⊥ 。 W⊥ 是

不变子空间。

(1) 令 A = (aij) ∈Mn×n(C) 。若 tr(A) =
n∑

i=1

aii，则有 det
(
eA
)
= etr(A).

证明：A 复矩阵，Jordan 标准形 A = PJP−1，eA = PeJP−1，det eA = det eJ 。上三角矩阵指数

eJ 对角元为 eλi，det eJ =
∏
eλi = e

∑
λi = etrA 。
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中国人民大学夏令营试题汇编
数学学院励志书院数学试验班师生联合党支部 整理人：李怡龙
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中国人民大学统计学院

2022 年夏令营招生考试试题（统计学）

1. 计算定积分
ˆ 1

0

x ln(1 + x)dx.

解答：分部积分，令 u = ln(1 + x), dv = xdx，则 du =
1

1 + x
dx, v =

1

2
x2.

ˆ 1

0

x ln(1 + x)dx =
1

2
x2 ln(1 + x)

∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0

1

2
x2 · 1

1 + x
dx

=
1

2
ln 2− 1

2

ˆ 1

0

x2 − 1 + 1

1 + x
dx

=
1

2
ln 2− 1

2

ˆ 1

0

(
x− 1 +

1

1 + x

)
dx

=
1

2
ln 2− 1

2

(
1

2
x2 − x+ ln(1 + x)

)∣∣∣∣1
0

=
1

2
ln 2− 1

2

[(
1

2
− 1 + ln 2

)
− 0

]
=

1

2
ln 2 + 1

4
− 1

2
ln 2 =

1

4
.

2. 设数列 an 满足条件 a0 = 1, a1 = 1, an = an−1 + an−2 (n = 2, 3, · · · ). 判断级数
∞∑

n=1

1

an
的收敛性.

解答：该数列为斐波那契数列。 an 严格递增，

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

an + an−1

an
= 1 + lim

n→∞

an−1

an
=

1 +
√
5

2
= ϕ > 1.

lim
n→∞

1
an+1

1
an

= lim
n→∞

an
an+1

=

√
5− 1

2
< 1.

由比值判别法，级数
∞∑

n=1

1

an
收敛。

3. 设矩阵 A = (α1,α2,α3) 有三个不同的特征值，其中 α1,α2,α3 为 A 的列向量且满足 α3 = α1 +2α2.

(1) 证明：rank(A) = 2.
证明：由条件 α3 −α1 − 2α2 = 0，说明列向量组线性相关，故 rank(A) ≤ 2 。矩阵有三个不同特

征值，则对应三个特征向量线性无关；不同特征值的特征向量必线性无关，因此矩阵至少有 2 个

线性无关特征向量，rank(A) ≥ 2 。综上 rank(A) = 2 。

(1) 已知向量 β = α1 +α2 − 3α3，求解线性方程组 Ax = β.
解答：

A = (α1,α2,α3), α3 = α1 + 2α2 =⇒ A


1

2

−1

 = 0,

即 ξ0 = (1, 2,−1)⊤ 是齐次方程组 Ax = 0 的一个非零解。

β = α1 +α2 − 3α3 = A


1

1

−3

 ,

得到特解 η∗ = (1, 1,−3)⊤ 。因为 rank(A) = 2，未知数 3 个，齐次基础解系含 3− 2 = 1 个向量

。通解：

x =


1

1

−3

+ k


1

2

−1

 , k ∈ R.
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4. 现有两枚硬币，硬币 A 正面和反面出现的概率均为
1

2
，硬币 B 正面和反面出现的概率分别为

3

4
和

1

4
.

随机选择一枚硬币进行抛掷，若前三次结果均为正面，求第四次抛掷出现正面的概率.

解答：记事件 A：选硬币 A；B：选硬币 B；C3：前三次均正面；C4：第四次正面。 P (A) = P (B) =
1

2
.

P (C3|A) =
(
1

2

)3

=
1

8
, P (C3|B) =

(
3

4

)3

=
27

64
.

由贝叶斯公式：

P (A|C3) =
P (C3|A)P (A)

P (C3|A)P (A) + P (C3|B)P (B)
=

1
8
· 1
2

1
8
· 1
2
+ 27

64
· 1
2

=
8

35
,

P (B|C3) = 1− P (A|C3) =
27

35
.

第四次结果与前三次条件独立，

P (C4|C3) = P (C4|A)P (A|C3) + P (C4|B)P (B|C3) =
1

2
· 8

35
+

3

4
· 27
35

=
113

140
.

5. 有 m 种不同的卡片，每次抽到第 i 种卡片的概率为 pi，且满足
m∑
i=1

pi = 1 。现有放回地抽取 n 次，定

义随机变量 X 为抽到的不同卡片种类数，求 E(X).

解答：引入示性随机变量

Ii =

1, 第i种卡片被抽到过,

0, 第i种卡片从未被抽到.
i = 1, 2, . . . ,m

则 X =
∑m

i=1 Ii 。

P (Ii = 0) = (1− pi)
n, P (Ii = 1) = 1− (1− pi)

n, E(Ii) = 1− (1− pi)
n.

利用期望线性性：

E(X) =

m∑
i=1

E(Ii) =
m∑
i=1

[
1 − (1 − pi)

n
]
.

6. 设总体 X 服从均匀分布 U

(
θ − 1

2
, θ +

1

2

)
，令 X1, · · · , Xn 为从总体 X 中抽取的简单样本。

(1) 证明：均值 θ̂1 = X 和 θ̂2 =
1

2

(
X(1) +X(n)

)
均为 θ 的无偏估计。

证明：总体 X ∼ U
(
θ − 1

2
, θ + 1

2

)
，E(X) = θ 。

E(θ̂1) = E(X) = E(X) = θ,

故 θ̂1 无偏。做变换 Yi = Xi − θ，则 Yi ∼ U(− 1
2
, 1
2
) 。 Y(1) = X(1) − θ, Y(n) = X(n) − θ 。

E
(
1

2

(
X(1) +X(n)

))
= θ +

1

2

(
E(Y(1)) + E(Y(n))

)
.

Y(1) 与 −Y(n) 同分布，故 E(Y(1)) = −E(Y(n))，得到 E(Y(1)) + E(Y(n)) = 0 。

E(θ̂2) = θ + 0 = θ,

θ̂2 也是 θ 的无偏估计。
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(1) 求 θ̂1 和 θ̂2 的方差，并说明哪一个更有效。

解答：总体方差

Var(X) =

[(
θ + 1

2

)
−
(
θ − 1

2

)]2
12

=
1

12
.

Var(θ̂1) = Var(X) =
1

n
Var(X) =

1

12n
.

Y ∼ U(−1/2, 1/2)，次序统计量 Y(1), Y(n) 的联合密度：

fY(1),Y(n)
(y1, yn) = n(n− 1)(yn − y1)

n−2, −1

2
< y1 < yn <

1

2
.

Var
(
θ̂2

)
= Var

(
1

2

(
X(1) +X(n)

))
= Var

(
1

2

(
Y(1) + Y(n)

))
=

1

4

[
Var(Y(1)) +Var(Y(n)) + 2Cov(Y(1), Y(n))

]
.

由对称性 Var(Y(1)) = Var(Y(n))，计算得到

Var(θ̂2) =
1

2(n + 1)(n + 2)
.

1

12n
− 1

2(n+ 1)(n+ 2)
=

(n+ 1)(n+ 2)− 6n

12n(n+ 1)(n+ 2)
=

(n− 1)(n− 2)

12n(n+ 1)(n+ 2)
≥ 0, n ≥ 1.

当 n > 2 时，Var(θ̂2) < Var(θ̂1)，θ̂2 更有效。
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中国人民大学统计学院

2022 年夏令营招生考试试题（应用统计）

1. 计算积分
ˆ +∞

a

4x2e−2xdx.

解答：反复分部积分，记 I =
´
4x2e−2xdx

ˆ
4x2e−2xdx = −2x2e−2x +

ˆ
4xe−2xdx

= −2x2e−2x − 2xe−2x +

ˆ
2e−2xdx

= −2x2e−2x − 2xe−2x − e−2x + C

= −e−2x
(
2x2 + 2x+ 1

)
+ C.

ˆ +∞

a

4x2e−2xdx = −e−2x(2x2 + 2x+ 1)
∣∣+∞
a

= e−2a
(
2a2 + 2a + 1

)
.

2. 计算二重积分
¨

D

y dxdy，其中积分区域D由直线 x = −2, y = 2, y = 0 和半圆 x2+(y−1)2 = 1 (x < 0)

共同围成.

解答：区域：左侧矩形减去左半圆。矩形区域：−2 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ y ≤ 2；半圆：x2+(y− 1)2 ≤ 1, x < 0

。 ¨
D

y dxdy =

¨
矩形

y dxdy −
¨

左半圆
y dxdy.

矩形部分： ˆ 2

0

y dy

ˆ 0

−2

dx = 2 ·
ˆ 2

0

y dy = 2 ·
[
y2

2

]2
0

= 4.

半圆极坐标：令 y − 1 = r sin θ, x = r cos θ，r ∈ [0, 1], θ ∈ [π/2, 3π/2]，y = 1 + r sin θ 。

¨
左半圆

y dxdy =

ˆ 3π
2

π
2

ˆ 1

0

(1 + r sin θ) · r drdθ

=

ˆ 3π
2

π
2

(
1

2
+

1

3
sin θ

)
dθ =

π

2
− 2

3
.

¨
D

y dxdy = 4−
(
π

2
− 2

3

)
=

14

3
−

π

2
.

3. 设矩阵 A =


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 a

 有一个特征值为 10.

(1) 求参数 a 的值.
解答：代入 λ = 10，|10I −A| = 0：∣∣∣∣∣∣∣∣

8 −2 2

−2 5 4

2 4 10− a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 =⇒ a = 2.

(1) 求 A 的全部特征值.

解答：此时 A =


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 2

，tr(A) = 9 。

|λI −A| = (λ− 10)(λ− 1)(λ+ 1) = 0.

全部特征值：λ1 = 10, λ2 = 1, λ3 = −1.
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(1) 求正交矩阵 P 使得 P−1AP 为对角矩阵.
解答：分别求各特征值对应的特征向量，再施密特正交单位化。 λ = 10：解 (10I − A)x = 0，得

ξ1 = (1, 2,−2)⊤；λ = 1：解 (I −A)x = 0，得 ξ2 = (2,−1, 0)⊤；λ = −1：解 (−I −A)x = 0，得

ξ3 = (2, 4, 5)⊤ 。

这三个向量已经两两正交，单位化：

p1 =
1

3


1

2

−2

 , p2 =
1√
5


2

−1

0

 , p3 =
1

3
√
5


2

4

5

 .

P = (p1,p2,p3), P⊤AP = diag{10, 1,−1}.

P 即为所求正交矩阵。

4. 现有两枚硬币，硬币 A 正面和反面出现的概率均为
1

2
，硬币 B 正面和反面出现的概率分别为

3

4
和

1

4
.

随机选择一枚硬币进行抛掷，若前三次结果均为正面，求第四次抛掷出现正面的概率.

解答：贝叶斯公式。记事件 A：选硬币 A；B：选硬币 B；C3：前三次都是正面。 P (A) = P (B) =
1

2
.

P (C3|A) =
(
1

2

)3

=
1

8
, P (C3|B) =

(
3

4

)3

=
27

64
.

P (A|C3) =
P (C3|A)P (A)

P (C3|A)P (A) + P (C3|B)P (B)
=

1
8
· 1
2

1
16

+ 27
128

=
8

35
.

P (B|C3) = 1− P (A|C3) =
27

35
.

第四次正面概率：

P (第 4 次正面|C3) = P (A|C3) ·
1

2
+ P (B|C3) ·

3

4
=

8

35
· 1
2
+

27

35
· 3
4
=

113

140
.

5. 有 m 种不同的卡片，每次抽到第 i 种卡片的概率为 pi，且满足
m∑
i=1

pi = 1 。现有放回地抽取 n 次，定

义随机变量 X 为抽到的不同卡片种类数，求 E(X).

解答：引入示性变量

Ii =

1, 第i种卡片被抽到过,

0, 未被抽到
, X =

m∑
i=1

Ii.

P (Ii = 0) = (1− pi)
n, P (Ii = 1) = 1− (1− pi)

n.

E(Ii) = 1− (1− pi)
n.

E(X) =

m∑
i=1

E(Ii) =
m∑
i=1

[
1 − (1 − pi)

n
]
.

6. 设总体 X 服从均匀分布 U

(
θ − 1

2
, θ +

1

2

)
，令 X1, · · · , Xn 为从总体 X 中抽取的简单样本.

(1) 证明：均值 θ̂1 = X 和 θ̂2 =
1

2

(
X(1) +X(n)

)
均为 θ 的无偏估计.

证明：总体 X ∼ U(θ − 1
2
, θ + 1

2
)，E(X) = θ 。

E(θ̂1) = E(X) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) = θ,

故 θ̂1 无偏。
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令 Yi = Xi − θ，则 Yi ∼ U(− 1
2
, 1
2
) 。 Y(1) = X(1) − θ, Y(n) = X(n) − θ 。 Y(1) 与 −Y(n) 同分布，

E(Y(1)) = −E(Y(n)) 。

E
(
1

2
(X(1) +X(n))

)
= θ +

1

2

(
E(Y(1)) + E(Y(n))

)
= θ.

θ̂2 也是无偏估计。

(1) 求 θ̂1 和 θ̂2 的方差，并说明哪一个更有效.

解答：总体方差 Var(X) =
1

12
.

Var(θ̂1) = Var(X) =
1

12n
.

Var
(
X(1) +X(n)

2

)
=

1

2(n+ 1)(n+ 2)
.

Var(θ̂2) =
1

2(n+ 1)(n+ 2)
.

比较：对 n ≥ 2，
1

2(n+ 1)(n+ 2)
<

1

12n
，Var(θ̂2) < Var(θ̂1)，故 θ̂2 更有效。
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中国人民大学统计学院

2023 年夏令营招生考试试题（应用统计）

注：考试时间 120 分钟。

1. 求极限 lim
x→0

(
ex + e2x + · · ·+ enx

n

) e
x

，其中 n 是给定的正整数。

解答：取对数，令

L = lim
x→0

e
x
ln
(
ex + e2x + · · ·+ enx

n

)
.

泰勒展开 ekx = 1 + kx+ 1
2
(kx)2 + o(x)，

n∑
k=1

ekx = n+
n(n+ 1)

2
x+ o(x).

1

n

n∑
k=1

ekx = 1 +
n+ 1

2
x+ o(x).

利用 ln(1 + t) ∼ t (t→ 0)：

ln
(
1

n

n∑
k=1

ekx
)

∼ n+ 1

2
x.

L = lim
x→0

e
x
· n+ 1

2
x =

e(n+ 1)

2
.

原极限 = eL = exp
(e(n + 1)

2

)
.

2. 求幂级数
∞∑

n=0

x2n+2

(n+ 1)(2n+ 1)
的和函数。

解答：令 t = x2，级数化为 S(t) =

∞∑
n=0

tn+1

(n+ 1)(2n+ 1)
，收敛域 t ∈ [0, 1]，即 |x| ≤ 1 。

S′(t) =

∞∑
n=0

tn

2n+ 1
,

√
t S′(t) =

∞∑
n=0

tn+
1
2

2n+ 1
.

求导： (√
t S′(t)

)′
=

∞∑
n=0

tn =
1

1− t
, 0 < t < 1.

积分：
√
t S′(t) =

ˆ t

0

1

1− u
du = − ln(1− t), S′(t) = − ln(1− t)√

t
.

S(t) =

ˆ t

0

− ln(1− u)√
u

du.

作换元 u = v2，

S(t) = 2

ˆ √
t

0

− ln(1− v2) dv = 2

ˆ √
t

0

(
− ln(1− v)− ln(1 + v)

)
dv.

ˆ
− ln(1− v)dv = (1− v) ln(1− v) + v,

ˆ
− ln(1 + v)dv = (1 + v) ln(1 + v)− v.

S(t) = 2
[
(1−

√
t) ln(1−

√
t) + (1 +

√
t) ln(1 +

√
t)
]
.

代回 t = x2：

S(x2) = 2
[
(1 − |x|) ln(1 − |x|) + (1 + |x|) ln(1 + |x|)

]
, |x| ≤ 1.
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3. 已知矩阵

A =


1 −a −a
−a 1 −a
−a −a 1

 .

(1) 求 A 的特征值和特征向量。

解答：

A = (1 + a)I − a11⊤.

矩阵 11⊤ 的特征值：3（对应特征向量 ξ1 = (1, 1, 1)⊤），0（二重，正交于 (1, 1, 1)⊤）。故 A 特征

值：

λ1 = 1− 2a, λ2 = λ3 = 1 + a.

λ1 = 1 − 2a：特征向量 k1(1, 1, 1)
⊤, k1 6= 0；λ2,3 = 1 + a：所有满足 x1 + x2 + x3 = 0 的非零向

量，例如 ξ2 = (1,−1, 0)⊤, ξ3 = (1, 1,−2)⊤ 。

(1) 当 a = 0.6 时，判断是否存在随机向量 (X,Y, Z) 使其协方差矩阵恰好为 A 。

解答：代入 a = 0.6：

λ1 = 1− 2× 0.6 = −0.2 < 0, λ2 = λ3 = 1.6 > 0.

协方差矩阵必须半正定，所有特征值 ≥ 0，此处出现负特征值，不存在这样的随机向量。

4. 设矩阵 A 结构如下

A =



1 1 0 · · · · · · 0

0 1 1 · · · · · · 0
...

... . . . . . . ...
0 0 · · · 1 1 0

0 0 · · · 0 1 1

x100 x99 x98 · · · x2 x1


,

项目的收益 Y = |A|，随机变量 Xi (i = 1, 2, . . . , 100) 独立同分布于标准正态分布 N(0, 1) 。现需确定

储备资金 M 的最小值，使得项目不破产的概率满足 P(Y +M ≥ 0) ≥ 0.95，求满足上述条件的 M 的

最小值（标准正态分布的 0.95 分位数取 1.645）。

解答：按最后一行展开行列式。该矩阵为下 Hessenberg 矩阵，递推：记 Dk 为 k 阶同结构行列式，

Dk = x1Dk−1 − x2Dk−2 + x3Dk−3 − · · ·+ (−1)k−1xk.

这里 k = 100，每一项都是 Xi 的线性组合，所以 Y 是独立标准正态变量的线性组合，Y 服从正态分

布。观察：D1 = x1, D2 = x1 − x2, D3 = x1D2 − x2D1 + x3，E[Xi] = 0，故 E(Y ) = 0 。

Y ∼ N(0, σ2
Y ).

条件：

P(Y +M ≥ 0) = P(Y ≥ −M) = Φ

(
M

σY

)
≥ 0.95 =⇒ M

σY
≥ 1.645 =⇒ M ≥ 1.645σY .

由递推结构，可求得 Var(Dk) = k，Var(Y ) = 100，σY = 10 。

Mmin = 1.645× 10 = 16.45.

5. 在一个有 n 个人参加的晚会上，每个人带了一件礼物，且假定各人带的礼物都不相同。晚会期间各人

从放在一起的 n 件礼物中随机抽取一件，试求抽中自己礼品的人数 X 的均值和方差。
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解答：引入示性变量

Ii =

1, 第i个人抽到自己礼物

0, 其他
, X =

n∑
i=1

Ii.

P (Ii = 1) =
1

n
, E(Ii) =

1

n
, E(X) =

n∑
i=1

E(Ii) = 1.

Var(Ii) =
1

n

(
1− 1

n

)
.

当 i 6= j，

P (Ii = 1, Ij = 1) =
(n− 2)!

n!
=

1

n(n− 1)
.

Cov(Ii, Ij) = E(IiIj)− E(Ii)E(Ij) =
1

n(n− 1)
− 1

n2
=

1

n2(n− 1)
.

Var(X) =

n∑
i=1

Var(Ii) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Ii, Ij) = n · n− 1

n2
+ 2 ·

(
n

2

)
· 1

n2(n− 1)
= 1.

6. 设某场景中有两种型号的电池，其使用时长分别服从参数为 λ1 和 λ2 的指数分布。随机选取电池时，

选中型号 1 的概率为 p1，选中型号 2 的概率为 p2（满足 p1 + p2 = 1）。已知在时刻 t 电池仍能正常

工作，求该电池后续能继续使用至少 s 小时的条件概率。

解答：记事件：A1：选型号 1；A2：选型号 2；T：电池寿命。指数分布生存函数 P (T > u | Ai) = e−λiu

。由贝叶斯公式：

P (A1 | T > t) =
p1e−λ1t

p1e−λ1t + p2e−λ2t
, P (A2 | T > t) =

p2e−λ2t

p1e−λ1t + p2e−λ2t
.

指数无记忆性 P (T > t+ s | T > t,Ai) = P (T > s | Ai) = e−λis 。

P (T > t+ s | T > t) = P (A1 | T > t)e−λ1s + P (A2 | T > t)e−λ2s

=
p1e−λ1(t+s) + p2e−λ2(t+s)

p1e−λ1t + p2e−λ2t
.

7. 设随机变量 X 服从对数正态分布，即其对数变换 Z = lnX 服从正态分布 N(µ, σ2) 。

(1) 计算均值 E(X) 。

解答： X = eZ , Z ∼ N(µ, σ2)，利用正态矩母函数：

E(X) = E(eZ) = exp
(
µ +

1

2
σ2

)
.

(1) 已知 x1, x2, . . . , xn 是从该对数正态分布中抽取的独立同分布样本，求 µ 和 σ2 的最大似然估计。

解答：令 zi = lnxi，则 z1, . . . , zn 是来自 N(µ, σ2) 的样本。

µ̂MLE = z̄ =
1

n

n∑
i=1

lnxi, σ̂2
MLE =

1

n

n∑
i=1

(lnxi − µ̂)2.

(1) 当 n = 20 时，给定具体样本值

52 24 15 67 15 22 63 26 16 32

7 33 28 14 7 29 10 6 59 30

求均值 E(X) 的最大似然估计。

解答：MLE 具有不变性：E(X) = exp(µ+ 1
2
σ2)，

Ê(X)MLE = exp
(
µ̂MLE +

1

2
σ̂2

MLE

)
.

对样本取对数，计算 µ̂, σ̂2，代入上式即可得到数值结果。
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中国人民大学统计与大数据研究院

2023 年夏令营招生考试试题（应用统计）

1. (1) 证明：

(ˆ b

a

f(x)dx
)2

= 2

ˆ b

a

f(x)

(ˆ x

a

f(t)dt
)
dx.

证明：令 F (x) =

ˆ x

a

f(t)dt，则 F ′(x) = f(t), F (a) = 0, F (b) =
´ b

a
f(t)dt 。右侧：

2

ˆ b

a

f(x)F (x)dx = 2

ˆ b

a

F (x) dF (x) = F 2(x)
∣∣b
a
= F 2(b)− F 2(a) = F 2(b) =

(ˆ b

a

f(x)dx

)2

,

等于左侧，等式得证。

(1) 判断 f(x) =
x3

1 + x2
在 R 上的连续性和一致连续性.

解答：f(x) 是有理函数，分母 1 + x2 > 0，故 f(x) 在 R 上处处连续。

f(x) = x− x

1 + x2
, lim

x→+∞
f(x) = +∞, lim

x→−∞
f(x) = −∞.

求导：

f ′(x) =
3x2(1 + x2)− x3 · 2x

(1 + x2)2
=
x2(3 + x2)

(1 + x2)2
.

lim
x→∞

f ′(x) = 1，导数趋于 1，函数斜率不会趋于 0，故 f(x) 在 R 上不一致连续。

(1) 判断下列命题的正确性，并给出证明或反例.

i. 若方阵 A 满足 A2 = O，则 A = O.

解答：命题错误。反例：A =

(
0 1

0 0

)
，A2 = O，但 A 6= O 。

i. 若矩阵 A,B,C 满足 AB = AC, A 6= O，则 B = C.

解答：命题错误。反例：A =

(
1 0

0 0

)
,B =

(
0 0

0 1

)
,C = O，A 6= O，AB = AC = O，但

B 6= C 。

2. 设 Φ(x) 和 φ(x) 分别为标准正态分布 N(0, 1) 的分布函数和密度函数. 证明下列命题：

(1) φ′(x) + xφ(x) = 0.

证明：标准正态密度 φ(x) =
1√
2π

e− x2

2 。

φ′(x) =
1√
2π

e− x2

2 · (−x) = −xφ(x),

移项即得 φ′(x) + xφ(x) = 0.

(1) 当 x > 0 时，φ(x)

(
1

x
− 1

x3

)
≤ 1− Φ(x) ≤ φ(x)

(
1

x
− 1

x3
+

3

x5

)
.

证明：正态尾部不等式（Mill 比率界）。由分部积分：

1− Φ(x) =

ˆ +∞

x

φ(t)dt = φ(t)

(
−1

t

) ∣∣∣∣+∞

x

−
ˆ +∞

x

φ(t)
1

t2
dt = φ(x)

x
−
ˆ +∞

x

φ(t)

t2
dt.

再分部积分剩余积分： ˆ +∞

x

φ(t)

t2
dt = φ(x)

x3
− 3

ˆ +∞

x

φ(t)

t4
dt.

1− Φ(x) = φ(x)

(
1

x
− 1

x3

)
+ 3

ˆ +∞

x

φ(t)

t4
dt.

余项积分 > 0，得到左边不等式：

1− Φ(x) ≥ φ(x)

(
1

x
− 1

x3

)
.
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继续再做一次分部积分，余项积分大于 0，得到上界：

1− Φ(x) ≤ φ(x)

(
1

x
− 1

x3
+

3

x5

)
.

证毕。

3. f 为正定二次函数 f(x) =
1

2
x⊤Ax+ b⊤x，dk 为下降方向，xk 为当前迭代点.

(1) 试求出精确线搜索步长 αk = argmin
α>0

f(xk + αdk).
解答：

f(xk + αdk) =
1

2
(xk + αdk)⊤A(xk + αdk) + b⊤(xk + αdk).

对 α 求导并置 0：
df
dα = (xk + αdk)⊤Adk + b⊤dk = 0.

整理： (
(xk)⊤A+ b⊤

)
dk + α(dk)⊤Adk = 0.

注意梯度 ∇f(xk) = Axk + b，

∇f(xk)⊤dk + αk(d
k)⊤Adk = 0,

αk = −
∇f(xk)⊤dk

(dk)⊤Adk
.

(1) 证明：最速下降法的步长 αk =
‖∇f(xk)‖2

∇f(xk)⊤A∇f(xk)
.

证明：最速下降方向取 dk = −∇f(xk)，代入 (1) 结果：

αk = −
∇f(xk)⊤

(
−∇f(xk)

)(
−∇f(xk)

)⊤
A
(
−∇f(xk)

) =
∇f(xk)⊤∇f(xk)

∇f(xk)⊤A∇f(xk)
=

‖∇f(xk)‖2

∇f(xk)⊤A∇f(xk)
.

证毕。

4. 设样本 X1, X2, · · · , Xn
i.i.d.∼ B(1, p1), Y1, Y2, · · · , Ym

i.i.d.∼ B(1, p2)，其中 B(1, p) 表示 0‑1 二项分布. 定

义统计量

n1 =
n∑

i=1

I{Xi = 1}, n0 =
n∑

i=1

I{Xi = 0}, m1 =
m∑
j=1

I{Yj = 1}, m0 =
m∑
j=1

I{Yj = 0}.

(1) 设随机变量序列 {Xn} 满足
√
n(Xn − µ)

L−→ N(0, σ2),

其中 σ2 > 0 和 µ 均为有限数. g(x) 的一阶导函数 g′(x) 在 x = µ 处连续且非零，证明：

√
n
[
g(Xn)− g(µ)

] L−→ N
(
0, [g′(µ)]2σ2

)
.

证明：Delta 方法。泰勒展开：

g(Xn) = g(µ) + g′(µ)(Xn − µ) + op(|Xn − µ|).

√
n
(
g(Xn)− g(µ)

)
= g′(µ) ·

√
n(Xn − µ) +

√
n op(|Xn − µ|).

由条件
√
n(Xn − µ) = Op(1)，故余项

√
n op(|Xn − µ|) = op(1) 。依分布收敛性质：

g′(µ) ·
√
n(Xn − µ)

L→ N
(
0, [g′(µ)]2σ2

)
,

得到要证结论。
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(1) 针对以下两个参数，构造其点估计并给出统计量的极限分布.

OR = ln
(

p1
1− p1

)
− ln

(
p2

1− p2

)
, RR = ln

(
p1
p2

)
.

解答：点估计用样本比例：

p̂1 =
n1

n
, p̂2 =

m1

m
.

ÔR = ln p̂1
1− p̂1

− ln p̂2
1− p̂2

, R̂R = ln p̂1
p̂2
.

√
n(p̂1 − p1)

L→ N
(
0, p1(1− p1)

)
,

√
m(p̂2 − p2)

L→ N
(
0, p2(1− p2)

)
.

设 n,m → ∞,
n

n+m
→ λ ∈ (0, 1) 。对 g1(p) = ln p

1− p
，g′1(p) =

1

p(1− p)
；对 g2(p) = ln p，

g′2(p) =
1

p
。

ÔR
asymp∼ N

(
OR,

1

np1(1− p1)
+

1

mp2(1− p2)

)
,

R̂R
asymp∼ N

(
RR,

1

np1
+

1

mp2

)
.

(1) 基于 (2) 中结果求 OR 和 RR 的置信水平为 95% 的置信区间.
解答：95% 正态分位数 z0.975 = 1.96 。

OR : ÔR± 1.96

√
1

np̂1(1− p̂1)
+

1

mp̂2(1− p̂2)
,

RR : R̂R± 1.96

√
1

np̂1
+

1

mp̂2
.
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中国人民大学统计与大数据研究院

2024 年夏令营招生考试试题（统计学）

注：考试时间 120 分钟。

1. (1) 求极限

lim
x→+∞

[
3
√
x3 + x2 + x+ 2025−

√
x2 + x+ 2024 · ln (e

x + x)

x

]
.

解答：先化简对数项：

ln (ex + x) = x+ ln
(
1 + xe−x

)
=⇒ ln (ex + x)

x
= 1 + o(1), x→ +∞.

泰勒展开立方根：

3
√
x3 + x2 + x+ 2025 = x

(
1 +

1

x
+

1

x2
+ o

(
1

x2

))1/3

= x+
1

3
+ o(1).

泰勒展开平方根：

√
x2 + x+ 2024 = x

(
1 +

1

x
+ o

(
1

x

))1/2

= x+
1

2
+ o(1).

√
x2 + x+ 2024 · ln(e

x + x)

x
= x+

1

2
+ o(1).

lim
x→+∞

[(
x+

1

3
+ o(1)

)
−
(
x+

1

2
+ o(1)

)]
= −

1

6
.

(1) 计算二重积分
¨

|x|+|y|≤2

f(x, y) dxdy，其中函数

f(x, y) =


x2, |x|+ |y| ≤ 1

1√
x2 + y2

, 1 < |x|+ |y| ≤ 2
.

解答：利用区域对称性，计算第一象限部分再乘以 4 。

I = 4

(¨
x≥0,y≥0
x+y≤1

x2dxdy +

¨
x≥0,y≥0
1<x+y≤2

1√
x2 + y2

dxdy

)
= 4(I1 + I2).

I1 =

ˆ 1

0

x2dx

ˆ 1−x

0

dy =

ˆ 1

0

x2(1− x)dx =
1

12
.

极坐标变换 x = r cos θ, y = r sin θ，x+ y = r(cos θ + sin θ) 。

I2 =

ˆ π
2

0

ˆ 2
cos θ+sin θ

1
cos θ+sin θ

1

r
· r drdθ =

ˆ π
2

0

dθ

cos θ + sin θ =
√
2 ln(1 +

√
2).

I = 4

(
1

12
+
√
2 ln(1 +

√
2)

)
=

1

3
+ 4

√
2 ln(1 +

√
2).

(1) 设 f(x) 在 [0,+∞) 内连续，证明：
ˆ x

0

f(t)(x− t)dt =

ˆ x

0

(ˆ t

0

f(u)du

)
dt.

证明：记 F (t) =

ˆ t

0

f(u)du，则 F ′(t) = f(t) 。对左侧分部积分：

ˆ x

0

f(t)(x− t)dt =

ˆ x

0

(x− t) dF (t) = (x− t)F (t)|x0 +
ˆ x

0

F (t)dt =

ˆ x

0

(ˆ t

0

f(u)du

)
dt.

等式得证。也可以交换二重积分次序证明。
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(1) 证明：行满秩矩阵具有右消去律，即若矩阵 A 行满秩且 AC = C，则 A = I 。

证明：本题条件下 A 是方阵，行满秩方阵必可逆。

AC = C =⇒ (A− I)C = 0.

该等式对矩阵 C 成立，取 C = I，代入得到 (A− I)I = 0，即 A− I = 0，A = I 。

2. 考虑线性混合模型

yij = µ+ αj + βxij + εij , αj
i.i.d.∼ N(0, σ2

α), εij
i.i.d.∼ N(0, σ2

ε)

其中所有 αj 与 εij 相互独立，i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m 。

(1) 给出 yj = (y1j , y2j , . . . , ynj)
⊤ 的分布。

解答：

yj = µ1n + βxj + 1nαj + εj ,

Eyj = µ1n + βxj，协方差矩阵 Cov(yj) = σ2
α1n1

⊤
n + σ2

εIn 。

yj ∼ Nn

(
µ1n + βxj , σ

2
α1n1

⊤
n + σ2

εIn

)
.

(1) 若 σ2
ε 已知，求 θ = (µ, β)⊤ 的最大似然估计。

解答：记 V j = σ2
α1n1

⊤
n + σ2

εIn，设计矩阵 Xj =
(
1n xj

)
。对数似然最大化等价广义最小二乘：

θ̂MLE =

(
m∑
j=1

X⊤
j V

−1
j Xj

)−1( m∑
j=1

X⊤
j V

−1
j yj

)
.

(1) 若 σ2
ε 未知，写出给定 yj 时 αj 的条件分布，并求 E(αj | yj) 和 Var(αj | yj) 。

解答：联合正态，条件分布为正态：

αj | yj ∼ N
(
E(αj | yj), Var(αj | yj)

)
.

E(αj | yj) =
σ2
α

σ2
ε + nσ2

α

1⊤
n (yj − µ1n − βxj),

Var(αj | yj) =
σ2
ασ

2
ε

σ2
ε + nσ2

α

.

(1) 若 σ2
ε 未知，设计算法估计 β 和 σ2

ε 的值。

解答：可使用 EM 算法：

• E 步：给定当前参数，计算随机效应 αj 的条件期望 E(αj | yj)；

• M 步：把条件期望当作已知观测，更新固定效应 µ, β 以及方差参数 σ2
ε , σ

2
α；

• 循环 E 步 M 步直到参数收敛，输出 β̂, σ̂2
ε 。

也可以采用 REML 限制极大似然直接数值优化得到估计。

3. 设 X1, X2, . . . , Xn 为从总体 X 中抽取的简单样本，定义统计量

Yk =
X1 + · · ·+Xk

X1 + · · ·+Xn

, k = 1, 2, . . . , n.

另设 U(1) ≤ U(2) ≤ · · · ≤ U(n) 是来自均匀分布 U(0, 1) 总体的次序统计量。

(1) 证明：E(Yk) =
k

n
。

证明：记 Sn =
∑n

i=1Xi 。由于样本独立同分布，

E
(
X1

Sn

)
= E

(
X2

Sn

)
= · · · = E

(
Xn

Sn

)
.
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n∑
i=1

E
(
Xi

Sn

)
= E

(
Sn

Sn

)
= 1 =⇒ E

(
Xi

Sn

)
=

1

n
.

E(Yk) = E
(
X1 + · · ·+Xk

Sn

)
=

k∑
i=1

E
(
Xi

Sn

)
=
k

n
.

(1) 设总体分布为指数分布 Exp(1)，判断 U(k) 与 Yk 是否具有相同的分布。

解答：二者分布相同。指数样本的部分和比例服从均匀次序统计量的分布。

(1) 设总体分布为指数分布 Exp(1)，证明：Yk 与
n∑

i=1

Xi 相互独立。

证明：令 Sn =
∑n

i=1Xi，做变换 (X1, . . . , Xn) 7→ (Y1, . . . , Yn−1, Sn) 。雅可比行列式 J = Sn−1
n ，

联合密度可以分解为：

f(y1, . . . , yn−1, s) = (n− 1)!︸ ︷︷ ︸
Y1,...,Yn−1的联合密度

· sn−1e−s

Γ(n)︸ ︷︷ ︸
Sn的 Gamma 密度

.

变量分离，(Y1, . . . , Yn−1) 与 Sn 独立。 Yk 是 Y1, . . . , Yn−1 的函数，故 Yk 与 Sn 独立。

(1) 证明：n
(
1− U(n)

) L⇒ Exp(1) 。

证明：U(n) 的分布函数：P (U(n) ≤ t) = tn, 0 < t < 1 。令 Zn = n(1− U(n))，

P (Zn ≤ x) = P
(
U(n) ≥ 1− x

n

)
= 1−

(
1− x

n

)n
→ 1− e−x, n→ ∞, x > 0.

极限分布是 Exp(1)，依分布收敛成立。
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中国人民大学统计与大数据研究院

2024 年夏令营招生考试试题（应用统计）

注：考试时间 120 分钟。

1. (1) 求极限 lim
n→∞

n

n2 + 1
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2
.

解答：转化为定积分定义：
n∑

k=1

n

n2 + k2
=

n∑
k=1

1

1 +
(
k
n

)2 · 1
n
.

lim
n→∞

n∑
k=1

1

1 +
(
k
n

)2 · 1
n
=

ˆ 1

0

1

1 + x2
dx = arctanx

∣∣∣∣1
0

=
π

4
.

原极限 =
π

4
.

(1) 证明：函数 f(x) =
| sinx|
x

在区间 [−π, 0) 和 (0, π] 均为一致连续，但在 [−π, 0) ∪ (0, π] 上不一致

连续。

证明： 1. 在 (0, π]：f(x) =
sinx
x

， lim
x→0+

f(x) = 1，将 f 在 x = 0 补充定义为 1，得到闭区间 [0, π]

上连续函数，闭区间连续必一致连续，故限制在 (0, π] 上一致连续。

2. 在 [−π, 0)：| sinx| = | sin(−x)|，f(x) = | sinx|
x

= −| sin(−x)|
−x

，令 t = −x ∈ (0, π]，f(x) = −f(t)
。 lim

x→0−
f(x) = −1，补充定义后在 [−π, 0] 连续，故 [−π, 0) 上一致连续。

3. 在集合 [−π, 0) ∪ (0, π]：取序列 xn =
1

n
> 0，yn = − 1

n
< 0，

|xn − yn| =
2

n
→ 0, |f(xn)− f(yn)| =

∣∣∣∣ | sin 1
n
|

1
n

−
| sin(− 1

n
)|

− 1
n

∣∣∣∣→ |1− (−1)| = 2.

两点距离趋于 0，但函数值差不趋于 0，故在 [−π, 0) ∪ (0, π] 上不一致连续。

2. 设随机变量 X 服从 Pareto 分布，概率密度函数

f(x) =
βαβ

xβ+1
I{x ≥ α} (α > 0, β > 2).

(1) 计算 E(X) 和 Var(X).
解答：

E(X) =

ˆ +∞

α

x · βα
β

xβ+1
dx = βαβ

ˆ +∞

α

x−βdx =
βα

β − 1
.

E(X2) =

ˆ +∞

α

x2 · βα
β

xβ+1
dx = βαβ

ˆ +∞

α

x−(β−1)dx =
βα2

β − 2
.

Var(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
βα2

β − 2
−
(

βα

β − 1

)2

=
βα2

(β − 1)2(β − 2)
.

(1) 求随机变量 Y = 2β(lnX − lnα) 的分布。

解答： Y = 2β ln X
α

=⇒ X = α exp
(
Y

2β

)
, Y ≥ 0. 做变量替换，x ≥ α ⇐⇒ y ≥ 0，且

dx
dy = α · exp

(
y

2β

)
· 1

2β
.

fY (y) = fX(x)

∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣ = βαβ

(αey/(2β))
β+1

· αey/(2β) · 1

2β
=

1

2
e−y/2, y ≥ 0.

即 Y ∼ χ2(2)（自由度为 2 的卡方分布，等价于参数为 λ =
1

2
的指数分布）.

3. 设独立观测样本满足以下条件：
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(a) X(1)
i 和 X

(0)
i 分别服从参数为 λ1, λ0 的 Poisson 分布 P (λ1), P (λ0).

(b) Ti 服从两点分布 B(1, p)，且与 X
(1)
i , X

(0)
i 独立。

观测值为 Xi = TiX
(1)
i + (1− Ti)X

(0)
i .

(1) 求 λ0 和 λ1 的无偏估计量 λ̂0 和 λ̂1，并证明其无偏性。

解答： E(Xi) = E
(
TiX

(1)
i + (1− Ti)X

(0)
i

)
= pλ1 + (1 − p)λ0. 按来源分组：E(Xi | Ti = 1) =

λ1, E(Xi | Ti = 0) = λ0. 记 nT =
∑n

i=1 Ti, n− nT =
∑n

i=1(1− Ti)，取

λ̂1 =
1

nT

∑
i:Ti=1

Xi, λ̂0 =
1

n− nT

∑
i:Ti=0

Xi.

由条件期望，E(λ̂1 | {Ti}) = λ1，故 E(λ̂1) = λ1；同理 E(λ̂0) = λ0.

(1) 推导 λ̂1 − λ̂0 和
λ̂1

λ̂0

的渐近分布.

解答：当 n→ ∞，nT /n
P−→ p，(n− nT )/n

P−→ 1− p，

λ̂1
asymp∼ N

(
λ1,

λ1

np

)
, λ̂0

asymp∼ N

(
λ0,

λ0

n(1− p)

)
,

由渐近独立性得

λ̂1 − λ̂0
asymp∼ N

(
λ1 − λ0,

λ1

np
+

λ0

n(1− p)

)
.

对 g(u, v) = u/v 使用 Delta 方法：

λ̂1

λ̂0

asymp∼ N

(
λ1

λ0

,
1

n

(
λ1

pλ2
0

+
λ2
1

λ3
0(1− p)

))
.

(1) 确定 p 的取值，使得 λ̂1 − λ̂0 和
λ̂1

λ̂0

的渐近方差最小.

解答：(1) 对 λ̂1 − λ̂0，等价于最小化 V1(p) =
λ1

p
+

λ0

1− p
, p ∈ (0, 1). 令导数为 0：

−λ1

p2
+

λ0

(1− p)2
= 0 =⇒ 1− p

p
=

√
λ0

λ1

=⇒ p =

√
λ1√

λ0 +
√
λ1

.

(2) 对比值
λ̂1

λ̂0

，渐近方差可写成
1

n
的倍数：

V2(p) =
λ1

pλ2
0

+
λ2
1

λ3
0(1− p)

=
C1

p
+

C2

1− p
, C1, C2 > 0.

−C1

p2
+

C2

(1− p)2
= 0 =⇒ 1− p

p
=

√
C2

C1

=

√
λ1

λ0

=⇒ p =

√
λ0√

λ0 +
√
λ1

.

(1) 构造 λ̂1 − λ̂0 和
λ̂1

λ̂0

的置信水平为 95% 的近似置信区间.

解答：取标准正态分布的分位数 z0.975 = 1.96：

λ̂1 − λ̂0 ± 1.96

√
λ̂1

np
+

λ̂0

n(1− p)
.

λ̂1

λ̂0

± 1.96

√√√√ 1

n

(
λ̂1

pλ̂2
0

+
λ̂2
1

λ̂3
0(1− p)

)
.
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